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Hauteur des poteaux �  2 m, Distance  des poteaux �  4 m 
 
Contrepoids de 3 kg �  fléche �  115 cm 

Contrepoids de 6 kg �  fléche �  50 cm 

Contrepoids de 20 kg �  fléche �  15 cm 

Contrepoids de 40 kg �  fléche �  7,5 cm  

Contrepoids de 60 kg �  fléche �  5 cm  

Contrepoids de 100 kg �  fléche �  3 cm  

Contrepoids de 1000 kg �  fléche �  0,3 cm  
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I – Pour calculer le volume V d’une sphère de rayon R, on la 
découpe en tranches élémentaires parallèles au plan (xOy).

Le volume dVd’une tranche de petite épaisseur dzsituée à 
l’altitude z est donné par :

Le volume total V est donc

r(z)

( )2 2 2dV r dz R z dzp p= × × = × - ×

( )2 2

34
3

  

R

R
V R z dz

R

p

p

+

-
= × - ×

=

�
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II – Pour calculer l'aire latérale du cylindre 
de rayon R et de hauteur H, on découpe de 
même en tranches élémentaires parallèles 
au plan (xOy) .

L'aire latérale dSd'une tranche 
de petite épaisseur dzsituée à 
l'altitude z est :

L'aire totale est donc donnée par :
(z)

2dS R dzp= × ×

0
2

2  

H
S R dz

RH

p

p

= × ×

=

�
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z

y

x
O

z

dz
R

H

2
i i iV r zp eD = × ×D +
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( )( )
( )

2

2

2

   constante

i iz z z z

z

e p£ × ×D + D ×D

£ × D

z

y

x

O

� z
r i

zi

R

( )2 2 3

0

4
2

3

R
V R z dz Rp p= × × - × =�

( )2 22
i i idV r dz R z dzp p= × × = × - ×

III – Pour calculer le volume V de la sphère de rayon R, on 
peut aussi découper la demi-sphère supérieure en  n tranches  
Ci de même épaisseur � z. Le volume � Vi de la tranche Ci
située à l’altitude zi et d'épaisseur � z est donné par :

Comme 

on a donc (par passage à la limite)

Le volume total V est donc
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I – Pour calculer le volume V d’une sphère de rayon R, on la 
découpe en tranches élémentaires parallèles au plan (xOy).

Le volume dV d’une tranche de petite épaisseur dzsituée à 
l’altitude z est donné par :

Le volume total V est donc

r(z)

( )2 2 2dV r dz R z dzp p= × × = × - ×

( )2 2

34
3

  

R

R
V R z dz

R

p

p

+

-
= × - ×

=

�
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II – Pour calculer l'aire latérale du cylindre 
de rayon Ret de hauteur H, on découpe de 
même en tranches élémentaires parallèles 
au plan (xOy) .

L'aire latérale dSd'une tranche 
de petite épaisseur dzsituée à 
l'altitude z est :

L'aire totale est donc donnée par :
(z)

2dS R dzp= × ×

0
2

2  

H
S R dz

RH

p

p

= × ×

=

�
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z

y

x
O

z

dz
R

H



6)�����	
#
�
.	�
)���
����������


� ��'ZD���������
������
������ ������
K$^
�	�
�����	���
��	�
����
�����	��
������� ��
�

�� ����� � ���� � ��������% � ��� � �� � 	�4 � � � ���� � ��� � ���������
��	� � ����� � ��	� � �� � ��� �
��
�
��	
�� 
:	�
��
��>
�
4�����
�	
��������
��9�
����	��	
���� 
�����

-�	�-�	�����
�	����

�	��	
)�����	 �*��������������������%�,�+3

� ��TQU��
 	��
�)����
��� 
�����
�	
%$^
;
%8^
 
��	�
����
����� 	���
� 
 ��*��	�� �������� �
���� ���� �
������ � �	� � �	

����� � ����� �� � 	�4��� ��' � �������� � �����
���	
 � �� � ������� � ���	 �
���
�	����1��

� ��?'?D��� :	���	
8^
	�
%$^
/
����
4�����
����
�	
#$^<
��	�
�� ��
�����	��
:���
������,

���� 
 �	 
 �����	<
 � 
 *��� � �� � ������ � ������ ������� � �� � ������
� � � 	��
� � �
� � � �� � �
���� �
��������
����,�+�

<�� ���� ��� � �������� 
 ����
 � �� � ������� �$������ � ��� �� � �		
� � .��� ������ � �� 	
�	��� � ' � 	�
�� � �� �

�$���� � ��� � ������	
� � ������
� � ��	� � �
���� � ��� � ���� � ��	� � �� � ���� � ������

0 �  �� � �	 
 ,��0

�������	�	�� 
 ����	 
 ����	 
 �� 
 ���	�� 
 ���� 
  	������ 
 �	 
 �����	���/ 
  �	� 
 -�	 
 �	������ 
 ���	��

���	��	���
����
���	 
 �� �����	�����
�'����	1������ �����	������������	1� ����� �����������������	� �
���
����������		���	
���  �	�
��	���,��	
����
��
����������2

<� � �
���������� � *�
�����%�+ � ����� � ���������� � 
� � ��� 
��� � �������� � ! � ������ � ���� �

�����
�����
��������
���������
��������
���������� ��������
�������������������
����4

�����	���
����������1�� � ���	��
�	�
��,	��	��� � ���������	��������
�����������	
�����
��	��	���� �
���� ���	���
������'�������
��������������������	�� 	
�
�1���.���10�

���� � ��
 � �
������ ���� 
 ���	�� 
 ������	� 
 �����	���/ � ���� � ��	
�� � ��	� � �	 � ��� � ������� � �����	
 �
���������

������
��������111

@�������������
������������
��������������������	
/ ���������������
����
�
��������� �
���� � ���������� ��� � 
����� � �� � �
 � ������ � ! � �
���� � �� � �
 � ����
���
��� � �� � 
����� � �� �
�0������





 #7%&#'$


2
i i iV r zp eD = × ×D +

OK  //  50 %  //  NON

( )( )
( )

2

2

2

   constante

i iz z z z

z

e p£ × ×D + D ×D

£ × D
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( )2 2 3
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R
V R z dz Rp p= × × - × =�

( )2 22
i i idV r dz R z dzp p= × × = × - ×

III – Pour calculer le volume V de la sphère de rayon R, on 
peut aussi découper la demi-sphère supérieure en  n tranches  
Ci de même épaisseur � z. Le volume � Vi de la tranche Ci
située à l’altitude zi et d'épaisseur � z est donné par :

Comme 

on a donc (par passage à la limite)

Le volume total V est donc
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IV – En suivant une procédure analogue, pour calculer l'aire 
latérale d'un cône de hauteur H et de base circu-
laire de rayon R, on peut découper le cône en 
tranches élémentaires parallèles à (xOy).
L'aire latérale dSd’une tranche de petite 
épaisseur dzsituée à l’altitude z est celle 
du cylindre de rayon r(z) correspondant :

Par Thalès, on obtient 

L'aire latérale totale  S  est donc

On retrouve ainsi que l'aire latérale du cône est la moitié de 
l'aire latérale du cylindre de même base et même hauteur.

2 ( )dS r z dzp= × ×

0
2

H H z
S R dz RH

H
p p

-
= × × × =�

OK  //  50 %  //  NON

( )r z H z
R H

-
=

z

y

x
O

z

dz

H
r(z)

r(z)

R

z

H-z
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SI    A(H)  =  B(H)/2 
on aura par passage à la limite

pR2 = 0  quelque soit  R

y

R

H

A(H)  ® p R2  si   H® 0

H

B(H) ® 0  si   H® 0

??????????

Comme  A(H) 
représente l'aire 
latérale de ce cône 

Comme  B(H) 
représente l'aire latérale 
de ce cylindre
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Institutionnalisation
au sujet des procédures infinitésimales

Une procédure infinitésimale est utile
pour évaluer une grandeur  G  d'un objet  �
(par ex. G = longueur, aire, volume, masse, travail, potentiel, etc.)

lorsque le calcul de cette grandeur 
NE PEUT PAS SE FAIRE SIMPLEMENT

car  G dépend d’un paramètre f  qui variedans l’objet.

�
����(z)

zIci  G  = Aire ou Volume 
d'un  objet  �   
dont "l'épaisseur"  ����(z)  varie 
en fonction de l'altitude  z 

La procédure infinitésimale est 
INUTILE 

si le paramètre ne varie pas 
(comme dans le cas de l'aire latérale du cylindre)

�

����

Philosophie de la procédure infinitésimale

découper  � en tranches  � i assez fines  
pour que sur chaque tranche 

le paramètre "ne varie quasimentplus"!

� i

La procédure est efficace 
- si sur chaque tranche  � i , 
la grandeur  partielle  Gi de la tranche se 
calcule facilement,

(par exemple  Gi = ����i · h )

- et si en augmentant le nombre de tranches  

h

����i

la somme des calculs partiels effectués sur 
chaque trancheapproxime de mieux en 
mieux le résultat global :

GGalorsnquand
n

i ®¥® � 1
    ,   

Problème de compréhension
Nous avons appliqué la même procédure 

infinitésimale 
- au calcul du volume de la sphère,

- au calcul de l'aire latérale du cône; 

dans le premier cas "ça marche"... Euréka!
dans le second "ça ne marche pas!"  

cela aboutit à dire que "1 = 0"... Catastrophe!

Pourquoi ?
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Un peu d'histoire de la didactique classique de cette procédure (suite)

le professeur poursuit donc
- en écrivant : dG =  f(z)·dz
où f(z)  est ce qu’on « arrive à calculer » quand on cherche à 
évaluer« l'essentiel» de ce qui correspond à une tranche située à 
l'altitude z  et d'épaisseur dz(exemples I et IV pour la sphère et le cône) 

- puis il passe de� dG à � f(z)·dz

en évoquant la théorie de l'intégrale. 

Le glissement symbolique du signe  �  au signe  �  
a le pouvoir “magique” de résorber 

tous les conflits sémantiques

(d’autant mieux qu’ils n’ont pas été mis en exergue!)

on peut maintenant achever ce "rite intégrale" avec la 
participation active des élèves/étudiants :on cherche ensemble une 

primitive  F  de  f et on conclut que  G  =  F(b) - F(a).

Ce calcul exact effectué ensemble permet de ne pas 
se poser la question cruciale :" les paradoxes et 
contradictions rencontréset passés sous silence ne 
pourraient- ils pas affecter la pertinence

des calculs exacts effectués ensuite!”

La théorie de l'intégrale ayant été évoquée 
pour justifier ce passage délicat 

Un peu d'histoire de la didactique classique de cette procédure 
(suite et fin) Pour comprendre, affrontons les paradoxes et 

les contradictions 
car des paradoxes et des contradictions 

il y en a beaucoup ici !!!
Si nous ne les affrontons pas, 

nous "connaîtrons" une procédure
qui marche dans certains cas… 

et …pas dans d'autres…
sans que nous ayons les moyens de le prévoir !

Nous disposerons alors d'un outil 
non scientifique !

1er paradoxe
disparition des ennuis  = disparition de matière

Si tranche d’épaisseur nulle:
plus d'ennuis  
car le paramètre gênant ne varie plus, 
mais alors........ 

plus de matière !!!
Que vaut « une somme infinie de…riens» ?

G  =  �   0  = ???? 

- Si tranche d’épaisseur NON nulle(pour 
retrouver de la matière) : 

le paramètre gênantvarie toujours un peu

le calcul exact sur la tranche redevient impossible

sauf si la procédure est inutile !!!

Pour contourner cette difficulté 
on remet de la matière ®®®® on recrée des ennuis
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tel que le calcul  de la grandeur G soit facile 
à effectuer sur chaque tranche du modèle! 
Par ex.

Si on découpe� en  un grand nombre de  tranches � i , 
leur épaisseurcommune  DDDDz  deviendra petite mais ne 
sera "jamais nulle"!
Problème: quelle que soit
la finesse du découpage, 
le calcul local exact est impossible!

� zi

�(zi)

Modèle
iG

ii
Modèle
i z)z(fG D×=

Pour dépasser ce paradoxe, on construit un modèle

Ce qui n’est "jamais" dit explicitement:
(pour ne pas affronter les paradoxes)

Si on est intellectuellement honnête

on  reconnaît alors que

Mesure du Réel �  Mesure du Modèle

Réel
Découpage Modèle

On n'exclut pas qu'elles puissent même être très di fférentes!

1

n

iG G= � �=
n

1

Modèle
i

Modèle GG

Pour demeurer scientifique

sur chaque tranche � i on écrit donc
qu'une erreur de mesure  eeeei se crée 
entre réel et modèle :

i
Modèle
ii GG e+=

Comme
1

n

iG G= �

on aura donc 1

n

iMG G e= +�+= ModèleGG
Erreur 
totale

Ce qu'on attend de cette idée de génie !

En augmentant indéfiniment le nombre de tranches  

- l'épaisseur de chaque tranche va devenir 
très petite,

- l'erreur sur chaque  tranche va donc devenir 
de plus en plus petite(infiniment petite!),

" on peut donc espérer
qu'en passant à la limite  ...

l'erreur totale devienne quasi nulle! "

2nd paradoxe ou "plus ça va.... moins ça va !?"

Si on augmente le nombre de tranches  :

- l'épaisseur de chaque tranche devient de plus en plus 
petite, donc l'erreur sur chaque  tranche devient de plus en 
plus petite aussi (fait positif !) 

mais...
- le nombre des erreurs augmente (fait négatif !)

Quid de leur somme  ?

Le modèle se rapproche-t-il de la réalité ou au 
contraire s'en éloigne-t-il ??

Suppression abusive du 2nd paradoxe
avec un raisonnement de "physicien" qui peut tuer... 

Si on augmente indéfiniment le nombre de 
tranches  :

- l'épaisseur de chaque tranche devient  
infiniment petite,

- l'erreur sur chaque  tranche devient donc 
infiniment petite,

"donc" ...
l'erreur totale est infiniment petite!!! 
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Si le nombre de tranches  n ®®®® �  
alors DDDDzi®®®® 0 et par suite

"donc"  

0ie ®

1
0

n

i ne ®+¥¾¾¾®�

Suppression abusive du 2nd paradoxe
avec un raisonnement de "mathématicien" qui peut tuer... 

L’erreur totale devient  nulle 
quand on passe à la limite !!! 

Observation en or !

Si maintenant on fait la somme de  n de ces trois 
quantités, ces sommes vont-elles rester négligeable s ?

«erreur globale monumentale»

« erreur globale incompressible»

« l’erreur globale disparaît par passage à 

la limite, car l’erreur locale est du 2nd ordre»

Voici trois types d'erreurs "localement négligeables"! : 

Ces trois quantités sont donc négligeables !

1 0
nn ®+¥

¾¾¾® 1 0nn ®+¥¾¾¾®

1
1n

n
n n

n n ®+¥
= = ¾¾¾®+¥�

1
1 1 1

n

n
n

n n ®+¥= = ¾¾¾®�

0
n

1
n2 ¾¾ ®¾ +¥®

� ¾¾ ®¾== +¥®

n

1 n22 0n
1

n
n

n
1

Cette observation pointe une grande incohérence 
dans l'argumentation mathématique : 

Quand le nombre de tranches  n ® �  ,

dire que  "l'erreur de mesure locale  ei devient  infiniment 
petite" est exact, mais... 

ne mentionner que cela ne suffit pas à assurer                          
la pertinence du calcul, car....

on vient de voir que la somme des erreurs  

Les calculs exacts effectués dans le modèle(y compris 
l'intégrale)peuvent être sans aucun rapport avec le réel !

(C'est ce qui se produit dans la situation IV de l'aire latérale du cône)

1
0

n

i ne ®+¥¾¾¾®� ???

Quand on écrit DDDDGi =  DDDDGi
Modèle +  erreur

avec comme seule justification de l'approximation
"l'erreur devient très petite" (lorsque le découpage s'affine),

on estphysiquementincohérent car cela laisse penserque
"puisque l'erreur eeeei est petite,ce qui est évalué dans le 

modèleDDDDGi
Modèle représente l'essentiel !"

Or  rien ne  garantitcela puisqu'ici toutes les grandeurs 

DDDDzi et  eeeei mais aussi DDDDGi
Réel et  DDDDGi

Modèle sont infiniment petites !!!

Pourquoi donc vouloir garderDDDDGi
Modèle et s'autoriser à 

"jeter" eeeei au seul prétexte qu'il devient infiniment petit ?!

Il y a aussi une grande incohérence
dans l'argumentation physique sur l'erreur 

Pour dépasser ce paradoxe 

il faut donc impérativement déterminer l'ordre de 
grandeurde ce qu'on "jette" et de ce qu'on "garde" 

sur chaque tranche quand le découpage s’affine.

ce que l’on garde ce que l’on jette

Comme  Gi
Modèleest du 

« premier ordre » en � z :
Il faut donc que � i soit du 
« second ordre » en � z :

>>

(Par exemple)

Gi
Modèle

z)z(fGModèle
i D×=

2
3

)(10)( 15 zzi D×=De

� i

La procéduredifférentialo-intégrale  

(découper en tranches, approximer sur chaque tranche, 
sommer et passer à la limite en rétrécissant les tranches)
n’est donc physiquement et mathématiquement 
cohérente que si l'erreur dans la modélisation 
effectuée sur chaque tranche est

du second ordre, 

i.e.  négligeable par rapport à l'épaisseurde la tranche.

Sinon, ce qu'on néglige 
peut être égal voire très supérieur 

à ce qu'on prend en compte !!!
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