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LA MOYENNE : UN CONCEPT INEXPLOITE,
D’UNE RICHESSE EXCEPTIONNELLE

Il y a certains concepts qui, s’infiltrant
doucement, deviennent tellement banals
qu’on en parle a peine. La moyenne est un
de ceux-la. Celle-ci, utilisée de fagon exten-
sive en statistique et dans les autres
sciences, fait dorénavant partie de la vie
quotidienne. La moyenne est un concept
qui s’est développé assez récemment et est
devenu essentiel au citoyen ordinaire
comme au professionnel. Des informations
statistiques nous arrivent quotidien-
nement sous forme de tableau, de graphi-
ques ou d’énoncés qui relévent de sondages
ou d’enquéte. Pour le technicien, le syndi-
caliste, le professionnel de la santé, le
journaliste sans oublier P'universitaire, le
chercheur, le scientifique, il est plus
souvent nécessaire non pas de produire des
statistiques mais bien de prendre des
décisions en fonction des résultats
obtenus.

Or, 1a moyenne est une caractéristique
statistique trés souvent mentionnée dans

Linda GATTUSO
Département de mathématiques,
Université du Québec 4 Montréal

les articles scientifiques soit parce que I'on
a recourt aux statistiques inférentielles ou
& lanalyse des données (E.D.A.). Dans
plusieurs contextes, elle est calculée une
fois les données pondérées. Dans la prise
de décisions, les méthodes d’analyse de
colits/bénéfices et de programmation
linéaire I'utilisent également. Ce concept
mérite certes que l'on s’y attarde.

Pourtant, une étude récente (Gattuso et
Mary, 1996, 1997) montre que c’est un
concept plutdt mal compris méme chez des
étudiants en formation des maitres. Dans
I’enseignement, la moyenne est trop
souvent ramenée 4 une simple formule.
Une petite somme, une petite division, et
le tour est joué ! Par conséquent, la présen-
tation traditionnelle de 1a moyenne releve
plus d’une description de P’algorithme que
d’une tentative d’amener Péleve a se
construire un “sens” de la moyenne. “Il faut
additionner toutes les données et diviser la
somme par le nombre de données” se
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contente-t-on pratiquement de dire. Or, les
erreurs observées résultent souvent d’une
utilisation inadéquate d’une combinaison
“somme-division”. Dans les lignes qui
suivent, nous allons présenter nos
réflexions sur la moyenne, appuyées sur
certaines observations que nous avons pu
faire autant dans nos classes que lors d’une
étude menée aupres d’éléves du secondaire
& Puniversité (id.).

Au Québec, 1a moyenne arithmétique est
abordée des le primaire. Toutefois, ce n’est
que dans la troisitme année du secondaire
(14 ans) que lon étudie les mesures de
tendance centrale, et en particulier, la
moyenne de données groupées et pondé-
rées. Pour situer le lecteur francais, disons
que les petits québécois sont a Técole
primaire de 6 & 11 ans, de la premiére 2 la
sixieme année. Ils amorcent ensuite le
cours secondaire qui comporte 5 années
(12-16 ans). Certains d’entre eux poursui-
vent au cégep (college d’enseignement
général et professionnel) pour 2 ou 3 ans
selon les programmes avant de s’inscrire,
sl y a lieu, & 'université.

Ceci dit, la moyenne est un concept
beaucoup plus riche qu’on le croit de prime
abord et nous allons tenter de vous en
convaincre. Ce concept, comme beaucoup
d’autres dans le domaine de la statistique,
fait appel & des notions mathématiques qui
comportent leurs difficultés propres.
Néanmoins, certaines sont plus spécifiques a
la moyenne qui a certaines propriétés qui lui
sont particuliéres. Par conséquent, nous
‘croyons que travailler la moyenne dépasse
largement P’application simple d’un algorith-
me. Ce concept prend plusieurs sens. Il faut
Paborder dans des situations variées de
facon & tirer profit de sa richesse. Nous
illustrerons nos propos par quelques
exemples pouvant étre exploités en classe.

80

REPERES - IREM . N° 34 - janvier 1999

Divers éléments en jeu
dans la moyenne

1 reste que certaines des difficultés
rencontrées dans les problémes de moyenne
ne sont pas spécifiques & ce concept. Comme
on le sait, pour trouver une moyenne
arithmétique, on peut faire la somme des
données et ensuite diviser le résultat par le
nombre de données. Cependant, nous ne
reprendrons pas ici toutes les difficultés
mathématiques inhérentes aux opérations
d’addition et de division (Brousseau, G.,
1988 ; Vergnaud, G., 1990). Nous ne repren-
drons pas non plus les études déja bien
connues qui ont exploré les nombres
décimaux (Bolon, J., 1992 ; Perrin, M-J.
1986 ; Brousseau, G., 1981) ou encore les
structures multiplicatives (Vergnaud, G.
Ricco, G. Rouchier, A. et al., 1978). Ces
éléments sont tous présents dans les calculs
de moyenne. Nous savons aussi. que pour
certains le probléme sera plus difficile si les
données sont décimales ou tout simplement
de grands nombres. Les fréquences et parfois
méme les données étant souvent exprimées
en pourcentage ou en fraction une bonne
compréhension des pourcentages et des
rationnels est aussi nécessaire. Les
problemes’ de moyenne peuvent également
faire appel & un rapport. Ne citons que cet
exemple : “La moyenne d’age d’'un groupe de
médecins et d’avocats est 40 ans. Si I'age
moyen des médecins est 35 et celui des
avocats 50, quel est le rapport entre le
nombre de médecins et le nombre d’avo-
cats ?” (MAA Problem book IV, p. 3, n° 12,
1973).

En plus, comme dans tous les cas de
problémes & texte, une bonne compréhen-
sion de 1’énoncé du probléme est essen-
tielle. Cependant, pour la moyenne cela se
complique & cause de la variété des formu-
lations utilisées. On parle de la “moyenne
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d’age par enfant™ du “nombre moyen de
clients par jour ”, mais, on dit aussi : “le
poids moyen des personnes...” au lieu de
“poids moyen par personne...” ou encore
tout simplement “quel est ’dge moyen ?”.

Et encore dans le cas de problémes de
moyenne, on ne peut se limiter a la lecture
et la compréhension du texte de ’énoncé, il
faut aussi étre familier avec les tableaux et
les diverses représentations graphiques
avec lesquels on présente les données. Un
éleve qui voit le probléme suivant :

“La fréquence de biscuits brisés dans un
paquet a été observée et on a accumulé
les données suivantes :

Nombre de
biscuits brisés

Fréquence

2

.
6

9

=N =2 |0 |0t

13

Combien y a-t-il en moyenne de biscuits
brisés par paquet ?” (Gattuso et Mary,
1997)

peut, s’il sait bien lire le tableau, réussir a
le résoudre méme s’il ne connait pas la
ZXi X nj

formule ol xj représente la valeur

de chaque donnée, nj les effectifs de
chacune des données et n le nombre total
d’effectifs. Nous avons vu certains éleves
procéder & une énumération et trouver
ensuite la moyenne :

«1+2+3+3+4+4+...+20+20+20+20

76
? (Gattuso et al., id.).
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En fin de compte, les contextes choisis
ne sont pas sans influence. Certains mieux
connus des éleves peuvent faciliter la
compréhension du probléme et donner lieu
& un plus haut taux de réussite. Dans le cas
des problemes de moyenne, le type de
données (liées au contexte) joue aussi. Les
probléemes ol 'on traite du poids des
personnes sont mieux réussis, par
exemple, que ceux olt les données sont une
cote pour la note de chaque session suivie
au colleége (Pollastek, 1981). Cela pourrait
s’expliquer par le fait que les personnes
sont des entités concrétes et qui se visuali-
sent mieux que les sessions scolaires.

‘Mentionnons également Talgébre et
toutes les difficultés et erreurs qui y sont
liées. De trés nombreux problemes de
moyenne peuvent &tre résolus algébrique-
ment, mais nous verrons qu’il est parfois
plus simple de procéder arithmétiquement
ou encore graphiquement. Force est de
constater que travailler la moyenne peut
donner Poccasion d’activer plusieurs
notions mathématiques.

Les difficultés spécifiques
au concept lui-méme

Jusqu’a présent, nous n’avons fait que
soulever des difficultés qui, pour la
plupart, se retrouvent ailleurs que dans
des problémes de moyenne. Il reste que la
moyenne a ses propres écueils. Un des
premiers tient au fait que tout le monde a
une idée de ce qu’est une moyenne (V) et que
le mot lui-méme “moyenne” est un terme
utilisé couramment. C’est ce qui porte 2
confusion car on ne lui donne pas toujours
un sens précis.. Méme les dictionnaires ne

(1) Il ne sera question icl que de moyenne arithmé-
tique
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présentent pas toujours des définitions
justes de ce concept mathématique. On
retrouve par exemple dans le Petit
Larousse illustré 1988 : “Quantité qui tient
le milieu entre plusieurs autres” et dans le
Petit Robert : “Type également éloigné des
extrémes, généralement le plus courant”.
“Etre dans la bonne moyenne”. “Vous avez
autrement de poigne que la moyenne des
patrons”. Il n’est donc pas étonnant que
certains enfants tiennent au point de
départ des conceptions inadéquates de la
moyenne. Heureusement, les définitions
citées en cdtoient d’autres qui sont plus
justes : “Nombre exprimant la valeur
qu’aurait chacune des parties d’une somme
si, la somme restant la méme, toutes les
parties étaient égales entre elles”
(Larousse, 1988) et “En moyenne, en
compensant les unes par les autres les
différences en sens opposé” (Petit Larousse
tllustré, 1988).

Les conceptions diverses que I'on a obser-
vées chez les enfants et parfois méme chez
les adultes (Mokros, Russell, 1991, 1995)
sont inadéquates dans certaines situations
mais justes ailleurs. Par exemple, certains
sujets croient que la moyenne est la donnée
du milieu (médiane). Cependant, il arrive
aussi que la moyenne soit la donnée du
milieu comme dans cecas : 4, 4, 5, 7, 9, 10,
10, o1 7 est a 1a fois la moyenne et la donnée
du milieu. D’autres pensent que la donnée
qui apparait le plus souvent (mode) est la
moyenne, cest-a-dire, ce qui arrive la
“plupart du temps”. Encore ici, cest possible,
si les données sont 1, 4,4, 4,4, 4,4, 7. La
moyenne est 4 et six des huit données valent
4. Les enfants voient aussi la moyenne
comme une valeur plausible et lui donne
le sens de “en général”. Ils s’attendent
donc & ce que la moyenne soit une donnée
possible ou encore, une des données de la
liste présentée. Raison de plus pour ne pas
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accepter qu’il y ait en moyenne “2,3 enfants
par famille” ou encore que la moyenne de
1, 2, 4, 5 soit 3 qui n’est pas une des
données.

Non seulement, il faut accepter que la
moyenne puisse ne pas faire partie des
données, mais aussi qu’elle puisse étre
fractionnaire et ne correspondre &
aucune réalité comme 3,4 bonbons (par
enfant) ou 2,6 enfants par famille ! Or,
les résultats de notre étude (Gattuso et
Mary, 1996, 1997) ont révélé que 23,5 %
des éleves de secondaire 3 (14 ans), 10 %
des collégiens (17-19 ans) et 22 % des
étudiants de Vuniversité (19" ans)
évitent de donner une moyenne fraction-
naire (2). Dans ce cas (3), il s’agissait d’un
nombre de bonbons qui dans la réalité
n’est habituellement pas fractionnaire. Il
est rare, en effet, que Yon parle dun
quart de bonbon ! Ces réponses étaient
accompagnées des commentaires
suivants : “8,25 bonbons veut dire une
moyenne de 8 bonbons par enfant et il en
reste un...” ou encore “Trois des enfants
ont 8 bonbons et le quatriéme en a 9...”

11 est donc important de prime abord de
sonder les conceptions des éleves et de
choisir attentivement les situations
d’apprentissage, en ayant en vue autant
d’élargir le concept lui-méme que de débus-
quer les conceptions erronées.

(2) Au Québec, ia troisiéme année du secondaire est
équivalente a la 4° frangaise et le collége est
équivalent au lycée.

(3) Lucie, Jacques et Paul se réunissent pour une
féte. lls ont apporté en moyenne 11 bonbons par
enfants. Un quatriéme enfant est arrivé mais il
n‘a pas apporté de bonbons. Quelle est mainte-
nant la moyenne de bonbons par enfant ?
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Certaines propriétés de la moyenne

Une bonne compréhension de la
moyenne suppose également que l'on
comprenne les propriétés de celle-ci. Une
premiére propriété veut que la moyenne se
situe entre la plus petite et la plus grande
des valeurs de la distribution. Or, il n’est
pas rare de voir nos éleéves trouver des
moyennes supérieures & la plus grande
donnée, particulierement lorsque les
données sont regroupées et présentées
dans un tableau de distribution avec de
gros effectifs (4}, Une deuxidme propriété
trés importante dans certaines situations
veut que la somme des écarts de chaque
donnée &4 la moyenne soit nulle,
n .

Z (xi —x) =0. Une autre propriété dit que
i=1

la moyenne est la valeur dont la distance &
toutes les autres données est minimale. En
cela, elle est représentative de toutes les
données et elle est influencée par toutes les
données et toute modification sur 'une ou
plusieurs des données influence la moyenne.
Ceci est particulierement & souligner dans le
cas ot Pune des données est nulle (5, Ce n’est
pas parce que la somme reste inchangée
quand Pon ajoute ou retranche 0 que la
moyenne elle ne varie pas. Certaines études
menées aupres d’enfants de 8 a4 14 ans
montrent que ces propriétés sont plutdt
difficiles & saisir (Strauss, Bichler, 1988 ;
Leon, Zawojewski, 1990).

Alors que certains éléves ne compren-
nent pas bien les propriétés de 1a moyenne,

(4) Dans des classes de statistiques au cégep (17-
19 ans), nous avons observé que certains éléves
trouvaient la moyenne des effectifs qui était plus
grande que la moyenne de la distribution et ils ne
se rendaient pas compte de leur erreur.

(5) Voir note 3.
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d’autres lui appliquent des propriétés
gu’elle n’a pas. Selon une étude menée
aupres d’éleves de lycée inscrits & un cours
de statistiques (Mevarech, 1983), on
constate que ceux-ci attribuent & la
moyenne des régles de calcul qui sont celles
des opérations dans des groupes : 1a ferme-
ture, Passociativité, I’élément neutre et
T’élément inverse (id.). Par exemple, 65%
des éleves font la moyenne de moyennes
sans tenir compte du fait que les échantil-
lons n’étaient pas de méme taille (ferme-
ture). Ou encore, dans 80% des cas, pour
faire la moyenne de trois nombres, on fait
la moyenne des 2 premiers et ensuite, on
prend cette derniére et on ajoute le dernier
nombre avant de faire la moyenne :

30+40+50

2 ¢30+40+50
2 3 )

c’est-a-dire, 42,5 # 40 ! Pour ce qui est de
I’“é1ément neutre”, 30% des sujets
pensaient qu’ajouter 0 ne changeait rien &
la moyenne.

Plus qu'une application
de V’algorithme

Tout se complique évidemment si la
moyenne est pondérée. Lorsqu’on a
demandé a des étudiants américains quelle
serait la moyenne finale si un étudiant
avait obtenu une cote moyenne de 3,2 pour
un semestre et de 3,8 pour les sept
suivants, plusieurs ont tout simplement
fajt la moyenne des deux nombres en se
justifiant ainsi : “Ce n’est pas juste mais
c’est ainsi..., il faudrait avoir le détail des
notes pour faire autrement !” (Pollatsek,
1981).

Lorsqu’une des données est inconnue
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alors que la_ moyenne Pest, la situation se
trouble. Le problédme suivant a été
présenté & des éléves du secondaire, du
collégial et & des étudiants entrant a
Puniversité.

“Dans la classe de madame Girard, les
éleves qui ont une moyenne de 6 sur 10
pour les quatre devoirs de la semaine
-sont dispensés de devoir pour le week-
end. Apreés 3 devoirs, Marie a une
moyenne de 5. Que doit-elle avoir
comme note pour son 4° devoir pour
réussir a étre dispensée de devoir pour
le week-end ?” (6) (Gattuso, Mary, 1997)

Comme il n’est pas question ici d’appli-
quer directement un algorithme, la situa-
tion demande une meilleure compréhen-
sion. Or, les éléves de secondaire 3 ayant
vu la moyenne en cours se distinguent avec
63% de réussite et surpassent les résultats
des universitaires (56%), des collégiens
(42%) et ceux des éleves plus jeunes
n’ayant pas encore vu la lecon sur la
moyenne (40%). On croirait que ’on oublie
avec le temps et que la lecon fait un effet
immédiat mais peu durable, si ce n’était
que les collégiens qui n’ont pas mieux
réussi suivaient également un cours de
statistique (7). Remarquons cependant,
que seulement 12,5% de tous les sujets
ont utilisé la fausse propriété de la
moyenne qui dit que la moyenne des
moyennes est la moyenne sans tenir

(6) Il estcourant de noter les devoirs sur 10 dans les
classes du Québec.

(7) Nous ne pouvons qu'émettre une hypothése au
sujet des résuitats & ce probléme. Ayant
examiné, plus en détalls les résultats des
groupes de secondaire 3, nous avons constaté
qu'un de ces groupes a mieux réussi ce probléme
(75% versus 48,5%). L'enselgnante avait utilisé
des situations varlées telles que présentées ici
(Gattuso, Mary, 1994).
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compte de la pondération des notes de

devoirs et répondu “7” S4<t> 8.

En résumé, ces résultats corroborent le
fait que, bien que les éléves aient une
bonne idée de ce qu’est la moyenne dans
des contextes simples et dans des situa-
tions simples (avec peu de données, des
nombres entiers ou une moyenne non
pondérée), ils ont néanmoins plus de
difficulté si la moyenne est pondérée et si
Pon ne peut appliquer directement un
algorithme de calcul.

Quel est le probléme ?

Qu’est-ce qu’il y a dans ce concept pour
qu’il soit si difficile alors que, au premier
abord, il semble que tout le monde sache ce
qu’est une moyenne et qu’a peu prés tous
puissent calculer la moyenne a partir de
quelques données. Or, cela ne suffit pas.
C’est & travers des situations variées qu’un
concept acquiert du sens pour apprenant.
Malheureusement, bon nombre de
manuels touchant ce concept se bornent a
faire calculer des moyennes en ne faisant
varier que les contextes. Ces exercices ne
font appel qu’a l'application aveugle d’un
algorithme et il ne faut donc pas s’étonner
de voir des éleéves trouver une moyenne de
valeur supérieure aux données de la distri-
bution. L'exploration des diverses facettes
de ce concept montre que méme dans ses
formes élémentaires, la moyenne arithmé-
tique est un concept mathématique tres
riche que I'on ne peut saisir entiérement en
appliquant une formule.

Divers sens de 1a moyenne
Avant de proposer aux éléves une ou

plusieurs variantes de la formule, que
peut-on faire ? D’abord, il ne faut pas
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rejeter le sens habituel de la moyenne, le
sens_le plus courant qui “colle” & Falgo-
rithme de calcul décrit par la formule
habituelle, celui de “partage équitable”,
c’est-a-dire une somme également redistri-

n
2 xi
. 1 .
buée : Y, Cm Lors d’une expérimen-

tation en classe (Gattuso, Mary, 1994) 'on
a demandé a des éleves de secondaire de
trouver la moyenne de 4 paquets de
cure-dents qui contenaient respectivement
4, 6, 16, 22 cure-dents, naturellement,
plusieurs ont regroupé tous les cure-dents
et les ont redistribués en quatre paquets
égaux. La moyenne est alors percue comme
la valeur que toutes les données auraient
si elles étaient égales (Larousse, 1988). Il
faudra cependant amener les éleves a
constater que, malgré tout, des distribu-
tions diverses réunissant des données de
valeurs différentes peuvent correspondre &
une méme moyenne, un méme nombre de
données et une méme somme de
données (8,

D’autres éleves ont procédé en “égali-
sant ” les paquets : ils enlevaient des
cure-dents ot il y en avait plus et en
rajoutaient ol il y en avaient moins jusqu’a
ce que les 4 paquets comprennent une
méme quantité de cure-dents. Pour trouver
la moyenne, on peut aussi procéder par
“égalisation”, on peut égaliser en redistri-
buant ce qu’il y a en trop de facon a
compenser pour ce qu’il y a en moins, pas
apas:“Ily en a deux de plusici, je les mets
124 ot1 il en manque...”. On utilise alors une

(8) Nous avons pu observer que {'Implication “...sl
les données étaient égales alors la moyenne est
la valeur que toutes les données auraient...”
devient pour certalns “...toutes les données sont
égales a la moyenne...”
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propriété importante de la moyenne, celle
qui dit que la moyenne est la valeur pour

laquelle l1a somme des écarts & cette valeur
n

est nulle : Z (xi —m)=0. En réalité, il y a
1

un pas important entre Iégalisation” et

cette propriété de la moyenne car il faut de

plus réaliser que le total du surplus doit

étre compensé par le total du déficit.

La moyenne est aussi souvent illustrée
comme le point d’équilibre ou pivot d’un
axe (fig. 1). Si on retrouve la propriété de
la somme des écarts, on se retrouve
confronté au concept physique de centre de
gravité qui, un peu plus complexe, n’est pas
forcément bien saisi par les éleves 9), On
utilise cette représentation surtout lorsque
les données sont regroupées.

Point d’équilibre

Figure 1 : Trudel, R., Antonieus, R., 1991.

La moyenne approchée
de diverses fagons

Regardons maintenant quelques situa-
tions en tenant compte des éléments de la
réflexion précédente mais aussi en
s’appuyant sur le fait que la moyenne
prendra du sens pour 'apprenant s’il peut
faire face & un éventail de situations trés
diverses qui lui permettront d’étendre son
concept.

(9) Une des difficultés de ce type d'illustration est
"‘immatérialité” de I'axe. Dans sa représentation
mentale, I'éléve doit Imaginer que I’axe n'a pas
de poids.
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Prenons par exemple ce probléme :

“La moyenne de cinq nombres différents
est 4. Lorsqu’on enléve le plus grand des
nombres, la moyenne des nombres qui
restent est 2. Quelle est la valeur du
nombre enlevé ?” (Concours Gauss 7°
1991, #16 p. 9, Concours canadien de
mathématiques) (10)

La difficulté réside dans le fait que les
données de la distribution sont toutes
inconnues. On peut toujours procéder
algébriquement en se servant de l’algo-
rithme somme/division

Soit x1. X2, X3. X4, X5 les cinq nombres, x5
étant le plus grand.

X;+Xe+X3+Xy+ X5

5
=45X1+Xo+X3+Xy+X5=20 (1)

X1 +Xo+X3+Xy4
4
=2-X1+X2+X3+X4=8 2

Ou encore s’aider du fait que la moyenne
est la valeur qu’aurait chacune des
données si elles étaient égales et procéder
comme suit en utilisant un schéma

5 nombres dont la moyenne est 4

Figure 2

(10) Le concours Gauss 7° s'adresse aux éléves de
12 ans -7° année.
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qui est2
Figure 3
Si on regarde la différence entre Vaire des

deux “rectangles”, on peut constater que la
valeur du nombre enlevé est 12.

On aenlevé 12

Figure 4

Finalement, on peut se baser sur le fait
que peu importe la distribution, pour une
moyenne donnée, la somme des données
restera la méme. L'hypothése de Pégalité
de toutes les données n’est pas absolument
nécessaire ici. “Si la moyenne des 5
nombres est 4, alors la somme des nombres
est 4 X 5 puisque la moyenne 4 est obtenue
en partageant le total en 5. De méme si la
moyenne de 4 nombres est 2 alors la somme
des nombres restants est 2 x 4 = 8. Il faut
aussi voir que la somme des cinq nombres
étant 20 et la somme de 4 de ces nombres
étant 8, le cinquidme est nécessairement
12.” Ce raisonnement est essentiellement
ce qui est fait algébriquement plus haut
mais sans symbolisme.

Cette fagon de travailler peut se trans-



REPERES - 1REM . N° 34 - Janvier 1999

férer &4 des situations plus complexes.
Cette stratégie qui fait appel a la diffé-
rence des sommes a été une des plus
utilisées (23,8%) et des plus réussies par
les éleves en réponse a la question “Les
devoirs” citée plus haut (Gattuso et al.,
1997). En effet, plusieurs d’entre eux ont
dit : “Il faut en tout 24 points pour les 4
devoirs pour avoir 6 de moyenne, si Marie
a une moyenne de 5 pour les trois premiers
devoirs, elle a déja 15 points. Donc, 24 —
15 = 9, c’est ce qu’elle doit obtenir pour le
dernier devoir”. On voit qu’'une méme
situation peut étre travaillée en faisant
appel a divers “sens” de la moyenne. La
solution algébrique se base sur Ialgo-
rithme, la solution graphique sur celui de
Yégalisation des données et la derniere sur
la somme des données.

Par ailleurs, comme nous l’avons
mentionné plus haut, dans Yégalisation, se
cache la propriété qui dit que la moyenne
est la valeur pour laquelle la somme des

écarts a cette valeur est nulle :

n

2 (xi —m) = 0. Cette propriété peut parfois
1

étre fort utile. Regardons Vexemple
suivant :

Massamba regoit un ensemble de quatre
notes. Sila moyenne des deux premiéres
notes est 50, la moyenne des deuxiéme
et troisidme notes est 75 et la moyenne
des troisiéme et quatriéme notes est 70,
alors quelle est la moyenne des
premiére et quatridme notes ?
(Concours Cayley, 10° 1991, #20 p33,
Concours canadien de mathéma-
tiques) (11,

(11) Le concous Cayley 10° s’adresse aux éléves de
15 ans.
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Encore ici, on peut procéder algébrique-
ment :

X1+X2= 100. (1)
X2+X3 = 150 (2)
X3 +xX4= 140 (3)
X1—X3= -50 Q)-(2)=(4)
X1+%= 90 (4 +(8)=(5)
X1+X4= 45

2

Ceci suppose tout de méme trois
équations et quatre inconnues. La plupart
des éléves ne réussissent pas & mener a
terme cette résolution. Toutefois, un
raisonnement utilisant la propriété de la
somme des écarts, soutenu par un schéma,
conduira au méme résultat.

100

95

90

85

80

75

70

65

60

55

50

45

40 S

R
Figure 5

En supposant que les deux premidres
notes soient 50, on voit sur le schéma que,
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pour que la moyenne de la deuxiéme et
troisieme note soit 75, il faudra, pour
compenser ’écart de -25 qu’il y a entre la
deuxidme note, 50 et la moyenne, 75, que
la troisidme note soit 75 + 25 "100.
Comme la moyenne des troisiéme et
quatriéme notes est 70, pour compenser
Pécart de +30 qu’il y a entre la troisieme
note et la moyenne, il faudra un écart de
—30, donc la quatridme note sera 70 —
30 = 40. Et finalement, la moyenne de la
premiere et quatriéme note sera
(50 + 40)/2 = 45. I1y a cependant lieu de se
demander ce qui se passerait si Phypothese
de départ était différente. C’est un trés bon
exercice pour les éleves ; en faisant divers
essais, ils se rendront compte qu’ils
arrivent toujours au méme résultat. En
déplacant des languettes sur un transpa-
rent représentant & peu prés le schéma
ci-haut, on peut les faire réfléchir sur ce jeu
d’écart et montrer (en déplagcant les
languettes) que dés que I'on change une
valeur, le reste doit s’ajuster si on garde les
mémes moyennes. Tout est lié. La moyenne
est liée & chacune des valeurs de la
distribution, c’est une autre de ses proprié-
tés. Jouer sur une donnée a un impact sur
les autres, la moyenne étant maintenue.
Jouer sur une donnée a un impact sur la
moyenne, les autres données étant fixées.
Une autre considération intéressante est
de regarder les valeurs limites que peut
prendre chacune des notes. Peuvent-elles
toutes varier de 0 2 100 ?

Signalons que ce probléeme ne comporte
aucune donnée brute, on ne connait pas les
notes elles-mé&mes, mais seulement des
moyennes partielles. Alors, est-il possible
de “calculer” la moyenne des quatre notes
en utilisant D’algorithme “somme-
division” ?

On peut le faire algébriquement, les
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notes étant les inconnues :

X4 +X
—%=50—-)x1 =100-x,
Xo+x
—22—3=75—)x2 =150-x,

Xqo+X
%=70-—)x3 =140-x,
- x4 =140 —-x,

de 13, on trouve
X1+ X2 + X3 + X4 = 480 — (X1 + X2 + X3 + X4)

et X1+ X2+ X3+ x4=240

la moyenne est donc 60 puisque la somme
des quatre notes est 240.

Ou encore, en supposant comme plus
haut que les deux premieres notes soient
50, on trouve que la troisieme est 100 et 1a
quatrieme 40. Ensuite, on peut trouver la
moyenne des quatre notes en jouant sur les
écarts. En posant comme moyenne
hypothétique 50, on constate que Vécart
entre la premitre et deuxiéme note et la
moyenne est 0. L’écart entre la troisieme
note, 100 et la moyenne, 50 est de +50 et
pour la quatridme note il est de —10. La
somme des écarts n’est pas nulle (40) donc
50 n’est pas la moyenne. Il faut prendre
une moyenne plus grande. Reprenant la
méme procédure avec 60, on trouve 0 pour
la somme des écarts & la moyenne. Donc la
moyenne est 60.

Moyenne hypothétique 50 60
Note 1: 50 0 -10
Note 1: 50 0 -10
Note 3 : 100 +50 +40
Note 4 : 40 -10 -20

Somme des écarts +40 0




REPERES - IREM . N° 34 - janvier 1999

Evidemment on aurait pu, une fois les
notes admises, les additionner et les
diviser par 4... ! Cela est simple a faire, une
fois les notes trouvées évidemment ! Mais
est-ce toujours possible ? Voici un exemple
tiré de Carrousel mathématique, secon-
daire 3, vol. 2, p. 266 :

Aun groupe d’éleves ayant une moyenne
de 72%, on ajoute deux éleves ayant des
notes de 76% et 68%.

Peut-on calculer la nouvelle moyenne ? Si
oui, calcule-la. Sinon, indique pourquoi.

Ici, on ne connait ni les données, ni le
nombre de données. On serait tenté de
répondre : “non !” mais on peut essayer une
résolution algébrique.

72-x+144
—_—m
x+2
72.-x+144
—_——m
x+2
T2Ax+2)

mom="72
x+2

On constate que la moyenne n’a pas
changé. Est-ce toujours vrai ? Répondons a
partir d’une illustration.

76=T72+

68=72-

Figure 6

En utilisant le fait que I'on peut voir la
moyenne comme la valeur qu’auraient
toutes les données si elles étaient égales et
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que, pour les valeurs ajoutées, la somme
des écarts & 72 est de zéro, on peut conclure
que la nouvelle moyenne (12) est 72, Il faut
insister sur le fait que ce cas est particulier
car la moyenne des valeurs ajoutées est 72.
Tout ajout de valeurs dont la moyenne est
égale & la moyenne initiale de modifie pas
cette dernidre.

Estimation de la moyenne
de données pondérées

Travailler avec les écarts permet
d’estimer une moyenne & partir d’une
représentation graphique et ceci méme
dans les cas de moyenne pondérée. Dans
ces cas, cependant, il est souvent plus utile
de faire appel & une représentation statis-
tique comme le diagramme & baton ou
Phistogramme. Néanmoins, il faut étre
attentif car ici nous ne faisons plus appel
tout a fait au méme sens de la moyenne.
Méme si nous utilisons le fait que la somme
des écarts a la moyenne doive étre nulle,
cette facon de travailler mise aussi sur une
compréhension au moins implicite du point
d’équilibre ou du pivot représentée plus
haut (Figure 1) plutot que sur le fait que la
moyenne est la valeur qu’auraient toutes
les données si elles étaient égales. Illus-
trons nos propos par un exemple (St-
Hilaire, 1997).

variable X fréquences
10 3
20 1
30 1
40 2

(12) Etque la moyenne ne changera pas a la condition
que, pour les notes ajoutées, la somme des
écarts a la moyenne, 72, soit nulle.
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Si nous cherchons & estimer la moyenne
de ces données sans faire de calculs en
travaillant avec une représentation

graphique,

3

Friquences

Figure 7

on peut remplacer sur le diagramme en
baton (Figure 7), les deux données valant
40 par deux données valant 30. On obtient
le deuxiéme graphique (Figure 8).

3
2.
@
-
‘E 1 [I
('S
0+
10 20 30 40
X
Figure 8

La moyenne est alors plus petite que 1a
moyenne cherchée & Porigine et elle est de
20 puisque & cause de la symétrie du
graphique le point d’équilibre est le point
milieu. Par conséquent, la moyenne origi-
nale est plus grande que 20 car l'on a
modifié les données en dlmmuant la valeur
de deux d’entre elles.

Si, an lieu de remplacer deux données
valant 40 par deux données valant 30, on
enléve une donnée valant 10, on obtlent le
diagramme qui suit.
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3
"
§ 2
[ -]
=2
™
0 t t 4 —
10 20 30 40
X
Figure 9

Ce faisant, le point d’équilibre se déplace
vers la droite. La moyenne, sur ce
diagramme est 25, le point milieu, car le
graphique est symétrique par rapport & un
axe vertical passant par 25. On peut égale-
ment faire remarquer que si on enléve un
nombre inférieur 4 la moyenne, on augmente
la moyenne. Par conséquent, la moyenne
originale est plus petite que 25. On conclut
que la moyenne cherchée se trouve entre 20
et 25, En faisant le calcul, on trouve 22,86.

Ce jeu de graphiques n’est pas aussi
simple qu’il peut paraitre. Il faut d’abord
comprendre que le point d’équilibre se
trouve au milieu si la distribution est
symétrique. Le graphique le facilite.
Ensuite, on doit prendre conscience que
toute modification d’une donnée change la
distribution et par conséquent la moyenne.
Encore ici, le graphique Villustre bien.
Finalement, on peut anticiper les effets des
modifications d’une donnée sur la
moyenne. Si 'on diminue les valeurs, la
moyenne diminue et vice versa. Il n’est pas
aussi évident qu’enlever une petite valeur
fera augmenter la moyenne, mais, encore
14, T'utilisation de représentations graphi-
ques devrait aider I'éléve & s’en convaincere.

Cependant, il faut étre prudent. Intro-
duire au méme moment les représenta-
tions ot1 les données sont regroupées et les
autres o les données sont brutes risque
d’embrouiller les éleves. Dans ce dernier
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cas, on tente d’obtenir un rectangle et de
rendre les données égales (13), avec les
données pondérées, on tente d’avoir une
représentation symétrique dans le but
d’estimer la moyenne, point d’équilibre,
qui, dans ce cas, se situe au milieu du
graphique sur I’axe horizontal. Encore ici,
il peut y avoir confusion car on favorise la
conception parfois inadéquate que la
moyenne est au milieu. De plus, on fait une
analogie avec le pivot ou la balance alors
que les principes en jeu ne sont pas
nécessairement déja acquis par les éleves.
Il sera peut-étre nécessaire d’introduire
ces principes en commencant par des
activités a base de manipulations afin de
développer chez les éleves la compréhen-
sion de ’équilibre. Rajoutons que ce “jeu de
graphiques” n’est pas nécessairement trés
efficace, mais il fait réfléchir et s’appuie
sur le raisonnement et les propriétés de la
moyenne qui valent la peine d’étre activés.

En guise de conclusion

Nous pouvons constater que la moyenne
n’est pas simple a apprendre et elle n’est
pas simple & enseigner. Avant d’amorcer le
travail avec les éleves, il est important, au
point de départ, de sonder leurs représen-
tations pour les confronter en présentant
une situation semblable a celle-ci :

— J’ai lu dans le journal que : “Les
adolescents frangais regardent la télévi-
sion en moyenne 22 heures par semaine.”
Qu’est-ce que c¢a veut dire : en moyenne
22 heures par semaine ? Est-ce que ¢a
veut dire que tous les enfants regardent
22 heures de télévision par semaine ?

En réponse a cette question, les éleves
réveélent leurs représentations au sujet de

(13) Voir la figure 6.
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la moyenne : “A peu prés”... “Habituelle-
ment”... “Le plus souvent”... On écrit leurs
réponses au tableau pour y revenir afin de
les comparer avec la définition de la
moyenne qu’ils auront formulé par la suite.

11 faut poursuivre et confronter les idées
précongues des éleves. Pour cela, au lieu de
demander de trouver une moyenne, &
partir d’une moyenne donnée, on peut
demander de trouver les données tout en
posant des contraintes bien choisies.

— Caroline, Vincent, Juliette et Yannick
ont en poche en moyenne 100 francs
chacun. Est-ce possible qu’aucun
d’entre eux n’ait 100 francs exacte-
ment ? Distribuez vos montants et
essayez de trouver une possibilité ou
personne n’a exactement 100 francs.

Cette contrainte (personne n’a 100
franes) vise & souligner que la moyenne
n’est pas nécessairement une des données.
De plus, les éléves peuvent trouver
diverses solutions et ils constateront que
diverses distributions ont la méme
moyenne. Il est nécessaire d’insister sur
ces deux derniers points. Ensuite on peut
demander sil est possible qu’un seul
enfant ait 100 F ? Et deux enfants... ? Et
exactement trois... ? Et finalement, est-ce
que tous peuvent avoir 100 F' ? Lorsqu’un
seul enfant a 100 F, la moyenne n’est pas
la valeur la plus fréquente et n’est pas non
plus celle du milieu. Si deux ont 100 F, on
devra trouver des valeurs équidistantes de
100 F, renfor¢ant ainsi I'idée que la somme
des écarts a4 la moyenne doit étre nulle.
Pour cette raison également, il est impos-
sible qu’exactement 3 enfants ajent 100 F.
Et si quatre enfants ont 100 F la moyenne
est la valeur la plus fréquente dans ce cas!

Les variations possibles des énoncés
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sont nombreuses. On peut demander de
donner un exemple de distribution ou la
moyenne est (ou n’est pas) au milieu des
données (il y en a autant avant et aprés) ou
au milieu des valeurs (au milieu entre la
plus petite et la plus grande). Par la suite,
on pourra travailler avec de plus grands
nombres et passer & des situations plus
complexes. On peut chercher une ou
plusieurs données qui sont simples ou
pondérées. L’effectif total peut é&tre
inconnu ou encore, il est possible que I'on
ne connaisse que la variation de la
moyenne. Il est également nécessaire de se
questionner sur ce qui se passe pour la
moyenne si on augmente également toutes
les données. Par exemple, si la moyenne
des notes de I'examen est de 67, que se
passe-t-il si le professeur donne un bonus
de 7 points & tout le monde ? Doit-il
recalculer sa moyenne ? Peut-on trouver
une autre facon de procéder ?

Nous avons tenté de vous convaincre
que la moyenne est un concept beaucoup
plus riche qu’il n’y parait au premier
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regard. L'exploration que nous avons
présentée n’est qu’une amorce. La
moyenne intervient dans plusieurs autres
contextes. On pense entre autres a la
vitesse moyenne et au centre de masse en
physique. N’oublions pas les problemes
que Pon qualifie souvent de “problémes de
mélanges” qui eux aussi sont des
problemes qu’il serait plus facile d’aborder
sous Pangle de la moyenne. Evidemment,
la moyenne est un concept essentiel &
Pinférence statistique et aux statistiques
en général.

Pour terminer, disons que nous avons
voulu montrer, en prenant comme
exemple la moyenne, que les statistiques
sont plus qu’une branche dérivée des
mathématiques ou encore une de ses
applications. S’il est vrai que les connais-
sances mathématiques sont indispen-
sables pour P'apprentissage des statisti-
ques, I’étude des ces derniéres devrait
étre intégrée plus étroitement a Vétude
des mathématiques car leur apport est
trés enrichissant.
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