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LA TANGENTE EST-ELLE VRAIMENT LA
DROITE QUI APPROCHE LE MIEUX LA
COURBE AU VOISINAGE D’UN POINT ?

Un phénoméne inattendu

Nous avons été amenées, J. Belloc et
moi-méme, & nous poser la question qui
sert de titre & cet article au cours de la
préparation dun stage de VIREM de
. Paris 7 s’adressant a des professeurs de

premiére sur le théme des dérivées et
- tangentes. Nous voulions aborder diffé-
rents points de vue sur la tangente et en
particulier celui d’une approximation de la
courbe par une fonction linéaire au voisi-
nage d’un point. Nous cherchions des
activités pour les éleves qui permettent de
favoriser ce point de vue, avec aide d’un
ordinateur et sans fournir & I'avarice aux
éléves l'équation de la tangente. Nous
avions choisi d’utiliser le logiciel “Géoplan”
pour étudier la parabole y = x* — x au
voisinage du point A (x = 1, y = 0). Nous
avions Pintention de faire tracer des
sécantes passant par A et de faire calculer
la différence entre 'ordonnée d’un point de
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la courbe et d’un point de la sécante de

‘méme abscisse avec I'idée que cette diffé-

rence serait plus petite au voisinage du
point sur la tangente que sur les autres
sécantes, ce qui aménerait & s’intéresser a
la tangente.

Aprés avoir dessiné la courbe, le
principe choisi consistait donc & faire
tracer par Yordinateur quelques droites
passant par A dont la tangente, et a faire
afficher par l'ordinateur la différence des
ordonnées entre M et D, points de méme
abscisse x situés respectivement sur la
parabole (p) et sur la droite (d) passant par
A considérée. L'idée était que cette diffé-
rence resterait “nulle” (a la précision
retenue, ici 10*) sur un petit intervalle
quand D se déplacerait sur la tangente et
que ¢a ne serait pas le cas sur les autres
droites ou au moins que l'intervalle ot cela
se produirait serait plus petit. Dans un
premier temps, nous faisons varier le
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coefficient directeur m de la droite entre
0,5 et 1,5 avec un pas de 0,1 et I'abscisse x
de M et D avecun pas de 0,01 puis de 0,001.
Avec la précision affichée, la différence
entre les ordonnées de M et D reste “nulle”
sur un intervalle autour de x = 1 pour les

autres droites aussi, mais Pintervalle -

concernant la tangente est bien plus grand
que pour les autres droites. Tout va bien !

Cest alors que nous voulons raffiner
notre étude et faire varier m entre 0,9 et
1,1 avec un pas de 0,01. Mais 14, rien ne va
plus ! La courbe reste confondue avec
certaines sécantes plus longtemps qu’avec
la tangente !

En fait, cela n’avait rien d’étonnant
et nous aurions pu le prévoir!

Géoplan affiche 0 dés que les coordon-
nées different de 10'*. Evidemment, cette
précision n’est pas trés grande mais une
meilleure précision n’aurait rien changé
au phénomene qui nous intéresse ici. Tout
le probleme est de quantifier la proximité
entre la droite et la courbe. Avec Voutil
dont nous disposions, il était naturel de
s’intéresser 4 la longueur de Vintervalle
sur lequel elles coincident & la précision de
lordinateur. La suite nous montrera que
cette idée ne correspond hélas pas & la
notion de tangente. Pour l’expliquer,
modélisons ce que fait Vordinateur en
remplacant 10" par e et faisons explici-
tement le calcul dans le cas de la parabole
choisie : nous cherchons les x tels que
IAGX) | = lym—ypl <e, ot yy=x>—xet
yp = m (x — 1) soit, avec le changement
de variable h = x — 1, les h tels que
1(1 — m)h + h2| <g, soit encore, en posant
k = 1~m, les h tels que — e < kh + h®<e. -

Si k = 0 (tangente), les inéquations
seront vérifiées pour |hl <Ve
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Dans les autres cas, cela fait deux
équations du second degré & résoudre :

Dh®+kh-e=0a toujours deux racines

-k
réelles : h; = —+2—-ﬁ qui est positive
k-Vi®+ 4¢
et h, =———— qui est négative. On a

2
h? + kh — £ <0 si h est entre les racines.

2) h2+kh + & = 0 a deux racines réelles si

K% > 4 hy = ‘2i; e
et hy =u qui sont toutes deux

2
positives si k < 0 et toutes deux négatives
sik>0.On ah®+kh + €20 sik? < 4e ou si
k% > 4¢ et h a Pextérieur des racines.

On a donc trois cas & considérer :

* gik < —2Vg, on a hy < 0 <hs <ha<hy, les
inégalités sont vérifiées pour ha<h < h, et
pour hz<h <h; . Mais seul Pintervalle
entre hy et hy nous intéresse. Il a pour
Vi + 4¢ — VK2 — 4e ,

2 < 2Ve. Lautre
intervalle correspond au deuxiéme point
d’intersection de la droite et de la parabole
(voir figures la et 1b, page suivante).

longueur

* gi k > 2Vg, on a cette fois hy <hg <hg <0 <hy,

les inégalités sont toujours vérifiées pour

ha <h <hs et pour hg <h <h;. Mais seul

Pintervalle entre hj et h; nous intéresse. Il

a  lui aussi pour  longueur
3 p)

k% +4¢ 2~fk € -

* Mais si—2Ve <k < 2Ve, les inégalités sont
vérifiées pour hs <h <h;. Or lintervalle
[hg, hi] a pour longueur ViZ + 4e > 2VE. Ceci
est bien naturel puisqu’il contient alors les
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x = 1.408E+00 y= 4.743E-01 ,

Figure 1a
y en fonction de x

deux points d’intersection de la droiteet de  Llintervalle le plus long est obtenu pour
1a parabole. k = 2Vg, sa longueur vaut 2V2¢.

X = 2.071E-02 y= 9.880E—05 o
\ % ;

Figure 1b
Aen fonction de h (avec k > 0)
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x = 9.838E~03 y= 0.000E+00

/

Figure 2a
0,1 <k <0,5 avec pas = 0,1 puis
0<k<0,1 avec pas = 0,01

On peut encore utiliser Géoplan pour
illustrer nos réflexions en représentant sur
le méme graphique yy—yp pour diffé-
rentes valeurs de k ainsi que les droites

y =g ety = — & (voir figures 2a et 2b).

Evidemment Pintervalle obtenu n’est
pas centré en h = 0, ce qui laisse quand

x =2.071E-02 y= 9.880E-05

A Yu-Yo

Figure 2b
E=0;k=2Ve;k>2V
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méme une petite supériorité a la tangente
qui garde 'intervalle centré le plus grand
parmi les sécantes passant par A ! Mais...

On peut garder un intervalle centré
sans imposer de passer par A

* Fixons g&. Pour garder un intervalle
symétrique autour de 0, on peut prendre,
toujours sur notre exemple, des droites qui
ne passent pas par A mais par des points
P; et P> de 1a courbe d’abscisses respectives
1-petl+p.La droite (d) a alors pour
équation y = x — 1+ p®. Notons que, dans
le cas de la parabole, une telle droite est
paralléle & la tangente puisque sifest un
polyndme du second degré,

fla+h)-fla-h) __,
TS =),

Appelons encore M le point de la courbe
d’abscisse x et D le point de (d) de méme
abscisse, si on pose toujoursh=x-1,0ona
ym=hZ+hetyp=h+pZet lyy—yp! vaut
donc 1h%—p?l,

Pour obtenir — e <h? —p%<e¢, il faudra
choisir h tel que p?—e<h?<p?+e. Et si
I’'on veut pour h un intervalle qui contienne
0, il faut choisir 0 <p <Ve

Si T'on prend p = V& on va trouver la
courbe confondue avec la droite & la
précision de Pordinateur pour |hl < V2¢
alors que sur la tangente, ce ne sera le cas
que pour lhl < Ve. Nous appelons yr
Tordonnée du point d’abscisse x de la
tangente (t) en A (voir figures 3a et 3b).

Cela signifie que si on donne g, et qu’on
cherche une droite telle que la différence
entre un point de la courbe et le point de 1a
droite de méme abscisse soit inférieure a €
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sur un intervalle entourant xo (ici 1) le plus
grand possible, ce n’est pas la tangente
qu’on trouvera.

Pour clarifier un peu ce que nous venons
de faire, utilisons la norme uniforme (1.

Soit I un intervalle compact contenant 1
on notera dy(d, p) = [|[f-glli = sup lyp-ypl la
distance de la droite (d) et de la parabole
(p) au sens de la norme uniforme sur I,
y = f(x) et y = g(x) étant respectivement les
équations de la parabole et de la droite.

Ce que nous avons montré, c’est que, &
étant fixé, si & toute droite (d) on associe
Pintervalle I contenant 1 le plus grand
possible tel que di(d, p) <&, ce n’est pas &
la tangente que I’on associera le plus grand
intervalle possible.

* Dans le cas plus habituel oi1 on se fixe un
intervalle I entourant 1, Ihl <a, ce n'est
bien s@r pas la tangente non plus qui donne
la meilleure approximation uniforme de
(p) : elle n’a pas de raison d’&étre proche de
la courbe aux extrémités de I'intervalle. En
se limitant aux droites paralleles a la
tangente, il est facile de vérifier que c’est
celle qui passe par les points de la courbe

d’abscisse 1 — %et 1+ %(donc pP= V‘%}

qui est sur cet intervalle la plus proche de
la courbe au sens de la norme uniforme sur

I puisque lyy—ypl = lh2—§ | S%

tant que lhl <q, donc d; (d,p) = % , alors

que d; (t,p) = o puisque lyy—yrl =h?
vaut o pour h = 0, en désignant par t la

(1) Je remercie A.-M. Marmier qui m’'a fait cette
suggestion a la lecture d'une premiére version de
cet article.
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x = 1.180E+00 y= 2.263E-01
y

Figure 3a
y en fonction de x

tangente et T le point de la tangente d’abs-
cisse x.

Mais une approximation & & prés n’est

qu’une approximation... Et si on change &,
on peut disqualifier une 2 une les droites
“les meilleures” qu’on a trouvées alors que
la tangente, elle, sera toujours parmi les

x = 1.411E-02 y= 1.033E-04
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Figure 3b T
Aen fonction de h, p = 0,015 puis
0 <p <0,01 avec un pas de 0,002
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candidates. De plus, la tangente passe par
le point A alors que cette droite n’y passe
pas...

Alors, en quel sens la tangente
approche-t-elle la courbe mieux
que n’importe quelle autre droite ?

Nous avons regardé un exemple particu-
lier, les phénomeénes repérés sont-ils liés a
cet exemple ou sont-ils généraux ? Un
phénomene est 1ié & 'exemple, c’est le fait
que la pente d’une droite coupant la courbe
en deux points d’abscisses symétriques par
rapport & a est f'(a). Il est facile de se
convaincre que le reste est général. Le cas
des droites qui passent par A est consé-
quence de la définition classique :

lym—ypl = |h (@) —m) + h eh) |
et lym—yr!l = lheh)l

sif’(a) —m et e(h) sont de signes.contraires,
ona lyy —ypl < lym=yrl. Pour les autres
cas, on peut se limiter & des droites paral-
leles a la tangente pour produire des
exemples. Finalement,

1. si on se donne g et quon mesure la
qualité de ’approximation d’une courbe (c)
par une droite & & prés, au voisinage d'un
point donné A d’abscisse a, & la longueur
de T’intervalle I qui entoure a et sur
lequel d; (d,p) < &, on peut toujours trouver
des droites qui approchent la courbe & ¢
prés “mieux” que la tangente. Cependant,
pour toute autre droite (d), la tangente
reste en ce sens une meilleure approxima-
tion que (d) de (c) 4 € prés pourvu que € soit
assez petit.

2. si on fixe un intervalle I de rayon a.et de
centre a, et qu’on mesure Papproximation
a Perreur maximale commise en rempla-
cant la courbe par la droite sur I'intervalle,
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c’est-a-dire avec la norme uniforme sur I,
la droite qui approche “le mieux” la courbe
sur cet intervalle en ce sens n’est pas la
tangente. Pourtant, étant donnée
n’importe quelle droite autre que la
tangente, la tangente approche mieux la
courbe que la droite donnée sur I'intervalle
I, pourvu que I soit assez petit.

La nuance réside dans Pordre des
quantificateurs et dans les ordres de
grandeur. Avec les notations précédentes et
en notant I(d,e) le plus grand intervalle de
centre a tel que lyy—ypl <¢,

1. Ve 3d I(d,e) o I(t,g)...
mais  Vd 3e I(d,e) c I(t,e)

et méme Vd Je(Vn<e)l(d,n < I(t,n).
2. V1 3d (d; (d,¢) < d; (t,¢))...
mais vd3I(d; (t,¢) < dj{(d,c))

etméme... VA (VxeD) (lym —~yr! < lym—ypl)
et done VdILVJIcI(dy (4, ¢) <d;(d, ¢)).

Il y a bien sfr aussi () une différence
d’ordre de grandeur

Ved 3l (vxe pyu=yrl
' IyM—yDI

(2) G.Kuntz, et je I'en remercie, m'a fait remarquer

a la lecture d'une premiére version de cet article,
que des notations plus classiques montrent
mieux ce dernier résultat :

Siy = f(x) et sl f est dérlvable en a, dans le cas
des droites passant par A (a, f(a)), on peut écrire,
avec les notations habituelles yy — yy. h g(h) et
yYu = Yo = h (f'(a)-m) + h €(h) ol m est le coeffi-
clent directeur de (d). On a donc
Yuzyr ____ o) Yu-yr_
Yu—Yo~ F@-m+em o done lim Yu—Yo 0
Cette remarque correspond & la démonstration
générale du cas ol la droite passe par A.
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Moralité

La tangente est vraiment une notion
locale ! Il ’agit de 1a meilleure approxima-
tion affine de la courbe au voisinage d’'un
point, & condition de ne fixer & ’avance ni
la longueur de Pintervalle contenant le
point, ni l’erreur admise dans ’approxi-
mation. Elles doivent pouvoir rester aussi
petites que 'on veut. La seule utilisation
vraiment adéquate de Pordinateur pour
faire apparaitre naturellement la tangente
serait de faire des zooms jusqu’a voir la
courbe devenir droite. Remarquons d’ail-
leurs que la premigre condition pour que la
droite considérée reste proche de la courbe
sur un intervalle contenant e, aussi petit
soit-il est qu’elle passe par A. L'utilisation
de lordinateur telle qu’elle avait été
envisagée revenait a fixer Perreur admise
dans Papproximation.

Question

En explicitant toutes .ces nuances, il
apparait que le langage imagé et intuitif

12
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qu’on tient souvent dans les explications
sur la tangente peut véhiculer un certain
nombre de conceptions erronées, en parti-
culier quelles conceptions favorisons-nous
chez les éléves en essayant d’approcher
expérimentalement une courbe par une
droite avec Pordinateur ou la calculatrice ?

Cela ne signifie pas qu’il soit mauvais
pour les él2ves de leur dire que la tangente
est la droite qui approche le mieux la
courbe au voisinage du point, sans plus de
précision. Cependant, il m’a semblé que
nous n’étions pas toujours conscients nous-
mémes @) des ambiguités que cela pouvait
recouvrir et le sujet m’a paru mériter plus
ample réflexion et sera peut-étre matiere a
d’autres articles...

(3) En tout cas, je ne I'étals pas avant que J. Belloc

attire mon attention sur ce phénoméne bizarre :
en augmentant la précision, la tangente cessait
d’dtre la meilleure approximation au sens de I'utl-
lisation faite de Géoplan.





