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UNE EXPERIENCE D’ENSEIGNEMENT
EN GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE

Depuis Janvier 1993, une nouvelle
structure -fonctionne en DEUG MIAS : les
“T.P.” (1), Une heure et demie par semaine
pendant dix-huit semaines, étudiants et
enseignant travaillent sur un theme choisi
librement par ’enseignant et sur lequel les
étudiants sont invités & faire preuve d’ima-
gination.

Nous nous proposons dans cet article de
présenter succinctement les T.P., puis de
détailler le sujet de géométrie non eucli-
dienne.

Ala suite de 1a réforme du DEUG de 1992,
Pannée universitaire comporte deux
semestres : le premier est un semestre
d’orientation avec examen en décembre et
le second, qui débute en janvier, est centré

(1) Travaux Personnels ou Travaux Pratiques :
comme vous voulez |

Hombeline LANGUEREAU
Claude MERKER
IREM De Besangon

sur les mathématiques et I'informatique.
Pour ce semestre,, l'enseignement des
mathématiques se répartit entre 3 heures
de cours, 4,5 heures de T.D. et 1,5 heure de
T.P. hebdomadaires. Les T.P. furent congus
par le groupe université de I'REM de
Besancgon dans la continuité des modules
du lycée avec V'objectif de favoriser I’auto-
nomie des étudiants en les amenant a
préparer des exposés et a réfléchir sur des
problemes leur permettant de développer
leur imagination et d’utiliser ’ensemble de
leurs connaissances. C’est ainsi qu’il n’y a
pas de programme imposé et que I'ensei-
gnant a la totale liberté de choix tant sur
le contenu que sur la méthodologie. Les
enseignants qui assurent les T.P. sont
volontaires, titulaires &4 'université et ont
pour la plupart des activités au sein de
PIREM : participation au groupe université,
groupe liaison lycée-université ou histoire
des mathématiques.
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Quant & Pévaluation, elle est elle aussi
laissée & lappréciation des enseignants
plus ou moins basée sur les comptes-
rendus des problémes, 'exposé oral et le
texte écrit de Pexposé. Le T.P. fournit une
note sur 40 (Le total des points est sur 360)
a D’étudiant. L'habitude veut qu’un
étudiant ayant travaillé “sérieusement” ait
une note de 14 sur 20.

En général, les groupes sont constitués
de dix-huit étudiants qui travaillent en
trindmes. Durant le semestre, douze
séances sont réservées aux travaux de
recherche et six séances aux exposés.

Le plus souvent, ’enseignant choisit le
théme de recherche imposé aux étudiants
qui travaillent en trinémes. Eventuelle-
ment plusieurs enseignants font travail-
ler simultanément leurs groupes d’étu-
diants sur le méme théme. Parmi ceux-ci,
ily eut:

— ’étude du chaos en tant que modele
d’évolution d’une population animale,
— le codage,

—’équation de Pell-Fermat,

—la cycloide au XVII® siacle,

—les raccordements de courbe,

— la construction des polygones ré-
guliers,

- Pinversion.

Quant aux exposés, la diversité est trés
grande : d’une part certains enseignants
imposent un sujet connexe au probleme
posé, alors que d’autres proposent le plus
souvent des sujets culturels ou historiques
ou laissent le choix du sujet aux étudiants
qui le souhaitent ; d’autre part certains
d’entre nous guident les étudiants dans
leur exposé alors que d’autres découvrent
Texposé en méme temps que les étudiants
du groupe.
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Parmi les sujets connexes aux

problémes, notons les titres suivants :

— les fractions continues,

......

— le calcul de la longueur d’une courbe.
Parmi les sujets & dominante culturelle :

— P’équation du troisieme degré,

— I'intégration des sinus par Roberval,
—Péquation du second degré,

— le logarithme,

—le nombre d’Or,

~Fermat.

Voici un des thémes proposés a trois des
quatorze groupes en 1995-96 une
approche pratique et méme concréte de la
géométrie non euclidienne.

Ce théme qui déstabilise complétement
permet de faire réfléchir les étudiants sur
les définitions et théorédmes bien connus
(La somme des angles d’un triangle vaut
deux droits... Des définitions du carré
équivalentes en géométrie euclidienne ne
le sont plus...). Nous espérons de plus
qu’un enseignement ultérieur de géométrie
différentielle sera plus qu’un ensemble de
théorémes a appliquer pour résoudre des
problémes d’examen.

Pour cela nous avons demandé aux
étudiants de venir avec une orange, une
poire, une banane, une balle de tennis, du
scotch, des ciseaux, des élastiques, des
épingles, un metre de couturiere... et
d’autres matériels de ce genre. Nous avons
apporté une mappemonde.

La premiere consigne d’H.L. est : Tracer
un carré sur chacun de ces objets.

La premietre question de C.M. est :
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Imaginer que vous étes un animal & deux
dimensions habitant a la surface de la
spheére, quelles sont vos droites ? Le papier
cité en annexe 1 a été distribué d’entrée de
jeu.

H.L. : Pendant une heure, les étudiants
sont occupés avec des élastiques, des
épingles et des feutres a tenter de tracer un
carré ayant 4 cdtés égaux et 4 angles droits,
sans succes. '

C.M. : Sans succes ?

H.L. : Ils ont pris un “morceau de droite”
— sans savoir ce que ¢a veut dire — matéria-
lisé par Vélastique, reporté la longueur a
angle droit & chaque extrémité et la il y
avait probléme pour rejoindre les deux
autres morceaux sur l'orange et sur la
poire, mais pas sur la banane. Je ne suis
intervenue qu’aprés une heure et quart
pour leur proposer d’expliciter la définition
qu’ils utilisaient : 4 angles droits, 4 cotés
égaux. N’y aurait-il pas d’autres défini-
tions du carré ? Les mots angles, cotés sont-
ils définis ? Comme la construction citée
plus haut n’aboutissait pas, les étudiants
. ont tenté la définition du carré comme
parallélogramme particulier.

C.M. : Je n’ai pas commencé par les carrés,
mais par les triangles. Les étudiants de
mes groupes n’ont travaillé qu’avec des
oranges et des mappemondes, c’est-a-dire
sur la sphére. Je leur ai d’emblée demandé
de préciser ce que pouvaient étre les cotés
d’un triangle, autrement dit les segments
de droite sur la sphére.

Pour un des deux groupes, Yidée
naturelle de droite a été tout de suite le
grand cercle. Pour l’autre, tout cercle
pouvait étre une droite ; personne ne
songeait & prendre autre chose que des
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cercles comme droites. Tout le monde
tenait & ce qu'une droite soit un plus court
chemin. (Personne ne songeait a la droite
comme chemin le plus droit ; pourtant
I'idée aurait pu venir avec le scotch). Jai
fait remarquer au deuxiédme groupe
qu’entre deux cercles joignant A et B, le
plus court est le moins courbé. Aprés un
accord sur le grand cercle comme droite,
nous avons envisagé une kyrielle de trian-
gles pour observer leur somme
d’angles : triangles équatoriaux & trois
angles droits, trés petits triangles,
énormes triangles (complémentaires des
trés petits), triangles filiformes, triangles-
grands-cercles a trois angles plats.
Presque tous les étudiants voient que la
somme des angles est plus grande que . A
la question : quelle est la limite supérieure
de la somme des angles ? deux réponses
sont proposées : 5n si les énormes triangles
sont admis, 3% si on n’est pas d’accord pour
qu'un triangle occupe plus d’une demi-
sphére. C’est l'occasion d’une discussion
sur la liberté des définitions.

Ceux qui ont la meilleure intuition
infinitésimale sentent qu’uin tout petit
triangle n’a jamais une somme égale a 7,
mais a4 7© plus quelque chose qui ne
disparait qu’avec le triangle. Beaucoup ont
remarqué que si la surface du triangle
augmente, il en est de méme de la somme

de ses angles.

Lors de ces premitres séances, les
étudiants se sont rendu compte qu’une
partie des évidences était liée aux
habitudes.

H.L. : Ala deuxiéme séance, aprés un bref
rappel de la premiére, le probleme est
devenu : tracer deux droites paralléles. A
ma premiére question : “Qu’est-ce qu’une
droite ?”, la réponse immédiate et
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générale : “y =ax +b” est abandonnée
- immédiatement au profit de : “le plus court
chemin entre deux points” ; et ’'on constate
que sur la sphére ce sont les grands
cercles (2. La question du parallélisme
peut se poser : les étudiants ont pris
“droites qui ne se coupent pas”, ont cherché

en vain & fabriquer des droites paralleles

sur l'orange. Ce n’est qu'a la fin de la
troisiéme séance qu’ils renoncent & ’espoir
d’en trouver.

C.M. Il me semble que les étudiants ont
vite admis que tous les grands cercles se
coupent, mais P’existence de paralleles
revenait en force des que la notion de paral-
lélisme intervenait implicitement ; dans
cette troisieme séance j’ai imposé un
exercice : tracer trois grands cercles qui, en
se coupant deux & deux, forment un triangle
et trouver la relation entre la somme de ses
angles et son aire :

AngleA+AngleB+AngleC=1t+%

H.L. Ce n’est qu’au début de la quatriéme
séance que le texte donné en annexe 2 a été
distribué aux étudiants pour les guider
dans la rédaction de leur compte-rendu.
Les étudiants ont remarqué que “plus le
triangle est grand, plus les angles sont
grands”, le texte suggérait la formule et sa
démonstration.

Toutes deux nous avons constaté que les

(2) 11 revient au mathématiclen portugais Pedro
NUNES (1492-1577) d'avolr démontré que les
arcs de grands cercles étaient les plus courts
chemins sur la sphére, & une époque ol les
recherches mathématiques étaient impulsées
par la navigation. On croyalt jusque la que le plus
court chemin entre deux polnts de la surface
terrestre était la courbe coupant les méridiens &
angle constant.
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étudiants étaient rassurés d’avoir un
exercice & faire, avec un résultat tangible,
exprimé dans des termes mathémati-
quement acceptables. Nous nous sommes
tout de méme refusées & mettre une note &
leur travail.

Une remarque : des étudiants ont eu un
peu de mal 4 compter les morceaux (le
triangle est compté trop de fois mais
combien ? 6, 2, 5, ou 4) ; ceux qui n’ont pas
eu de problémes sont ceux qui ont colorié
les fuseaux matérialisés sur une balle de

ping-pong.

C.M. Apres les triangles nous avons abordé
les carrés. C’est trés difficile de renoncer
aux quatre angles droits. I1 a fallu tres
longtemps pour que quelqu’un voie 'impos-
sibilité d’avoir quatre angles droits (la
somme des angles d’un carré est nécessai-
rement supérieure a quatre droits, d’aprés
ce qui précede). Les autres étudiants
restaient persuadés qu'ils trouveraient un
vrai carré avec quatre angles droits. Leur
solution consistait & construire correcte-
ment trois cotés, égaux, avec deux angles
droits puis un quatrieme “c6té” qui n’était
plus porté par un arc de grand cercle, cela
pour conserver les angles droits. Certains
disaient : “puisqu’on est libre de choisir ses
définitions, pourquoi astreindre les cotés &
étre des segments ?”, montrant le prix
qu’ils étaient préts a payer. Je leur ai
demandé d’écrire le plus possible de défini-
tions équivalentes du carré en géométrie
euclidienne, puis de voir quelles définitions
on pouvait garder en géométrie sphérique.
La définition par diagonales égales se
coupant a angle droit a fait 'unanimité.

Les deux derniéres séances sont consa-
crées aux cercles tracés sur la sphere. Les
rayons sont des portions de grands cercles ;
il n’y a plus de rapport constant entre I’aire
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et le rayon, entre la longueur et le rayon,
en revanche l'aire reste l’intégrale de la
longueur... Tout ceci est soigneusement
démontré avec mon aide et en s’appuyant
sur le texte de E. Castelnuovo (Voir
annexe 1). J’ai conseillé la lecture de la
bande dessinée de J.-P. Petit.

H.L. : Selon leur gofit, a la suite de discus-
sions provoquées par les “nouveaux”
théorémes, les étudiants ont choisi eux-
mémes leur prolongement a partir de
textes que je leur ai fournis :

— Démontrer Péquivalence des diffé-
rents énoncés du cinquiéme postulat
donnés par Heath (voir mathématiques
‘au fil des dges),

" — Regarder les problemes de cartogra-
phie (Mnémosyne, n° 12 ou I’article de

- YEncyclopédia Universalis),
—Regarder la trigonométrie sphérique,
— Démontrer “rigoureusement” les
assertions énoncées en géométrie
sphérique.

EN CONCLUSION

Malgré nos interventions, les étudiants
continuent & chercher des paralleles ; nous
avons remarqué qu’ils avaient du mal a
trouver une bonne définition de carré
(abandonner des propriétés incompatibles
est difficile).

De plus, sur la sphere, les droites sont
visibles “en entier” : sur le plan, elles sont
infinies ; et donc depuis I'école primaire, il
faut se convaincre de leur existence (ou &
défaut faire confiance au maitre). Il en est
de mé&me des parallkles puisque la défini-
tion de deux droites qui ne se coupent pas
est négative.
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Constatant les applications de la géomé-
trie sphérique, des étudiants se sont
demandé pourquoi les programmes de
college et lycée ne contenaient que de la
géométrie euclidienne. '

Les étudiants nous ont étonnées par
leur ingéniosité. Par exemple, une
étudiante a fabriqué un triangle en papier,
découpé suivant les médianes sur quelques
centimetres & partir de chaque sommet. En
appliquant ce triangle fendu sur diffé-
rentes sphéres on constate que les angles
augmentent avec la courbure. Faites
Pexpérience, cela vaut mieux qu’un long
discours ! Un autre étudiant a eu une
conception originale des triangles de la
banane, il y a toujours trois points mais le
nombre de cdtés est variable (voir
Pannexe 4).

Les étudiants qui ont compris les notions
précédentes seront en mesure d’apprécier
un exposé axiomatique de la géométrie
différentielle tls y retrouveront le
théoréme remarquable de Gauss, le
théoréme de Gauss-Bonnet, étudiés, cette
fois, d’un point de vue totalement différent,
mais dans lesquels ils pourront reconnaitre
de vieux amis 3),

(3) Les lecteurs de COXETER et GREITZER auront
identifié une adaptation des derniéres lignes de
leur ouvrage Redécouvrons la géométrie.
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POSTFACE

Ce TP a eu lieu de maniere trés sponta-
née. Cela n’empéche pas, un an apreés de se
demander quelles sont les idées qui y ont
présidé, de maniere plus ou moins
consciente. La principale semble étre celle-
1a : faire sentir que ’abstraction mathéma-
tique est I'abstraction de quelque chose. En
ce qui concerne la géométrie différentielle,
ce quelque chose est en rapport avec le
monde, avec I'espace.

I1 est trés rare dans un cours de
mathématique d’avoir accés au probleme
qui s’est posé et qui a donné lieu & une

- définition, & un théoréme, & un nouveau
concept. La sphere, étre simple s’il en est,
contient les prémisses de toute la géomé-
trie différentielle intrinséque, c’est-a-dire
celle ol1 'espace est vu pour lui-méme, pas
plongé dans un espace plus grand. Cest
pour entrer dans cette problématique, née
avec Gauss, que nous avons incité les
étudiants & ne pas sortir de I'enclos sans
barriére que représente la surface de la
sphere, les cercles ont leur centre sur la
sphere, leur rayon n'est pas ce que l'on
croit, il est plus grand, le centre de la
sphére est interdit, puisqu’extérieur etc.

Il serait possible une autre année de
mettre le doigt sur d’autres questions, par
exemple :

— Faire le lien entre 'excés de somme
des angles dans un triangle et ’angle dont
a tourné un vecteur transporté paralle-
lement & lui-mé&me le long des trois cotés
lorsqu’il rejoint son point de départ.

—On ne peut pas représenter une sphére
avec une seule carte, il en faut au moins
deux.

—Pourquoi il est difficile de trouver une
bonne définition de la courbure d’une
surface. Un étudiant de premiére année
peut trés bien comprendre qu’une courbe a
presque toujours un cercle osculateur, et
une surface rarement une spheére oscula-
trice. Pourtant la sphere est un étalon de
comparaison, méme pour les surfaces &
courbure non constante...

Si de telles questions, sans souci de
rentabilité, rendaient & long terme 'ensei-
gnement de la Géométrie différentielle
moins nominaliste, nous serions contentes.
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ANNEXE 1 : GEOMETRIE SPHERIQUE

Texte distribué par C. Merker

La surface de la sphére peut é&tre
considérée comme une surface courbe &
deux dimensions, sur laquelle on peut
étudier quelques figures analogues,
jusqu’a un certain point, a celles que l'on
peut tracer dans le plan. On s’intéressera
aux triangles, aux carrés, aux cercles et
aux disques.

Les triangles

Quelle définition raisonnable donner
d’un triangle a la surface de la sphere ?
Observer sur une orange ou sur une
mappemonde plusieurs triangles de taille
diverse. Que remarquez vous sur la somme
de leurs angles ?

On sait bien que la somme des angles
d’un triangle du plan habituel est n. Vous
rappelez-vous comment on le démontre ?

Et sur la sphére entre quelles valeurs
est comprise la somme des angles d'un
triangle ?

Il y a une formule qui lie la somme des
angles et la taille du triangle, essayez de la
deviner, puis démontrez-la. Elle est un cas
particulier de la formule de Gauss-Bonnet
pour des figures composées d’arcs géodési-
ques (“segments de droites”) sur une
surface courbe quelconque.

Y a-t-il deux triangles semblables sur la
sphére ?

Les carrés

Quelle définition raisonnable donner
d’un carré & la surface de la sphere ?Ily a

beaucoup de définitions équivalentes d’un
carré dans le plan euclidien, on pourra
regarder celles qui sont susceptibles d’une
transcription sur la sphere.

Quelle est ’aire d’un carré de coté a sur
la sphere ?

Y a-t-il un théoreme de Pythagore
sphérique ?

Les cercles et les disques

Toujours la méme chose, quelles défini-
tions donner ? Il faut un centre, un rayon.
Et ce serait souhaitable d’avoir une
formule donnant le périmetre et l'aire en
fonction du rayon, comme pour un brave
cercle ou disque euclidien. Rappeler ces
formules et dire pourquoi 'une est 1’inté-
grale de Pautre.

L’aire de la spheére est la méme que celle
du cylindre tangent & Péquateur et de
méme hauteur. Lire la démonstration ci-
dessous (E. Castelnuovo La mathématique
dans la réalité) qui montre que les aires se
conservent par projection méme en petit.
En déduire Paire d’une calotte sphérique
de hauteur h.

On a maintenant tout ce qu’il faut pour
établir les deux formules cherchées.
Comparer avec la situation dans le plan
euclidien (Est-ce qu’il y a encore un
nombre T ? ou quelque autre qui joue le
méme role ? Est ce que I'une des deux
formules est encore I'intégrale de 'autre ?
De deux disques de méme rayon, l'un
euclidien I’'autre sphérique lequel a 1’aire
la plus grande ?... Ete.
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Prolongements dessiné a la surface d’un tabouret de
piano ?
I1 existe bien d’autre surfaces que celle
trés réguliere de la sphére. Que pensez Voir ci-aprés pour la démonstration
vous de la somme des angles d’un triangle infinitésimale d’'Emma Castelnuovo.

AIRE DE LA SPHERE EGALEE A L’AIRE DU CYLINDRE

PROTECTION sen. s CYLINDRE
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%»lew&»ﬂmat'

On découvre que les aires se conservent méme “en
petit” : on réussit 2 démontrer que lorsqu’on
projette une zone de la sphére sur le cylindre, la
zone change de forme mais 1’aire n’est pas
changée.

Avant de faire la démonstration, il faut cependant
“bien regarder” (fig. 233 et 234) |-

II
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On démontre que les
aires ne sont pas
changées. La démons-
tration se base sur la
similitude des trian-
gles OO’A et ACB.
Dans cette projection,
& des zones dessinées
sur la mappemonde
correspondent des
zones équivalentes
sur le cylindre et par
conséquent sur le
plan ; c’est pour cela
que la projection sur
le cylindre est utili-
sée quand on s’inté-
resse en particulier
aux aires.

III

In Emma CASTELNUOVO La Mathématique dans la Réalité, Cedic 1980
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ANNEXE 2 : T.P. GEOMETRIE EXOTIQUE

Texte distribué par H. Languereau

La sphere

La surface de la sphere peut étre considérée comme une surface courbe a deux
dimensions sur laquelle on peut étudier quelques figures “analogues” a celles que ’on
peut tracer sur le plan. On s’intéressera aux droites, triangles et carrés.

— Donner des définitions “raisonnables” de droites, triangles et carrés.

— Chercher & exprimer la longueur d’'un arc de courbe tracé sur la sphére
(coordonnées cartésiennes ou coordonnées paramétriques — longitude u et latitude
v — d’un point de la sphere)

— Apreés avoir rappelé la somme des angles d’un friangle du plan habituel et sa
démonstration, préciser les valeurs possibles pour la somme des angles d’un triangle
sphérique. Puis démontrer que cette somme est n + e (olt e est appelé exces
sphérique). :

Indications : Calculer I’aire d’'un fuseau d’angle Aet décomposer la sphere a 'aide
de fuseaux. '

— Pour les triangles du plan, des relations existent entre les angles et les cdtés :
rappeler quelques formules trigonométriques. Quelles relations a-t-on en trigono-
métrie sphérique ?
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ANNEXE 3 : L’EXCES SPHERIQUE
(Cas particulier de la formule de Gauss-Bonnet)

Les démonstrations de ’annexe 3, manuscrites ou frappées, sont celles rédigées par les
étudiants a la fin du T.P.

Définition de fuseau: c'est une pariie dune sphére comprise entre deux
demi-grands cercles de méme extrémités A et A'.

Si les demidroites fangentes en A & chacun des demi-cercles
déterminent un angle de mesure , on parie alors de fuseau d’angle .

*Partons d'un triangle tracé sur une sphére.
*Tragons les trois fuseaux partant chacun d'un angle du triangle.
On détermine:;
Aire des trois fuseaux=2 aires du triangle+aire de la demi-sphére.
*Soient d,4,x les trois angles du triangle.
Soit A 'aire du triangle, soit R ie rayon de la sphére.
Ona: .
2 R%+2 R242 R%=2A+2piR?
2( angles)R’=2A+2le’.
===> angles=(2A+2piR?)/2R=(2A/2R’) +(2piR2R")

angles=A/R>pi

Symétrie des fuseaux par
rapport au centre O

v -4
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ANNEXE 4 : IDEES ET REDACTIONS DIVERSES

Comme celles de ’annexe 3, les démonstrations de 'annexe 4 sont tirées des copies des
étudiants.

lll. BANANE considérée comme une hyperboloi'de:

 Les définitions que nous allons présentées ne sont valables que sur la
partie centrale de la banane. Elles ne >euvent plus s'appliquer aux extrémités,
car celles-ci sont pyramidales et arrondies.

a. Définition de la droite:

*En considérant une petite surface plane de ia banane, on se situe dans
un plan euclidien. Une droite est donc e plus court chemin entre 2 points.

*En considérant la banane, we drolte est composée de plusieurs
géodésiques, formant un angle déperdant de celui formé par les différentes
surfaces du fruit.

b. Définition du triangle: _

Lorsque F'on place 3 points sur (ifférentes surfaces, on n'obtient pas un
friangle, mais un polygone, dont le nembre de cotés dépend du nombre de
surfaces.

Alnsi, si on place les 3 points sur une méme surface, on est situé dans
un plan euclidien ol le tiangle est la réunion de 3 géodésiques.

Si on place les 3 sommets sur 2 surfaces consécutives, on obtient un
pentagone irrégulier.

Si on place les 3 sommets sur 3 surfaces consécutives, on obtient un
heptagone imégulier,

On peut en déduire que le mombre de cbtés du polygone obtenu
augmente en fonction du nombre de sirfaces que recouvre le triangle.

A présent, on considére une suface qui n'est pas plane sur toute sa
longueur, mais elle représente une partie positive ou négative d'une
hyperboloide. La somme des angles d'un triangle est alors une fonction
décroissante de sa surface, due & un défaut hyperboloique.

c.Définitlon du carré:

De méme que pour le triangle, le carré devient un polygone dont le
nombre de cbtés varie en fonction du ombre de surfaces recouvertes par ce
quadsilatére.
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