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COMMENT RECUEILLIR DES
CONNAISSANCES CACHEES
EN ALGEBRE ET QUEN FAIRE ?

I. INTRODUCTION

Depuis plusieurs années notre sujet
d’étude est Papprentissage de I'algébre au
college et au lycée. Pour regarder les
phénomeénes mis en jeu nous avons
construit des outils théoriques, “les
connaissances locales” et les “trois orienta-
tions” ainsi que la “dénotation des expres-
sions algébriques”. Le travail de recherche
se fait avec la méthodologie de 1a “triple
approche” et les données expérimentales
sont recueillies dans des entretiens avec
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les éleves, ol ils déerivent, pour eux et pour
nous, leur activité mathématique.

Notre but est de montrer et d’expliquer
a travers l'étude de quelques protocoles
d’entretien avec des éleves, le fonctionne-
ment de nos outils théoriques et méthodo-
logiques.

Nous constatons que ces entretiens permet-
tent au professeur de poser un diagnostic & la
fois sur les connaissances d’'un éleve et sur sa
facon de travailler. Ce diagnostic est d'une
autre nature que celui que peut faire le
professeur de l'éleve, ainsi que nous le
mettrons rapidement en évidence & propos de
Vanessa. Il permet aussi d’envisager une aide
au changement dans les comportements
mathématiques des élaves.
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Nous sommes des enseignants et ce
travail de recherche nous donne, dans
notre pratique, en dehors des activités de
recherche, une sensibilité particuliere aux
comportements des éleves et a leurs
erreurs. Nous développerons donc, en
conclusion, deux points qui sont de nature
4 intéresser un enseignant dans sa classe.
D’une part, en faisant la synthese des
résultats de ce travail, nous tenterons
d’expliquer pourquoi il est si difficile &4 un
éleve d’apprendre I'algébre et & un ensei-
gnant de l’enseigner ; d’autre part nous
tracerons quelques pistes qui peuvent
permettre 4 un professeur d’agir sur la
compréhension que ses éléves ont de
Talgebre.

Nous utilisons ici des entretiens menés
avec deux éleves différentes, et, pour 'une
d’entre elles, nous disposons de trois
entretiens successifs. Dans le cadre de cet
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article il n’est pas possible de donner des
exemples des nombreux entretiens que
nous avons mensés, soit dans le cadre de
notre recherche, soit dans le cadre d’une
aide au changement. Un certain nombre
d’affirmations ne seront donc pas illustrées
par des extraits de protocole.

Pour présenter nos outils théoriques
nous avons eu besoin de “mots” ; nous les
avons bien slr empruntés au langage
courant avec toutes les ambiguités qui les
accompagnent. Il est nécessaire, pour ne
pas faire de contresens, d’accepter I'idée
fondamentale de notre travail, I'interpré-
tation des actions & travers les ftrois
espaces ; quand cela est fait, les différents
mots employés, validité, conformité,
compréhension... sont définis & I'intérieur
du cadre théorique et sont pris avec ce sens
particulier en oubliant le sens que chacun
leur donne habituellement.

II. ELEMENTS THEORIQUES ET METHODOLOGIQUES

I1.1. Spécificité de notre démarche de recherche

Le travail que nous présentons ici fait
partie d’une recherche encore inachevée.
Notre but n’est pas de construire un bon
modele de la réalité, encore moins de
chercher & la décrire. Nous essayons de
construire des outils avec lesquels il est
possible d’avoir & la fois une grille de lecture
des comportements d’un éleve et des possibi-
lités d’intervention. Notre travail a donc une
valeur d’interprétation et d’action.

Nous tenterons ici de décrire comment il
est possible d’analyser un phénoméne
particulier (le travail d’'un éleve en
algebre) grace & une approche originale. Ce
que nous voulons observer ne peut l'étre
que si nous “entrons” dans le mode de
fonctionnement du sujet, si nous nous
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intéressons & sa pensée privée (4. Pour ce
faire nos techniques d’entretien nous
permettent de recueillir des observables
que nous analysons avec nos outils théori-
ques. Llexposé de ceux-ci peut paraitre
abstrait et superflu ; nous pensons au
contraire que ce cadre théorique valide
Putilisation des techniques d’entretien
particulidres qui sont les ndtres et est
indispensable pour l'interprétation
d’abord, Paction ensuite. Sans théorie, il ne
nous serait pas possible de soutenir une
quelconque argumentation sur ce que nous
mettons en évidence dans la fagon de
travailler des éleves.

(4) Vermersch (1993).
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Nous verrons dans cet article que cette
pensée privée est trés différente sélon les
éleves et est susceptible de varier pour un
méme éléve d’un entretien a ’autre. Il nous
parait alors indispensable de pouvoir étre,
selon les nécessités de la recherche, un
interlocuteur plutét psychologue, plutdt
didacticien ou plutét mathématicien-
professeur, bref de pouvoir “changer de
casquette”. C’est 1a toute la philosophie de
la triple approche et la raison de notre
formation bi- ou tri-disciplinaire.

II.2..’I‘rip1e approche et trois
orientations

I1.2.1. Connaissances locales

La “triple approche” (5 a pour origine
des travaux menés sur les connaissances
des éléves en algeébre. Nous pensons que ce
que nous exposons ici peut s’appliquer a
toutes les connaissances, mais nous ne
développerons pas ce point. A Porigine
notre approche était piagétienne. Concer-
nant les mathématiques, la dialectique
proposée par Piaget (1984) entre “Réussir
et Comprendre” nous a paru laisser de coté
un aspect essentiel de la construction des
connaissances, l’aspect social. De notre
point de vue, les mathématiques sont un
corps de connaissances pour la construc-
tion duquel Taccord social joue, histori-
quement, un role tout & fait primordial et
continue & &tre essentiel dans la commu-
nauté mathématique actuelle. En dehors
peut-étre de larithmétique trés élémen-
taire, la seule interaction d’un sujet avec
son environnement ne peut conduire a4 une
construction des concepts mathématiques.
Cette idée se rapproche de celles dévelop-
pées par Vygotski (1987). Cependant il

(5) Léonard et Sackur (1991).
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convient de noter que ce qui nous intéresse
c’est bien la “re-construction” par un
individu des mathématiques socialement
et historiquement déja construites par les
mathématiciens et non un apprentissage
socialement reconnu comme peut I’atre, de
facon parfois caricaturale, apprentissage
des mathématiques qui permettent de
réussir un probléme de baccalauréat.

La notion de connaissance locale () est
essentielle dans la triple approche. Notre
idée en mettant en évidence cette notion
était d’insister sur le fait que les erreurs
que nous constatons dans les travaux
mathématiques des éleves ne sont pas le
résultat d’incohérences, de conceptions
erronées, mais de connaissances qui ont
une “forme” particuliere. Pour les étudier
de manigre féconde nous sommes amenés
a poser une these :

Nous affirmons que toute connaissance
est le résultat d’interactions entre un
sujet, un groupe social et la réalité.

Les connaissances sont construites par
le sujet de fagon & &tre acceptables par un
groupe social et dans une confrontation
permanente avec la réalité. Ainsi nous
interprétons toute connaissance et toute
action du sujet suivant trois composantes
que nous avons appelées les trois espaces,
Pespace psychologique (rapport intra-
cognitif du sujet avec lui-méme), 'espace
social (rapport inter-cognitif du sujet avec
un groupe social), Pespace réel (rapport
avec une réalité matérielle, ou concep-
tuelle en ce qui concerne les mathéma-
tiques) qui n’est pas l'espace réel tradi-
tionnel des scientifiques. Sur cette base
théorique, nous avons posé la notion de

(6) Léonard et Sackur (1991).
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connaissance locale : toute connaissance est
locale, elle est “vraie” au sens usuel du terme
a l'intérieur de certaines limites ; le sujet
ignore lexistence de ces limites et, évidem-
ment, leur place dans le savoir. Ces limites
sont identifiables par un “expert”, c’est & dire
quelqu’'un qui posséde une connaissance
moins locale que celle du sujet. Que voulons-
nous dire en disant qu’elle -est “vraie” ?
Placons-nous dans les trois espaces : dans
I’espace psychologique, elle est dite cohérente
en elle-méme pour le sujet ; elle ne contient
pas de contradiction 4 I'intérieur du domaine
ol le sujet est susceptible de 'utiliser (ce qui
ne signifie pas qu'elle n’est pas contradic-

toire avec d’autres de ses connaissances) ;
" dans lespace social, elle est dite valide,
validée par un groupe social (ou 'un de ses
représentants) qui la reconnait comme telle ;
dans I’espace réel, elle est dite efficace. Nous
affirmons qu’une connaissance locale
possede ces trois qualités a I'intérieur de ses
limites et que, dés que les limites sont
dépassées, elle perd les trois qualités a la
fois. Nous appelons ces qualités les dimen-
sions de la connaissance locale et cela
correspond & un aspect statique, a la
connaissance stable, en état d’équilibre.
Nous pouvons donner comme exemple tres
simple de connaissance locale : “quand on
multiplie ¢a augmente, quand on divise ¢a
diminue”. Le domaine de validité est facile
4 identifier, il s’agit des réels plus grands
que 1 et on peut penser que pour un éléve
il s’agit des entiers plus grands que 1. La
connaissance est cohérente pour P'éleve qui
ne fait fonctionner que ces nombres 14, elle
est évidemment valide mathématiquement
et efficace, en ce sens qu’appliquée a ces
nombres elle produit des résultats exacts.
Nous aurons P'occasion, dans la suite de ce
travail d’identifier d’autres connaissances
locales en algebre.

Si on accepte cette notion, le projet de
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notre recherche est clair : ’éleve construit
des connaissances locales qui vont évoluer
depuis des connaissances trés locales
comme celle citée ci-dessus jusqu’a des
connaissances acceptables par un certain
groupe social, 1’école ou les mathémati-
ciens par exemple. Il s’agit alors pour nous
d’identifier les connaissances locales d’'un
éleve et d’agir sur elles. La suite de notre
travail concerne donc l'utilisation des
connaissances et leur évolution : si une
connaissance locale est utilisée a Pinté-
rieur de son domaine de validité, elle est
efficace, valide, cohérente et il n’y a aucune
raison qu’elle se modifie. Si elle est utilisée
hors de son domaine de validité, elle est
invalide, incohérente, inefficace et le
systtme de connaissances du sujet est
perturbé ; il n’est pas sOr que le sujet en
tienne compte, mais s’il le fait, il y a
possibilité d’évolution. C’est ce que nous
nous proposons d’étudier maintenant.

I1.2.1. Trois orientations

Nous nous intéressons dés lors a aspect
dynamique des connaissances. Les
connaissances sont utilisées pour agir et
nous pouvons considérer que toute action
est orientée vers un objectif’; il y a ainsi des
criteres d’atteinte de cet objectif qui sont
aussi des critéres d’arrét de l'action. Afin
d’observer et de décrire finement I'activité
des sujets, il nous a paru nécessaire de
différencier la nature des objectifs de
I’action et donc des criteres d’atteinte de
ces objectifs d’apres les trois espaces ; nous
obtenons alors ce que nous avons appelé les
trois orientations (7) de activité d’un sujet,
la compréhension dans ’espace psycholo-
gique, la conformité dans l'espace social et
la performance dans ’espace réel. L'espace

(7) GECO (1994).
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lié &4 chacune des orientations détermine,
entre autres, la nature des indices que le
sujet prend en considération & partir des
résultats de son action pour guider celle-ci.

Avant de détailler ce point il nous parait
important de nous pencher trés brieve-
ment (et de fagon trés superficielle) sur ce
qui caractérise le travail d’'un expert en
mathématiques. L'algebre (et sans doute
toutes les mathématiques) tire en partie sa
force de la possibilité quelle offre de
travailler sans revenir a chaque instant ¢
la compréhension du pourquoi d’une trans-
formation algébrique. Un mathématicien
se permet de faire une confiance aveugle 2
des regles qu'il connait et qui sont des
regles valides, efficaces et cohérentes, et
ceci tant qu’aucun obstacle ne survient.
L’économie de pensée qui est ainsi rendue
possible est depuis longtemps reconnue
comme une des caractéristiques de
l’algebre. Cependant, en cas de difficulté,
ou pour garder un contrdle sur la validité
de son travail le mathématicien a la
possibilité d’abandonner ce type de
fonctionnement et de mettre en ccuvre
d’autres procédures. Nous dirons qu’il
change d’orientation, qu’il abandonne un
aspect de ce que nous appelons la confor-
mité. Un expert, dans notre cadre théori-
que, peut étre caractérisé par la capacité
qu’il a, & tout moment — et & bon escient—
de changer son orientation de travail.

Pour un éleve qui travaille en conformité,
les indices qui guident son action sont pris
dans Yespace social et action du sujet est
orientée vers la recherche d’'un accord avec
les normes édictées par autrui (par exemple
par le professeur représentant les mathéma-
ticiens, ou les éleves de la classe dans le cas
d’un travail de groupe : on a vu des éléves se
mettre d’accord sur des normes erronées). Si
nous nous intéressons alors aux explications
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que peut donner un éléves de ses actions,
nous trouvons des phrases qui ressemblent
a des formulations de regles “quandilyax
en haut et en bas, on simplifie’, “pour
résoudre une équation, on fait passer...”. Dans
le paragraphe qui suit, en développant la
notion de “calculateur aveugle” nous verrons
quelles conséquences la conformité peut
avoir sur le travail d’un éleve.

De méme, dans un objectif de réussite
(en performance), le rapport a la réalité
(conceptuelle) peut amener un éleve a
rejeter un résultat tel que 121 = -3. Il n’est
pas facile d’identifier de fagon irréfutable
ce qui permet de dire que 'activité du sujet
se situe dans 'une ou P'autre des orienta-
tions : le rejet d’'une valeur négative pour
le module d’'un nombre complexe peut,
suivant le contexte, &tre le fait d’un travail
en conformité avec des régles bien
“apprises”, d’'un travail en performance ou
d’'un travail en compréhension, I’éleve
ayant identifié ce qu’il pouvait y avoir de
contradictoire dans ses connaissances
locales s’il acceptait un tel résultat (par
exemple la propriété du module d’un
produit). Les orientations peuvent se
distinguer les unes des autres par l'obser-
vation d’indices non verbaux : ton de la
voix, rapidité du discours, gestes,... Il est
assez difficile de les décrire mais on peut
noter qu'un travail en compréhension est
un travail trés personnel, sans relation
avec le questionneur, souvent accompagné
de murmures relativement indistincts,
ponctué d’exclamations sourdes (ah oui, ah
mais non...) avec éventuellement une
accélération au moment de la découverte
(euréka ! en quelque sorte), alors qu'un
travail en conformité est le travail que
nous connaissons bien de I'éléve qui récite
en cherchant des yeux notre acquiesce-
ment et qui énonce ses regles d’'une voix
égale plus ou moins assurée suivant les
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compétences qu’il ose se reconnaitre. Les
orientations sont aussi repérables
lorsqu’un éléve passe d’une orientation &
une autre dans son travail, par exemple de
la conformité & la compréhension : 13, on
assiste souvent une modification compléte
de sa “fagcon d’étre”, en méme temps qu’a
une modification de son activité mathéma-
tique : prise de décisions, envie des tester
des hypothéses, retours en arriére pour
comparer des résultats...

I1.2.3. Evolution des connaissances
locales ’

Le fait que les dimensions des connais-
sances locales concernent leur aspect stati-
que et les orientations leur aspect dynami-
que nous améne & poser une thése assez
forte :

Les dimensions d’une connaissance
locale sont indissociables : les limites
sont les mémes pour les trois dimen-
stons; la connaissance locale est a la fois
valide, cohérente, efficace. Les orienta-
tions d’une connaissance locale sont
dissociées : & chaque instant l’action du
sujet (qui met en jeu ses connaissances
locales) se trouve dans une seule orienta-
tion. Les changements d’une orientation
a une autre peuvent étre trés rapides et
ce sont eux qui nous permettent le plus
souvent d’identifier les orientations.

Nous travaillons actuellement sur deux
hypotheses :

1) A partir d’un méme ensemble de
connaissances locales, qui caractérisent
un sujet @ un moment donné, les connais-
sances locales construites dans des
orientations différentes sont différentes.
2) Nous pouvons agir sur l'orientation
dans laquelle travaille un éléve.
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Nous pensons qu’il n’y a pas de hiérar-
chie entre les orientations. Ainsi que nous
I'avons dit, tout travail de mathématiques
s’effectue en partie en conformité ; nous
constatons, par contre, que les éleves qui
ont des difficultés en algébre n’ont jamais
travaillé qu’en conformité et qu’il est & la
fois indispensable et tres difficile de susci-
ter chez eux un changement d’orientation.
C’est indispensable car aucun éléve ne
peut mémoriser de fagon correcte la
totalité des régles formelles qui permet-
traient, par exemple & un ordinateur, de ne
jamais se tromper dans un calcul et qu’il
faut donc que ces régles soient organisées
et que I’éleve puisse exercer un contrdle sur
ses connaissances. Nous essayerons dans
la conclusion d’étudier pourquoi c’est diffi-
cile.

L’étude des entretiens de nos différents
éleves nous permettra d’identifier des
orientations différentes (par exemple chez
Leslie et chez Vanessa) et des changements
d’orientation pendant un entretien (chez
Leslie). Nous verrons aussi qu'on peut
travailler en compréhension avec des
connaissances principalement construites
en conformité. Enfin nous verrons que
Pentretien tel que nous le menons nous
permet d’agir sur le fonctionnement d'un
éleve et de contribuer & une évolution de
ses connaissances locales.

I1.3. Sens et dénotation des
écritures algébriques

Les connaissances locales de l’algébre
élémentaire, illustrent de maniére
étonnamment claire & quel point les trois
dimensions sont indissociables. Les régles
de calcul littéral (socialement) valides sont
(mathématiquement) efficaces, et forment
un tout cohérent. Certes, mais pourquoi,
au fait ? Est-ce le hasard, ou la divine
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providence qui sont & lorigine de cette
indissociabilité ?

Pour répondre & cette question, nous
serons amenés a nous demander ce qui,
dans la nature méme de lalgebre, assure
cette indissociabilité des connaissances
locales de T'algebre élémentaire, en parti-
culier dans le rapport tres spécifique
qu’entretiennent les écritures algébriques
avec les objets mathématiques qu’elles
représentent. Notre réponse repose sur
une théorie dite de la “dénotation” que
nous esquisserons rapidement.

Faisant d’une pierre deux coups, nous
pourrons alors analyser plus finement les
rapports qu’entretiennent entre elles les
trois orientations des connaissances
locales de Dalgébre élémentaire. Plus
précisément, nous verrons dans le
paragraphe II-4 comment nous pensons
pouvoir amener un sujet &4 passer de la
conformité & la compréhension en jouant
sur la performance. Cela n’a rien d’évident
a priori tant les malentendus biaisent les
dialogues entre expert et non-expert en
algebre. En outre, ce n’est certainement
pas en le lui demandant de but en blanc
(“mais voyons, réfléchis donc un peu !”)
qu’on peut amener un sujet a se mettre en
compréhension. C’est I'utilisation des
caractéristiques de la dénotation qui nous
donnera un moyen (oblique) d’y arriver, par
ce que nous appellerons les entretiens
“Faire (toujours) Faux”.

I11.3.1. L’indissociabilité des trois
dimensions

Qu’est-ce qui fait que les trois dimen-
sions des connaissances locales algébri-
ques sont indissociables ? Autrement dit,
quand on opére sur une expression, de
maniére cohérente et au moyen de régles
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valides, pourquoi obtient-on, efficacement,
une expression mathématiquement
équivalente ? Par exemple, pourquoi est-ce
que, si japplique la transformation “bien
connue” (i.e. socialement valide) de “diffé-
rence des deux carrés” & une expression
telle que :

W a2
jobtiens :
(i1) (2x + g) (2x —g)

tout en étant certain que (sous réserve
de n’avoir pas fait -d’erreur, c’est-a-dire
d’avoir appliqué la bonne transformation
de la facon convenable) (ii) est, sans
Tombre dun doute, mathématiquement -
équivalente & (i) ?

La question peut paraitre de prime
abord parfaitement saugrenue tant la
réponse semble aller de soi. Pour le mathé-
maticien en effet, les régles telles que celle
de la différence de deux carrés seramenent
a quelques unes des régles simples qui,
toutes ensemble, font de R un corps
ordonné.

En réalité, la question de 'adéquation
entre correction formelle et équivalence
mathématique (entre validité et efficacité)
n’apparait saugrenue (en ceci que sa
réponse est, dans un certain sens,
évidente), qu'a celui qui se I'est déja posée
un jour ! En tant que professeur, nous
avons dii, 2 un moment ou & un autre, nous
poser cette question durant notre forma-
tion et nous y avons répondu ; sinon, nous
n’aurions pas compris une des régles
essentielles du jeu mathématique, et on
peut supposer que nous ne serions pas
devenu professeur ! Toutefois, & partir du
moment oll nous en avons compris la
réponse, la question a perdu son sens pour
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nous : une fois qu'on a compris, on oublie
qu’il y avait quelque chose 4 comprendre.
De ce fait, il est difficile, & celui qui a
compris que la validité est liée indissolu-
blement & l'efficacité, de se rendre compte
que l’éleve doit & son tour se poser la
question et comprendre que la réponse va
(en quelque sorte) de soi, pour passer (en
algébre du moins) de la conformité i la
compréhension.

Pour comprendre quelques-unes des
difficultés rencontrées par les éleves (pour
nous mettre “a4 leur place”), cest-a-dire
pour oublier (volontairement, cette fois)
que nous en connaissions la réponse, nous
avons été amenés a nous (re-)poser la
question, dans un cadre adéquat, celui de
la logique. En effet, pour le logicien, le fait
que lapplication des transformations
correctes aboutisse 4 des expressions
équivalentes n’est pas du tout une
propriété intrinséque des régles mathéma-
tiques, mais bien un théoréme qu’il démon-
tre par récurrence sur la complexité des
formules.

Toutefois, les logiciens reconstruisent le
langage mathématique pour pouvoir
travailler plus aisément. Par contrecoup,
leurs constructions s’éloignent de la prati-
que usuelle des mathématiciens et sont
donc peu utilisables, en I'état, pour nous
permettre de comprendre la maniére dont
les éleves interprétent les regles, les
expressions et les équivalences entre
expressions.

I1.3.2. la dénotation

Nous avons donc procédé de maniere
légerement différente, et nous avons
cherché d’abord & approfondir la maniere
dont les éléves pouvaient interpréter les
expressions (et par suite les équivalences
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_entre expressions). Pour ce faire, nous nous

sommes servis de la distinction que le
logicien G. Frege a posée en 1892 (trad.
1970) entre Sinn (“Sens”) et Bedeutung
(“Dénotation”) ). Par exemple (en
francgais) “Neil Armstrong” et “Le premier
homme sur la Lune” ont le méme dénoté
(Bedeutung) I'homme nommé Neil
Armstrong. Toutefois, ces deux phrases
n’ont pas le méme sens (Sinn) : la seconde
phrase insiste sur ce qu’il a fait, tandis que
la premiére souligne son patronyme.

En mathématiques, comme I’'a montré
Frege, les choses sont un petit peu plus
compliquées. Quatre cas sont & considérer :
les expressions algébriques numériques
(i.e. sans lettre), p. ex. “2 + 3”, les énoncés
algébriques numériques p. ex. “2 + 3 = 57,
les expressions algébriques littérales
(p. ex. “2x+ 3”) et enfin les énoncés
algébriques littéraux (p. ex. “2x + 3 = 7”).

En général, une expression algébrique
numérique dénote un nombre (“1 + 17
dénote 2). Concernant les énoncés (i.e. les
écritures contenant des signes “=”, “<”
ete.), Frege opére un véritable coup de
force, qui consiste 4 considérer quune telle
écriture désigne non pas un état de fait (le
double de 4 auquel j’ajoute 3 est égal & 11),
mais une valeur de vérité :

2x4 +3 =11 est VRAI

Par ailleurs, on dit souvent qu’une lettre
désigne un nombre indéterminé. Toutefois,
qu’est-ce qu’'un nombre indéterminé ? Il n’y
a pas d’ensemble | des nombres indéter-
minés ! Les mathématiciens utilisent
constamment la notion d’indétermination,
mais pour autant cette notion n’est pas

(8) Voir également Arzarello, Bazzini et Chiappini
(1992).
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mathématique, c’est-a-dire qu’elle n’est
pas définie a [lintérieur des mathéma-
tiques (comme le sont par contre les
notions d’opération ou de fonction). Le
second coup de force de Frege consiste a
refuser I'idée confuse que les expressions
dénotent des nombres “indéterminés”. A la
place, il propose de dire qu'une expression
dénote une fonction 9 (la fonction qui &
toute valeur des lettres associe la valeur
prise par l’expression).

“On ne dira pas que "n" désigne un
nombre indéterminé mais qu’il indique
de maniére indéterminée des nombres.”
Qu'est-ce qu’une fonction ? (1904, trad.
1971) p. 163

S’en tenir & P“indétermination”, c’est
confondre la fonction (le dénoté) avec son
image (le “nombre indéterminé”). En prati-
que, les choses sont assez compliquées a
formaliser.

Enfin, la notion de “forme booléenne”,
fonction de R™ dans {VRAI, FAUX}, nous
permet de modéliser de maniére cohérente
la notion de valeur de vérité “indéter-
minée”, ou encore “contingente” (au sens de
Viviane Durand-Guerrier, 1995).

I1.3.3. le sens (“Sinn”)

“L’information véhiculée par de tels
symbolismes n’est pas constituée par un
renvoi pur et simple & des objets qui

transcendent ces signes, mais & des-

systémes d’opérations apparemment
intérieurs au symbolisme.”
Gilles-Gaston GRANGER, Langages et
épistémologie p. 53

(9) Frege parle plutdt de "forme insaturée".
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Frege est malheureusement bien moins
explicite sur la notion de sens (“Sinn”) que
sur celle de dénotation, en particulier en
mathématiques ; autrement dit sur ce qui
differe, du point de vue sémantique, entre
“Qx (y +x)” et “2xy + 2x2”, et qui est bien
entendu essentiel puisque le calcul symbo-
lique peut &tre considéré comme un jeu sur
les différences de sens. Dans “Sens et
Dénotation” (1892-1971 p. 103) Frege
écrit :

“Or, il est naturel d’associer 4 un signe
(nom, groupe de mots, caracteres), outre
ce qu’il désigne et qu’on pourrait
appeler sa dénotation, ce que je
voudrais appeler le sens du signe, ol1 est
contenu le mode de donation de l'objet.”

et dans “Fonction et concept” (1891 trad.
1971) :

“l...] Pidentité des dénotations n’a pas
pour conséquence I'identité du contenu
des pensées.”

Le sens d’une écriture nous permet de
savoir comment elle est faite, comment on
peut la calculer (“mode de donation de
lobjet”) (10) : i1 nous permet également
d’avoir des informations sur ce qu’on peut
en faire (telle forme est factorisable, telle
autre est développable, dans le cadre de la
résolution d’une équation telle forme est
préférable etc.).

Une discussion détaillée de ce qu'on
peut appeler sens dans le calcul symbo-

" lique dépasserait le cadre de cet exposé.

Tout au plus, nous remarquerons ici que le

(10) Nous avons ici un rapprochement avec I'écriture
considérée comme un "programme de calcul”, au
travers de la théorie des "A-expressions” qui
prolange les travaux de Frege.
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sens n’est pas défini dans I'absolu, a priori,
mais qu’il est — entre autres choses —
relatif au projet de celui qui fait les calculs.
On retrouve ici la question “pourquoi” dans
le sens de “pour quoi faire”. Le sens est
ainsi la composante pragmatique (i.e. liée
au contexte) de la signification. De ce point
de vue (et de ce point de vue seulement)
rares sont les éleves qui ne donnent pas un
sens (“Sinn”), au moins pragmatique, aux
écritures qu’ils manipulent. La mise en
ceuvre de cette composante pragmatique a
été bien étudiée par tous ceux qui ont
travaillé sur les transformations, voir par
exemple Paolo Boero (1994), également les
travaux sur APLUSIX (11) ces derniers au
niveau des tactiques et des stratégies. De
son coté, Péquipe “ABC” (12) a repris cette
dimension au sein de la notion de “frame”,
issue de l'Intelligence Artificielle. Dans
cette perspective, la dénotation se situe
dans un cadre donné ; un frame est un cadre
de travail associé 4 une structure de données
a Pintérieur duquel le sens et la dénotation
appropriés des écritures sont activés par les
éleves pour en donner des représentations
stéréotypées mais adaptées au contexte de
résolution (d’aprés Boero, 1994). Tout ceci
permet de donner une dimension dynamique
4 une sémantique qui, si elle se limitait aux
seuls aspects dénotationnels, resterait stati-
que ; savoir que les transformations conser-
vent la dénotation ne nous renseigne pas en
effet sur les choix & effectuer pour déter-
miner quelles transformations faire 4 un
moment donné. Vu le nombre des travaux (on
pourrait également citer Vergnaud qui
définit le sens en termes de schémes), nous
ne nous attarderons pas ici sur cet aspect des
choses.

(11) Nicaud (1987, 1994), Gélis (1995), Nguyen Xuan
(1993).
(12) Arzarello, Bazzini et Chiappini (1992)}.
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Tout ce qui précéde peut permettre, du
moins nous 'espérons, de comprendre un
petit peu mieux de quoi il s’agit quand on
dit d’'un éléve qu’il donne (ou ne donne pas)
du sens & une écriture qu’il manipule. En
particulier, nous avons vu qu’il fallait se
poser la question de savoir si 'on voulait
parler de sens pragmatique (Sinn) ou de
dénotation, car plusieurs cas de figure
peuvent se présenter (sens ou non et
dénotation ou non) qui correspondent a des
comportements bien différents. Nous
allons maintenant nous intéresser plus en
détails aux problémes proprement didacti-
ques posés par la dénotation (ou plus
précisément par son absence éventuelle).

I1.3.4. Les orientation figées : le cas
des “calculateurs aveugles”

Revenons maintenant aux éleves et a
leurs difficultés, en particulier en rapport
avec les trois orientations. On a vu que
P’algebre permet de transformer des
expressions algébriques sans se référer
toujours & leur signification, ce que
Leibniz appelait le “calcul aveugle” (13),
Mais cette force est aussi, de fait, I'origine
de la principale difficulté a enseigner
Palgébre : certains éleves ne font jamais
référence a une signification quelconque.
Nous appellerons ce type particulier de
comportement le “calcul & 'aveuglette”, et
les éleves qui le manifestent des “calcula-
teurs aveugles”.

Le probleme que nous avons rencontré
et qui, selon nous, est familier & quiconque
veut enseigner ’algébre, est que ces “calcu-
lateurs aveugles” ne se sentent pas concer-
nés par tout ce que enseignant peut leur
dire sur la signification des expressions

(13} Bell (1993), Boero (1983), Drouhard (1992),
Kieran {1991).
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qu’ils produisent. En général, lorsqu’ils se
trompent en transformant une expression,
la valeur de celle-ci n’est pas conservée.
Quand le professeur le leur fait remarquer,
ils font en substance une réponse du genre
“J'ai fait ce que j'ai pu, si ce n'est pas bon,
je n’y peux rien!”

Par exemple, beaucoup d’éleves produi-
sent Perreur classique :

(@ +b)%=a? + B>

dans ce cas, ’enseignant, qui tente
d’avancer I’ argument

siacestégala2etbé gal 2 3, alors (a + b)?
vaut 25 tandis que ¢“ + b2 vaut 13,

n’est guére convaincant. Certains éleves
répondent “et alors #” car l'algeébre leur
apparait comme une affaire de régles
(conformité). Peu leur importe que (a + b)
soit égal & 25 ou & 13 ou & n’importe quelle
autre valeur : pour eux, la valeur des
expressions n’est pas un critere pertinent.

On peut voir dans ce comportement un
probleme de sens algébrique (lié, selon les
auteurs, plutdét a des situations de
référence, des activités de modélisation ou
des concepts sous-jacents) que les éleves
n’auraient pas (bien) construit ou n’arrive-
raient pas a retrouver. Toutefois, nous
pensons que ces différentes approches ne
traitent pas de front le probléeme du

comportement “et alors ¢”.

D’une part en effet, les algébristes
“experts” n’ont pas besoin de faire
constamment appel & des situations de
référence (de modélisation ou autres) a
chaque étape du calcul. Cela signifie
simplement que les experts (ceux qui ne
répondent pas “et alors ?” lorsqu'on leur
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fait remarquer que leurs calculs ne
“tombent pas juste”) ont a leur disposition
des moyens, pour évaluer leurs produc-
tions, que n’ont pas les calculateurs
aveugles, et qui ne consistent pas i se
ramener perpétuellement a des situations
introductives (Margolinas, 1992). En
d’autres termes, le sens des expressions ne
réside pas uniquement dans les situations
qu’elles peuvent décrire.

D’autre part dans ’exemple précédent
de (a + b)?, ce qui fait difficulté pour les
calculateurs aveugles”, c’est qu’en plus du
concept de carré lui-méme et de la situa-
tion, ils ont besoin de savoir que la valeur
de ce carré doit rester la méme pendant son
développement (Cortés, 1994).

I1.3.5. savoir et ignorer que les
expressions dénotent

Nous soutenons qu’un éleve doit savoir :

1. qu’une expression comme y(2x + y) a
une valeur numérique,

2. que cette valeur dépend des valeurs
dexetdey,

3. que cette valeur n’est pas modifiée
par les transformations conformes aux
regles algébriques que cette expression
peut subir, par exemple celle qui trans-
forme y(2x + y) en 2xy + y

C’est cela que nous appellerons “dire
qu'un éleve doit savoir que les expres-
sions dénotent”, méme s’il ne peut pasle
verbaliser sous cette forme. Autrement
dit, il doit savoir que y(2x +y) a une
valeur et que cette valeur dépend de la
valeur de x et de y. La notion de
dénotation est une clé de voirte c’est elle
qui fait la différence entre le pur calcul
symbolique des ordinateurs et Palgébre
effectivement pratiquée.
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Nous pensons done que les “calculateurs
aveugles” ignorent que les expressions
dénotent. A plus forte raison, ils ne peuvent
pas savoir que cette dénotation est conser-
vée par les transformations (14), Or il est
tres difficile de discuter de cela avec eux.
Quand le professeur n’est pas d’accord avec
la transformation :

(@ +b)% =a® + b?

parce qu’elle ne conserve pas la dénotation,
ils pensent que c’est seulement parce que
le professeur préfere une autre régle (de
transformation) qui serait par exemple :

(a+b)2=azz+2ab+b2

Méme linterprétation numérique propo-
sée par le professeur n’est pas pertinente
pour eux, §'ils ignorent que les transforma-
tions sont censées conserver la dénotation.
Pour eux, les procédures étant différentes,
les résultats le sont évidemment aussi. Que
la méme expression puisse & l'issue de deux
transformation différentes, donner des
valeurs différentes, ne leur apparait pas
comme une contradiction. Ils répondent en
substance : “Vous faites une transformation
et jen fais une autre. Les valeurs ne sont pas
les mémes ? C’est normal puisque nous
n’avons pas fait la méme chose !” Pour qu’une
contradiction puisse leur apparaitre, il leur
faudrait la dénotation.

Les “calculateurs aveugles” ne savent
pas que les expressions dénotent, et leurs
professeurs peuvent ne pas savoir que les
“calculateurs aveugles” ne le savent pas.

(14) "Le rapport de |'éléve au calcul algébrique
n'incorpore pas l'idée d'une relation entre
manipulation algébrique de I'expression, d’une
part, et substitution de valeurs numériques dans
I’expression, d’autre part" (Chevallard 1989).
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C’est un malentendu complet, et qui peut
durer longtemps, car chacun interprete le
discours de Pautre & sa manieére. Or les
deux interprétations (“formelle” et
“dénotationnelle”) sont également
cohérentes, et pour cause, puisque le
langage algébrique a précisément été
construit, au long de son histoire, pour que
le respect des régles formelles assure la
validité des réponses en termes de dénota-
tion. La question qui se pose alors est :
comment briser ce malentendu ou, en
d’autres termes, comment faire prendre
conscience aux interlocuteurs que, tout en
employant les m&mes mots, ils ne parlent
pas en fait de la méme chose ? Nous allons
voir maintenant que certains entretiens,
que nous avons qualifiés d“entretiens
Faire Faux” peuvent permettre de sortir de
ces dialogues de sourds.

II.4. Techniques d’entretien
I1.4.1. L’entretien d’explicitation

Nous avons cherché au GECO des techni-
ques d’entretien pour produire des observa-
bles autres que les gestes (observés ou
filmés) ou les traces écrites (brouillons,
devoirs) et pour obtenir des informations
issues du sujet.

De notoriété “professionnelle”, il est
difficile pour un professeur de mathéma-
tiques d’entendre la parole d’un éleve sans
chercher immédiatement a 'interpréter et
il lui est tout aussi difficile de lire des
réponses écrites sans imaginer aussitot un
cheminement mental qui pourrait amener
a4 produire cette réponse. La premiere
réaction pour savoir si linterprétation
imaginée est la bonne est évidemment de
le demander a I'éleve, mais le questionne-
ment en “pourquoi”, spontané pour le
professeur, améne des rationalisations
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aprés coup, des jugements, des justifica-
tions. De plus, 1’éleve peut-il toujours
répondre, sait-il toujours comment il a
fait ? D’ailleurs savons-nous nous-mémes
répondre ? 11 apparait donc ici la nécessité
d’une médiation pour aider I'éleve & décou-
vrir le fonctionnement de sa propre pensée
et pour 'accompagner dans la mise en mots
de la description de cette expérience. Il
nous faut donc disposer d’une pratique,
c’est-a-dire de techniques particuliéres.
Nous utilisons des techniques empruntées
a Pentretien d’explicitation tel qu’il a été
développé par Pierre Vermersch (15).

Le questionnement se m&ne avec
I’accord du sujet et est centré sur son
action. Ces techniques nous permettent,
quand nous les utilisons au GECO, d’obtenir
une réponse de l’éléve pour lui-méme, et
non la réponse que donne I’éleve parce qu’il
pense que cest celle qu’attend le profes-
seur. Nous le questionnons, non pas pour
savoir s’il sait, mais pour qu’il sache ce
qu’il fait et comment il ¢’y prend pour le
faire, et qu’il le verbalise pour nous dans
un entretien de recherche. De plus,
questionner les éleves en les accompa-
gnant dans leur pensée permet de faire
évoluer leurs connaissances réfléchies et
préréfléchies (16) et les comportements
associés ce qui est le but d’'un entretien
d’aide au changement. Les analyses des
philosophes phénoménologues suggeérent
que “nous sommes normalement non
conscients de beaucoup de choses que nous
faisons pourtant de fagon adaptée” et que
“dans toute action, méme la plus
abstraite... il y a une part de connais-
sances, de pensée privée, qui n’est pas
formalisée et conscientisée” (17). Nous

(15) Vermersch (1994).
(16) Vermersch op. cit.
(17) Vermersch op. cil.
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pensons donc que le sujet est la seule
personne capable de se donner et de nous
donner des informations sur son activité
mentale, & condition bien sfir de I'installer
dans ce travail de réfléchissement du vécu
singulier (18) qui lui permet de verbaliser
ses connaissances en actes.

Ce questionnement d’explicitation nous
permet de recueillir des données dans les
entretiens de recherche pour vérifier
certaines parties de notre travail théori-
que, ou de proposer une aide au change-
ment dans les entretiens de rattrapage. Les
entretiens de recherche sont préparés en
fonction de nos buts de chercheurs, les
entretiens d’aide au changement, eux,
permettent de poser un diagnostic et de
guider le sujet vers un changement d’orien-
tation dans I'évolution ou la reconstruction
de ses connaissances locales. C’est
pourquoi notre méthodologie de recherche
offre une place importante a ces techniques
d’entretien qui sont contre-intuitives et
transparentes dans les protocoles (19), Ala
lecture chacun peut penser que ce mode de
questionnement est spontané et naturel.
Au GECO, nous sommes tous formés a leur
utilisation qui vise un guidage du sujet
dans la verbalisation de ses actions. La
formation de T’apprenti questionneur, qui
est expérientielle 20, comprend un travail
sur ses présupposés, ses croyances et ses
représentations. Le questionneur apprend
4 les mettre de c6té et 4 laisser le sujet
exprimer sa propre réalité. Nous recueil-
lons les verbalisations du sujet dans une

(18) Vermersch op. cit.

(19) La lecture d'un entretien ne permet pas a une
personne non experte de prendre la mesure de
toutes les techniques utilisées et des effets
qu’elles produisent.

(20) Ce néologisme désigne le fait de faire I'expé-

rience d'une activité et suppose un savoir faire
qui s'acquiert en s’exercant.
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phase antérieure au travail d’interpré-
tation du chercheur et/ou de l’enseignant.
Dans tous les cas, ce qui guide I'entretien,
ce sont les objectifs qui lui sont assignés,
objectifs de recherche ou objectifs d’aide au
changement.

I1.4.2. L’enitretien Faire Faux

Les entretiens que nous utilisons dans
cet article sont des entretiens en cours de
tache, qui permettent de recueillir les
verbalisations par le sujet de son activité
et de le guider dans Pune ou 'autre des
trois orientations. Ce sont des entretiens
Faire Faux (21) ; I'idée de ces entretiens
nous est venue de Pétude des thérapies par
prescription du symptdme de Watzlawick :
& un des ses patients qui affirme avoir une
certaine attitude “parce qu’il ne peut pas
faire autrement”, c’est-a-dire parce que
cette attitude ne dépend pas de sa volonté,
Watzlavick (22) demande d’adopter cette
attitude. De ce fait attitude cesse d’étre
non contrélée et le patient commence a
observer son comportement. Ainsi aux
éleves qui nous demandent de I'aide sous
prétexte qu’en algebre ils font toujours
faux, nous demandons de produire quelque
chose de faux. Dans un premier temps, ceci
a deux effets : dune part I'éleve doit
trouver quelque chose dont il est str que
c’est faux, ce qui oblige &4 s’interroger sur
ses connaissances ; d’autre part en termes
d’orientations nous le plagons dans une
situation nouvelle pour lui. Si I’éleve est un
calculateur aveugle qui produit des
réponses en utilisant des régles de confor-
mité, il a a sa disposition des régles pour
écrire des choses qu’il croit &tre justes,
mais comme il n’existe pas de régles de

(21) GECO (1994).
(22) Watzlawick, Beavin et Jackson (1972).

50

REPERES - {REM . N° 28 - juillet 1997

conformité pour écrire des choses toujours
fausses (ou du moins, s’il en existe, il ne les
a jamais apprises), il est tot ou tard obligé
de changer d’orientation. Nous constatons
que tres souvent la premidre réponse
produite est une réponse qui modifie de
facon formelle des reégles de conformité
connues par ’éleéve (changement d’un signe
d’opération, d’'un coefficient numérique...).
Quand nous demandons ensuite & ’éleve s:
ce quiil a écrit est toujours faux il n’e
d’autre solution pour répondre que de
passer a un fonctionnement en compréhen-
sion ; c’est ce phénomeéne que nous allons
maintenant étudier de plus pres.

Nous avons commencé tous les entre:
tiens présentés dans cet article de la méme
fagon :

“Je vous demande d’écrire une égalit¢

»

fausse pour T _
P T+x

L’éleve propose quelque chose et nous lu:
demandons alors :

“Comment savez-vous que c’est faux ?”

Et dés que possible, nous posons le
question :

“Est-ce que c’est toujours faux ?”

Le questionnement tel que nous Ie
menons ne place le dialogue ni sur le plar
de la compréhension “tu n’as pas
compris...”, ni sur le plan de la conformité
“ce n’est pas la bonne formule...”, mais su
le plan de la réalité mathématique : “ca ne
marche pas mathématiquement, c’esi
contradictoire sur le plan mathéma
tique...”. Nous en verrons dans les entre
tiens aux paragraphes IV et V différent:
exemples ; pour la clarté de Vexposé ic
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nous pouvons citer un exemple de réponse
d’éleve :

«1+x

s 2 N “7x
ce n'est pas égal a 7, parce que
Tx . . T+x
7e S8 fait 1 et pour x égale 1, 7. §2
fait ?{: et ¢a, c’est pas égal a4 1.”

Nous pensons qu’ici ’éleve est confronté a
la réalité mathématique qui est que les
énoncés ne peuvent pas étre contradictoires.
Face a un éleve qui travaille en conformité,
Pentretien tente de lui renvoyer une preuve
de la non-efficacité de sa démarche. C’est ce
que nous voulons dire en écrivant que
I’entretien joue sur la performance
(cf. § IL.3). Lentretien est un levier de
“changement d’orientation” que nous propo-
sons & léleve. Il n’est pas certain qu’il s’en
saisisse et d’autre part Teffet n’est pas
immédiat ; certains éleves refusent d’entrer
dans le jeu et peuvent continuer un certain
temps i travailler en conformité. Pour ceux
qui acceptent de faire face & la nécessité
mathématique de la non contradiction nous
observons tot ou tard un changement d'orien-
tation et par conséquent une évolution des
connaissances locales.

Les entretiens ont presque toujours un
effet rapide et direct sur le plan mathéma-
tique et pas seulement sur lorientation

III. ENTRETIEN AVEC VANESSA

II1.1. Vanessa en classe

Vanessa a été éleve pendant son année
de seconde d’un des auteurs de P’article.
Vanessa était une trés bonne éléve de
college. Elle a Thabitude de travailler et
d’apprendre.
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privilégiée du travail de Péleve : la
question “Est-ce que c’est toujours faux ?”
améne & regarder les lettres comme des
variables et (le plus souvent) & résoudre
des équations ; nous pouvons alors obser-
ver la dénotation en acte.

Les entretiens Faire Faux sont une facon
d’agir parmi d’autres. Pour certains éleves,
ainsi que nous lavons dit, il n’est pas
possible d’entrer dans ce type d’entretien.
Nous adoptons alors une autre stratégie qui
consiste principalement, dans un premier
temps & les aider & découvrir quel est leur
rapport aux mathématiques et 4 expliciter ce
qu’ils attendent du travail avec nous.

Notre stratégie en matiére de conduite
d’entretien est déterminée par des choix
que nous pouvons résumer ainsi : d’une
part opposer aux connaissances locales
d’'un éleve des paradoxes et des voies
d’attaque obliques plutdt que frontales,
dont nous pensons qu’elles sont plus &
méme de l'inciter & abandonner la confor-
mité (tout ceci se faisant de fagon incon-
sciente pour lui bien sfir), d’autre part le
laisser penser et 'accompagner pour qu’il
apprenne & s’observer quand il pense et
agit. I1 peut alors, s’il le souhaite, conti-
nuer tout seul & se poser des questions et &
aller vers une plus grande autonomie de
pensée (mathématique).

Elle arrive en seconde avec des connais-
sances plutét solides en algeébre ; en jargon
de professeur, on dirait “une bonne
habileté de calcul”. En début de seconde,
elle est un peu en difficulté. Elle semble
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travailler beaucoup ; ses résultats sont
moyens et elle parait étre lente & compren-
dre. Elle s’inquidte parce que “tout le
monde comprend sauf moi”. Pendant
Pannée, le travail 4 la maison est trés bon,
mais les devoirs surveillés n’arrivent pas a
la hauteur de ce qu’elle fait chez elle (les
notes sont autour de 12-13 pour une
moyenne de classe de 10 et des notes qui
peuvent aller & 17 et méme au dela).
Vanessa souhaite aller en premiére scien-
tifique et ses résultats chiffrés le lui
permettent, avec un doute dans I’esprit de
son professeur.

Vanessa parait toujours un peu en
retard. Ses difficultés, relatives, en
seconde aprés un trés bon travail au
collége, peuvent faire craindre que ses
connaissances en algébre soient essentiel-
lement des connaissances conformes, a
savoir une bonne panoplie de regles, qui
bien rodées par un travail consciencieux
ont de bons déclencheurs. C’est-a-dire que
Vanessa sait bien trouver les indices qui
permettent de savoir quelle regle il
convient d’appliquer. Dans ces conditions,
on peut se demander si elle tiendra le coup
en 17°S. Sa lenteur peut s’expliquer par le
fait qu’il lui faut mémoriser toutes les
régles et leurs déclencheurs. Cela repré-
sente un gros travail de mémoire et
beaucoup d’entrainement qui est encore
possible en seconde mais qui devient de
plus en plus difficile 4 faire s’il n’est pas
associé & un travail de coordination et de
mise en relation des connaissances locales.
En quelque sorte, le catalogue devient trop
gros & mémoriser et Vanessa pourrait en
étre réduite a4 “piocher” au hasard.

Voyons maintenant ce que nous apprend
Pentretien réalisé avec Vanessa. Llentretien
a été fait en fin d’année, par un autre auteur
de cet article qui ne savait rien d’elle.
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IT1.2. ’entretien avec VANESSA
II1.2.1.

Ce qui frappe dans 'entretien c’est que
Vanessa ne prend comme référent qu'elle
méme. Elle utilise des expressions comme
“ca me parait”, “pour moi”, “pour moi, je
suis sflire”, “je pense pas”.

1r.2.2.

On peut trouver des membres de
phrases qui font penser a des actions en
conformité, mais elles sont contredites par
une auto-référence qui montre que
Vanessa ne se résout pas & ne pas compren-
dre. Elle dit par exemple “je sais le faire
mais si on doit se le représenter... ai du
mal” & propos de la division par un nombre
négatif. Sur cette question elle revient
plusieurs fois en insistant qu’elle sait faire,
quelle a appris mais qu’elle n’a pas
compris. Mais elle le fait “parce que jai
appris comme ¢a...”, et puis “des moins par
des moins, ¢a donne des plus, donc 14 dans
une division c’est parce que, je sais pas
pourquoi mais bon (rires)”. Et quand le
questionneur lui demande “vous ne savez
pas pourquoi”, elle lui répond “non, si vous
savez dites-le moi”.

II1.2.3.

Apres avoir affirmé qu’une équation a
toujours une solution, elle améne d’elle-
méme la question de savoir s’il peut y avoir
plusieurs solutions.

€ ilyatoujours une solution et est-ce que,
alors ' vous avez dit il y a toujours une
solution

non, y a des fois o1 il y a deux solutions
alors, tiens par exemple, dans quel cas
il peut y avoir deux solutions ?

D <
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V quand c’est égal 4, euh... quandily aun
x carré
Elle se met alors a travailler sur ce
probleme et elle y travaille seule. Elle a des
connaissances :

V six carré est égal & 3 vous avez deux
solutions automatiquement, done si on
a un x carré qui est égal & un nombre
@ mm
V y a automatiquement deux solutions, y
aura toujours racine carrée de x , enfin y
aura toujours, enfin, je veux dire racine
carrée de 3, oui, racine carrée de 3
je sais pas
oui y aura racine carrée de 3 ou racine
carrée de —3 non ou moins racine carrée
de 3 je veux dire, moins racine carrée de 3

<D

mais elle ne s’en contente pas, elle les
reconstruit pour elle jusqu’a parvenir a
une reformulation qui la satisfasse, méme
si ceci lui donne du tracas :

V voila, on a x carré qui est égal 2 9 ; bon,
on cherche x donc on fait racine carrée
de, bon on fait racine carrée de 9 donc x
va &tre égal a racine carrée de 9, c’est
égal 4 3, oux va &tre égal & moins racine
carrée de 9, c’est égal & 3 aussi, donc il
y a deux solutions, mais disons qu’en
fait y en a qu’une parce que c'est la
méme, oh la 1a (soupir) ben en fait y a,
oui y a deux solutions, oui y a deux
solutions, y a qu'un résultat mais y a
deux solutions, y a racine carrée de 9 et
y a moins racine carré de 9 non oh non !
¢a fait —3 c’est horrible ! oh mais je le
sais je le sais mais bon, euh...

Elle conclut :

V' sion prend 3 et qu’on I’éléve au carré,
¢a va nous donner 9 et si on prend -3 et
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qu’on Yéléve au carré, ¢a va aussi nous
donner 9, donc dans ce cas-1a il y a deux
solutions, c’est stir

Elle reformulera cette connaissance un
moment plus tard :

V du moment que je mets un nombre,
enfin que je mets deux nombres qui ont
la méme valeur absolue, au carré, ¢a va
toujours me donner le méme nombre

On voit donc que pendant environ onze
minutes (montre en main), Vanessa
travaille ce probleme jusqu’a parvenir a
quelque chose dont elle est stire et qu’elle
sait exprimer de plusieurs facons diffé-
rentes.

Voici un autre exemple des difficultés
qu’elle a & coordonner ses connaissances
locales mais qu’elle essaie néanmoins de
résoudre :

V bon déja alors quand c’est deux
rapports positifs, bon c’est stir que si on
multiplie un nombre par un nombre
positif, ¢a va nous augmenter encore
plus le nombre, donc il ne peut &tre que
encore plus positif, enfin disons plus
vers plus l'infini

mm mm

sauf si (rires) sauf si c’est inférieur a 1,
mais bon (rires)

ah bon, parce que quand c’est inférieur
al, ca

bon ben, quand c’est inférieur & 1 euh,
¢a donne un nombre qui est inférieur a,
enfin (gros soupir) c’est compliqué dis
done, si on fait un demi multiplié par 1
mm

¢a va pas nous donner un nombre qui
est supérieur a 1

< D <O

<D

Pour résoudre ses difficultés, elle sait
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faire appel & de multiples connaissances
locales : la régle des signes de la multipli-
cation, la valeur absolue, le signe d’un
carré, la notion de solution d’une équation,
I'invariance de la dénotation d’une lettre
(“c’est toujours le méme x”, dit-elle) qu’elle
coordonne quelquefois difficilement, mais
elle y parvient. Pas une fois dans Pentre-
tien elle n’arréte son travail sur une
formule typique de la conformité “parce
que j’ai appris comme ¢a”, “on me 'a dit”,

({33

J’ai toujours fait comme ¢a”.

II1.2.4.

Vanessa est consciente qu’il existe en
mathématique un certain type de nécessité.
Cela illustre ce que nous appelons “la réalité”

conceptuelle. Pour elle, dire quei est égal &
13, c’est incohérent. Ceci est la conclusion
d’explications sur le fait que f est égal & 1

quel que soit x.

Q@ ce que vous voulez dire c’est que
n’importe quel nombre divisé par
n’importe quel nombre ¢a va toujours
donner 1 (dans le contexte il est clair
qu’il s’agit de x/x)

V sauf0

De méme, elle explique la procédure de
résolution des équations en précisant que
“je peux pas rajouter 3 ici si jen ai envie”
et que “il faut toujours que 1’égalité soit
juste”. Ainsi si elle sait que certaines
choses ne sont pas possibles, ce n’est pas
parce que des régles l'interdisent mais
parce qu’il y a une explication méme si elle
ne la connait pas.

A propos de la regle des signes de la
multiplication :
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V enfin il y a slirement, enfin je pense
que, si je réfléchis bien bien bien
longtemps au probleéme, je trouverai
pourquoi, peut-étre, je sais pas

vous pensez qu’il y a une raison

oui, c’est siir qu’il y a une raison, ¢a c’est
sir qu’'il y a une raison ! (rires) j’ai
oublié la raison mais c’est siir quelle
existe

<O

II1.3. Conclusions

L’étude précise de lentretien avec
Vanessa nous apporte quelques enseigne-
ments :

On peut avoir des connaissances
construites en conformité dont on sait
qu’elles ont été construites ainsi et
néanmoins travailler avec elles en compré-
hension. Cest une étape importante et
quasiment obligée de construction de
Talgébre par un individu. On‘construit les
nouvelles connaissances en compréhension
en coordonnant des connaissances déja
construites pour l'usage desquelles la
conformité suffit.

D’autre part, V’entretien avec Vanessa
nous permet de poser un diagnostic sur ses
connaissances et sa fagon de travailler.
Vanessa a de bonnes connaissances locales,
bien solides (ce que son professeur avait
déja identifié). Elle sait les coordonner
méme si c’est parfois difficile. Il est siir
qu’elle n’accepte pas de ne pas comprendre.
Pour en revenir & la phrase qu’elle avait
prononcée en début d’année “tout le monde
comprend sauf moi”, nous serions tentés de
dire que dans cette classe “presque tout le
monde accepte de ne pas comprendre sauf
Vanessa”.
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IV. ENTRETIENS AVEC LESLIE

IV.1. Description des trois entretiens
Avec Leslie, nous avons mené trois entre-

tiens successifs. Le premier a commencé

selon le Faire Faux, le deuxiéme et le

troisigme ont été préparés i partir de la

transcription et de analyse des précédents.

IV.1.1. Premier entretien

A partir de _'Zx_’ Leslie écrit :
T+x

ce qui pour elle est faux, d'une part parce
quon a changé un signe d’opération, d’autre

part parce que Iz vaut 1 et ne vaut

Tx
Tx T+x
pas 1. Cette derniére affirmation est justifiée
a Paide des deux valeurs x = 1, x = 2, pour
lesquelles on trouve respectivement % et lgé

qui sont tous deux différents de 1.

En essayant de répondre a la question
“est-ce toujours faux” Leslie se trouve trés
rapidement en situation de conflit interne
entre deux connaissances locales :

1) quand on change une opération en une autre
dans une expression algébrique, 'expression
change, cest & dire que ses valeurs numériques
pour des valeurs numériques de x sont diffé-
rentes. C'est I'aspect formel de 'expression qui
change, et cela suffit & la changer. Nous
pouvons tout de méme remarquer ici que Leslie
possede une idée de la dénotation quelle utilise
dans les vérifications avec des valeurs particu-
lieres de x.

«

2) un signe “ = ” entre deux expressions
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algébriques contenant la lettre x signifie
qu’on est en présence d’une équation et que
“normalement” des calculs permettent de
trouver x.

L’apparition de la premiére de ces
connaissances locales est une réponse en
conformité a I'injonction paradoxale du Faire
Faux. L’éleve connait une régle ; pour écrire
quelque chose de faux, il la modifie d’'une
facon ou d’une autre et toujours formelle-
ment si Péleve est en conformité.

La conduite de Pentretien ne permettant
pas a Péleve de travailler en conformité, il
évolue vers un travail en compréhension ou
en performance. Il est amené & utiliser
d’autres connaissances locales que la
premiere & laquelle il a fait appel. Dans le
cas de Leslie ces connaissances entrent en
conflit. Ce n’est pas toujours le cas ;
certains éléves font alors appel a des
connaissances locales qui permettent de
dire que c’est toujours faux (ceci est trés
rare en début d’entretien) soit que ce n’est
pas toujours faux et ils proposent alors
autre chose.

Chez Leslie le conflit est flagrant dans
ses propos :

P1 : 4l faudrait avoir Tx =7 + x et ¢a, on
sait que ce n’est pas vrai”

P2 : “normalement, si on continue, on doit
pouvoir trouver x”

Ces deux types de phrase sont repérés
a plusieurs reprises dans 'entretien. Elle
parle d’équation et de “trouver x” mais on
peut constater qu’elle n’y parvient pas.
Elle perd ses outils de conformité qui
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auraient dd lui permettre de résoudre
I'équation

Tx=T + x

(Leslie est en fin de seconde, elle est
moyenne en mathématiques — au sens
scolaire du terme — et on peut donc penser
qu’elle sait le faire. D’ailleurs nous ’avons
vérifié dans le troisidme entretien avec

elle).

Notre hypothése est que si Leslie ne
peut résoudre cette équation c’est qu‘un
conflit tres fort entre les deux connais-
sances locales citées plus haut len
empéche. Nous ne savons pas encore ce qui,
pour elle, est différent dans les deux
expressions, et nous aurons un certain mal
a le lui faire préciser dans le deuxidme
entretien.

A ce point de lentretien, on peut penser
a Panalyse que nous pourrions faire si nous
avions Leslie dans notre classe. Pour

savoir si est ounon égal a 1, on résout

Tx

T+x
I’équation et on conclut. Leslie ne le faisant
pas, nous pourrions trouver son comporte-
ment illogique et juger que les calculs
qu’elle essaie de faire ensuite mettent en
évidence de grosses lacunes. Cependant,
au GECO nous préferons dire que Leslie
n'est pas illogique mais qu’elle est en
contradiction avec elle méme.

Dans la suite de cet entretien, Leslie ne
parvient pas & sortir de cette contradic-
tion : elle ne résout pas I'équation ; les
calculs qu’elle tente la conduisent & un
échec sur ce plan. Elle ne parvient pas non
plus & affirmer que 1’égalité écrite
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est toujours fausse. Leslie vérifie a
nouveau a la fin de Pentretien pour
quelques valeurs simples de x mais sa voix
est incertaine quand elle dit c’est “tonjours
faux”. Plusieurs indices non verbaux nous
permettent de penser qu’elle n’est pas stire
du “toujours”.

A travers les nombreux calculs qu’elle
fait pour essayer de résoudre cette
équation, nous parvenons & mettre en
évidence quelques connaissances locales
trés stables :
=1

SIS

— quand on a %:2 on peut faire un

produit en croix et ad = be.
— on ne peut pas mettre 0 en dénomina-
teur.

Pour justifier cette derniére connais-
sance, Leslie a deux explications dont l'une
illustre trés bien la construction en confor-
mité : “on ne peut pas mettre 0 en dénomi-
nateur parce que, en classe, quand ily a
des tableaux de signes avec des quotients,
on cherche la valeur interdite et on met une
double barre”. Lautre explication est
mathématiquement valable, ce qui n'est
pas une preuve de sa construction dans une
autre orientation que la conformité : “on ne
peut pas diviser par 0 parce qu’on ne peut

pas avoir 0 égale quelque chose. En effet si
on faisait le produit en eroix on aurait
0 xa =3, et 0 xa cela fait toujours 07).

Cet entretien a deux effets :

1) on peut faire un diagnostic sur la
facon dont Leslie travaille les mathéma-
tiques, et on peut alors envisager une
aide au changement.
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2) il casse les outils de conformité, ce qui
est un préalable a tout changement.

Le diagnostic et I'aide au changement
seront discutés dans les parties IV-2 et
Iv-3.

IV.1.2. Deuxiéme entretien

Le deuxiéme entretien a lieu douze jours
plus tard. Leslie se replace dans la situa-
tion sur laquelle nous avions travaillé la
premiere fois. On retrouve 'affirmation de
la différence formelle entre “Tx” et “7 + x”.

Citons :

Le ...fallait savoir si vraiment % était

vraiment égal & 1

€ alors qu’est-ce-que vous pensez de ¢a ?

Le non, on sait que c’est différent...

& quand vous dites, “c’est différent”, c’est
quoi qui est différent ?

Le 14, on a un “+” et a Pautre... on a un
signe “x”, ce qui fait que, une addition
et une multiplication c’est différent.

Un peu plus loin, nous retrouvons la
justification déja entendue :

& quand on remplace un “+” par un “x”
Le 1a avec 0, on aura toujours 7 + 0 ¢a fera
7, et 7x0 ¢afera0.

Nous nous préoccupons alors de savoir
s’il peut se faire qu'une addition quelcon-
que et une multiplication quelconque
donnent le mé&me résultat. Leslie trouve
que c’est possible pour “3 + x” et “4x” avec
x = 1 et réaffirme avec force que si le
nombre est le méme et le x est le méme
(“4 + x” et “4dx” comme “7 + x” et “Tx”) les
résultats different, ce qu'elle “démontre”
(c’est son mot) avec x égal 4 0 et x égal a 1.
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Nous observons & quel point cette connais-
sance locale de nature formelle est forte et
stable.

Il s’agit maintenant d’ébranler cette
connaissance locale. Nous prenons appui
sur le résultat 3 + x = 4x si x = 1, sans le
dire mais en demandant & Leslie de

. 3
produire quelque chose de faux pour ;x.
Fidele & sa connaissance locale elle modifie
“3 +x” en “3x”, mais tout de suite la

certitude est ébranlée.

Le quelque chose qui est faux euh... mais
sila je mets 3, 3x, si on prend,

Q alors vous mettez 3x, vous mettez

3x .

—— parce que vous dites

4x

Le que on pourrait... je sais pas si... et 13,
je veux dire cette opération
J+x

4x
juste...

= opération % elle peut étre

Leslie essaye avec différentes valeurs de
x, et réaffirme que si on change le signe de
l'opération (“on pourrait mettre un " — "”)
on voit tout de suite que c’est différent.
Nous l'interrogeons alors sur le réle des
valeurs de x qu’elle remplace dans les
expressions :

€ bon alors ¢a, on le voit tout de suite... ce
que vous faites quand vous prenez des
valeurs de x, ¢a vous sert 4 quoi ?

Le on nous donne une égalité et on ne sait
pas si elle est fausse ou pas... et on va
essayer de trouver le x de 3 + x divisé
par 4x... on va chercher le x de cette
opération la, pour savoir si on le

3 . .
remplace dans —, qu’on puisse voir si
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+
4x
@ et on pourrait essayer de le faire ?

c’est égal a

Il est intéressant de noter que Leslie
crée une sorte de définition d’une
équation. Cette définition correspond
au probléme avec lequel elle se bat
depuis le premier entretien : on ne sait
pas si légalité est juste ou fausse.
D’autre part nous pouvons voir pointer
un aspect de la dénotation qui n’était
pas apparu jusqu’ici : la valeur de vérité
d’une expression suivant les valeurs
données & x. Leslie s’oriente alors vers
la résolution d’équations qu’elle pose
elle-méme.

On voit tres nettement dans 'entretien
comment elle change de contexte et
“oublie” la connaissance locale formelle sur
la différence entre multiplication et
addition pour retrouver petit &4 petit ses
compétences en matiére de résolution
d’équation.

Elle résout 3+x = 0 puis 3+x

4x PSS "4y
x 1 et parvient & la solution x = u
Tix - P =6

Elle affirme alors une nouvelle connais-
sance locale :

= 1 puis

— les solutions de différentes équations
sont différentes :

“on peut trouver pour chaque équation
des nombres différents”

— une équation a une seule solution et en
a toujours une :

“C’est égal & 1 quand x vaut%

.58

REPERES - IREM . N° 28 - juillet 1997

et pour tout nombre différent de 1 cest

6
différent de 1”
IV.1.3. Troisiéme entretlien

Le troisieme entretien a lieu quelques
jours apres la rentrée en septembre. Nous
commencons par tester les compétences de
Leslie sur la résolution des équations :

2x+1=5
et

x+2="Tx

La résolution est rapide et sfire. Elle
vérifie spontanément que la solution
obtenue est exacte, et explique les calculs
numériques avec assurance et sans
demande de notre part.

Le “x” c’est le “x”

“x+2=Tx";

Le on ne sait pas quel est le x qui nous
permettra de trouver x + 2 = 7x, alors

on est obligé d’extraire le x...
® etonen trouve un?

Le on en trouve un

@ on en trouve toujours un

Le 12 on en trouve un, parce que les autres
peuvent donner une égalité fausse. De
ce fait, on ne peut pas dire que

x + 2 = Tx est faux si on n’a pas trouvé

le x qui... jarrive pas & m’exprimer... il

faut en fait, pour dire qu'une équation

est fausse, savoir §’il y a aucun x qui va
avec cette équation... il faut d’abord
trouver s’il y a un x ou plusieurs qui
pourraient aller dans cette équation ;

qui allait dans

. | R .
on a une réponse x = 3 L'équation est

juste pour x = % et Péquation est fausse

pour tcutes les autres.
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Elle confirme qu’il y a toujours une
solution (au moins). L'entretien continue
avec une question Faire Faux & propos de :

ba +3 _,
a+l 7

Le on peut mettre n’importe quoi mais on
trouvera toujours en fait une réponse
qui pourra nous permettre, peut-étre si
on exprime... si tout se passe bien

Nous observons ici que Leslie a construit
au cours du deuxieme entretien une
connaissance locale qui, bien qu’étant
nouvelle pour elle & ce moment-1a, a acquis
une trés grande stabilité : toute équation
posséde une solution. Lentretien se
développe a la suite de ’écriture :

5a+3_ a+1
a+l  b5a+3

que Leslie cherche donc & résoudre avec a
comme inconnue.

Le Sion arrive a trouver a...

Cet entretien fait émerger des nouvelles
connaissances locales qui n’avaient pas
encore été exprimées et sur lesquelles un
travail important serait nécessaire. Nous
ne souhaitons pas en traiter ici. Nous
préférons comparer les entretiens sur le
plan de la maitrise par Leslie de son
activité mathématique. Leslie n’est pas
devenue experte en calcul algébrique et les
erreurs restent nombreuses. Cependant
nous constatons un certain nombre de
changements.

1) Lors des deux premiers entretiens, I'élo-
cution de Leslie était trés incertaine et
embrouillée. Les confusions de termes
étaient nombreuses : “inéquation” pour
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“équation”, “7 + x” énoncé “Tx + 1” puis
rectifié en “7 + x”... Il y avait de
nombreuses hésitations, des mots répétés,
des phrases incomplétes recommencées
deux ou trois fois, etc. Dans le troisieme
entretien, Leslie est beaucoup plus sfire
d’elle, elle bafouille moins.

2) Nous remarquons qu’elle justifie
spontanément plusieurs des énoncés
mathématiques qu’elle donne, que ce soit
la vérification de la valeur de la solution
d’une équation comme nous I’avons dit ou
la formule

(@ +b)% =a® + 2ab + b2

La justification est parfois inexacte
— ainsi I’énoncé “un carré est toujours
positif” est justifié par la présence du signe
“+” devant “b “” dans la formule

(a —b)2 =a%—2ab + b2

Il n’empéche qu’elle éprouve le besoin de
s’assurer de la cohérence, pour elle, de ses
connaissances.

3) Leslie semble avoir pris du recul par
rapport a ses différentes activités mathé-
matiques. La fin de lentretien porte sur
I’équation :

240°% = _ 8.

Aprés beaucoup d’hésitations (qui
mériteraient d’autres entretiens) nous
parvenons a la conclusion que cette
équation n’a pas de solution.

Quand nous demandons & Leslie ce que
lui ont appris ces trois entretiens, elle
remarque qu’elle sait désormais qu’il faut
se méfier des conclusions générales et qu’il
existe des équations sans solution. Elle cite
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“0.x = 9” rencontrée le matin méme en
cours de mathématiques. Le fait qu’elle
n’ait pas trouvé ce lien au début de
Pentretien sera discuté dans la partie IV.2
lorsque nous parlerons du diagnostic. Ce
que nous pouvons affirmer ici c’est que les
deux premiers entretiens ont suffi pour
que Leslie acquiére un début de démarche
réflexive sur son activité mathématique.

IV.2. Le Diagnostic

Nous étudions maintenant ce que les trois
entretiens avec Leslie permettent de dire
quant & ses connaissances et son mode de
fonctionnement sur le plan mathématique.
Soulignons d’abord que Leslie “aime les
maths” et que c’est une matiére dans laquelle
elle a une certaine réussite scolaire.

IV.2.1. Les connaissances locales

Leslie a des connaissances locales tres
stables et peu coordonnées. C’est une éleve
sérieuse qui “apprend bien ses legons” et
retient assez facilement les méthodes. Elle
posséde une grande liste de connaissances
locales qui sont activées si on pose claire-
ment le contexte du travail. Quand il s’agit
de résoudre une équation (début du
troisiéme entretien) Leslie sait ce qu'elle
doit faire, ce que veut dire résoudre et
comment on peut s’assurer qu’on I’a fait.

Revenons sur ses connaissances
locales concernant un carré ; celles-ci
nous paraissent intéressantes comme
exemple typique de ce que nous voulons
dire en disant qu’une connaissance locale
est cohérente pour le sujet. A V'intérieur
de leurs limites les trois connaissances
locales de Leslie :

— un nombre positif est précédé d’un
signe “+”
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— un carré est positif
~(a-b)? = a® ~ 2ab + b*

ne mettent en évidence, pour elle, aucune
contradiction. Leslie ne travaille pas, a
priori, en compréhension. Si nous
devions essayer d’agir sur la connais-
sance : “un nombre positif est précédé
d’un signe "+"”, les points d’attaque
seraient faciles a trouver, & commencer
par exemple par :

(@ —b)(a +b) =a®—b?

Sachant que Leslie a de bonnes connais-
sances construites par conformité nous
pouvons penser qu’elle connait cette
formule et sans doute sa justification,
obtenue par distributivité. Il faudrait
évidemment essayer de travailler en Pobli-
geant & se mettre en contradiction, dans
une contradiction qui ne soit pas seule-
ment de nature formelle.

1vV.2.2. Le déplacement dans les
connaissances locales

Leslie fait preuve de peu de souplesse
dans l'utilisation des connaissances
locales. Ceci est visible tout au long des
trois entretiens. Dans le premier, elle est
dans la confusion & cause de l'injonction
Faire Faux et se trouve face a deux
connaissances locales contradictoires. Au
début du deuxiéme entretien elle est dans
la connaissance locale formelle de diffé-
rence entre addition et multiplication puis
bascule. C’est alors la connaissance locale
sur les équations qui s'impose. Il est
remarquable que d’une part la contradiec-
tion soit complétement occultée et que
d’autre part Leslie installe et “ferme” sa
connaissance locale sur les équations de
fagon aussi catégorique. Pour elle, il existe
toujours une et une seule solution.
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Nous avons indiqué dans P’analyse du
troisieme entretien que Leslie ne
rapproche pas avant la fin de Pentretien
Pexercice vu en cours (0 . x = 9) de la
question de la non-existence de solution
pour certaines équations qui lui est posée
des le début. Ceci ne doit pas nous
surprendre compte tenu de ce que nous
savons de son fonctionnement. En lui
demandant au début de entretien, de
résoudre deux équations du premier
degré, nous 'avons placée dans ce contexte
ol toute équation posséde une solution
unique. Il n’y a rien d’autre de disponible
pour elle & ce moment-l1a. Ce n’est que
lorsque cette connaissance sera cassée
qu’elle pourra aller chercher une autre
expérience personnelle et réorganiser
partiellement ses connaissances en la
prenant en compte.

En tentant une image, nous pouvons
penser que les connaissances locales de
Leslie sont des bloes solides isolés d’on il
lui est difficile de sortir. Elle saute de I'un
a Pautre et se dépéche de consolider son
assise dés qu’elle le peut. Il n’y a pas de
pont, ce qui explique la grande confusion

- dans laquelle elle se trouve lors du premier
entretien. Dans le deuxidme, elle passe a
un moment d’une connaissance locale a
une autre sans établir du tout de lien entre

"les deux.

IV.3. Daide au changement
IV.3.1. L’entretien

Les entretiens eux-mémes, ont été une
aide au changement, méme s’ils n’ont pas
été concus spécifiquement pour cela.
Nous avons déja indiqué comment Leslie
a amélioré ses capacités & conduire
P’entretien elle-mé&me et avec calme entre

les deux premiers entretiens et le
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troisieme. Elle a commencé 4 apprendre a
se poser des questions sur les mathéma-
tiques.

Elle était volontaire pour ce travail et
a toujours été enthousiaste a T'idée de
nous rencontrer, ses hésitations du
premier entretien n’étaient pas dues a
Panxiété, d’autant moins que l’année
scolaire était terminée 2 ce moment-la.
La maitrise de son activité mathéma-
tique s’est beaucoup améliorée entre le
deuxiéme et le troisiéme entretien. On
constate que le questionneur intervient
beaucoup moins souvent dans le dernier
entretien que dans les précédents.

IV.3.2. Les connaissances locales

Les entretiens menés avec Leslie
n’avaient pas pour but de corriger des
connaissances locales aux limites trop
petites. Nous pouvons néanmoins indiquer
quelques pistes qui permettraient de faire
ce travail.

Certaines des connaissances locales de
Leslie ont été trés clairement identifiées ;
nous en avons évoqué un certain nombre
lors de la description des entretiens ; il est
inutile d’y revenir. Dans le cadre d’un suivi
de rééducation mathématique, il convien-
drait évidemment de travailler sur ces
connaissances en jouant comme nous
T'avons brigvement évoqué sur les possibi-
lités de conflit interne qu’elles peuvent
susciter, mais aussi de travailler a lui faire
acquérir une certaine mobilité dans leur
mise en jeu.

IV.3.3. Les orientations
Leslie travaille principalement en

conformité : “on sait les choses parce qu’on
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les a apprises”. Nous pensons que méme les
justifications qu’elle donne dun certain
nombre de régles sont vraisemblablement
des justifications construites en confor-
mité. Le fait de donner des justifications
spontanées a des régles de calcul n’indique
pas nécessairement un travail en compré-
hension. Il s’agit peut-&tre 1a, tout simple-
ment, d’'un effet de contrat da aux
questions posées lors des premiers entre-
tiens.

On peut se poser la question de
I’intérét & modifier lorientation du
travail de Leslie. En ce qui concerne la
connaissance évoquée rapidement plus
haut sur le signe du carré et sa matéria-
lisation par Vimpossibilité d’un signe “—”
devant un carré, il nous parait impossible
d’éviter un travail en compréhension ala
fois sur le carré, sur l’identité remar-

V. CONCLUSION

AAl

L'entretien Faire Faux n’est pas, bien
sfir, un outil magique et universel. Pour
qu’il soit efficace, il faut que le sujet soit
suffisamment proche du sujet que nous
modélisons dans notre travail théorique.
Le pur calculateur aveugle n’existe pas
dans nos classes (23) ! Il ne s’agit donc pas
de faire entrer de force tous nos sujets dans
ce modéle, mais de repérer, dés le début de
Pentretien, la pertinence de nos outils
théoriques et méthodologiques pour
comprendre le fonctionnement de ce sujet
singulier et de décider, dés cette prise
d’information, de choisir éventuellement

(23) C’est un "type idéal" au sens de Rouche (1995).
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quable (@ — b)(a + b) et sur les équations
sans solutions. Leslie connait les identi-
tés remarquables ; lui faire remarquer
qu’il peut y avoir un signe “-” devant un
carré est inutile car elle le sait, mais cela
n’entre pas en contradiction avecle reste.
Elle parait incapable de faire seule les
liens entre ses connaissances.

L'entretien est un outil puissant pour
Pobliger & mettre en jeu des connaissances
locales contradictoires, mais il n’est qu'un
outil. Cela ne peut pas &tre fait sans
réflexion de notre part. Un travail, avec
elle, sur cette question ne peut étre
entrepris qu’aprés une étude sur le role que
jouent ces connaissances en mathéma-
tiques, sur les formes qu’elles prennent
dans différents cadres (graphique,
fonctionnel, numérique...), bref aprés un
travail de mathématicien.

un autre embranchement dans I’entretien.
Cette notion d’embranchement est fonda-
mentale dans la conduite des entretiens.
Nous accueillons la pensée de I’éleve, nous
I’accompagnons mais les relances du
questionneur dépendent des réponses de
I’éleve. Notre fil directeur est d’amener un
éleve a “contacter” sa pensée, C’est-a-dire a
avoir une attitude réflexive sur son activité
mathématique.

Quand lentretien est un entretien de
recherche, nous passons un contrat avec
Iéleve qui est d’accord pour nous aider
dans notre travail. Cest le cas des entre-
tiens Leslie et Vanessa, qui ont été faits
dans la perspective de cet article. Comme
il n’existe pas d’entretien neutre, nous
savons que nous induisons un changement
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et nous accompagnons ce changement par
un post-entretien ot 1’éleve peut nous
poser des questions, olt nous reprenons
notre casquette de professeur de mathéma-
tiques et ol1 nous remettons les choses en
place pour lui, s’il le juge nécessaire.

Si 'entretien est un entretien d’aide au
changement, le contrat passé avec I'éleve
est différent. Cette personne est venue
nous demander une aide pour mieux
comprendre les mathématiques et nous
mettons alors notre travail de recherche et
nos compétences d’enseignant a sa disposi-
tion pour répondre & cette demande. Il
serait trop long d’expliquer comment nous
régulons Péchange, mais notre régle est la
suivante : c’est la pensée de Téleve, donc
I’éleve qui guide son entretien, mais c’est
nous qui régulons I’échange en fonetion du
but poursuivi. Notre technique d’entretien
nous permet foujours de revenir en arriére
et de reprendre, dans un entretien
ultérieur, un autre embranchement pour
explorer une autre voie. Pour donner un
exemple, c’est ce que nous avons fait dans
le troisieme entretien avec Leslie. Nous
voulions vérifier qu’en situation
“normale”, en dehors d’un entretien Faire
Faux qui bloque volontairement certains
automatismes, Leslie pouvait aisément
résoudre une équation du premier degré.
Nous avions besoin de cette information
pour évaluer correctement ses réactions et
sa confusion au cours des deux entretiens
précédents. Nous sommes revenus en
arriere et nous avons proposé a Leslie de
résoudre des équations du premier degré,
ce qu’elle a fait sans difficulté en dehors du
contexte Faire Faux.

Pour ces entretiens d’aide au change-
ment, il peut arriver que le désarroi de
Téleve devant ses difficultés soit trop
important ou que sa résistance au change-
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ment soit trop forte. Alors nous choisissons
de travailler avec I'éléve sur son désarroi
ou sa résistance et nous pouvons méme
8tre amenés a faire un travail sur ses
“croyances limitantes”, pour opérer un
“recadrage” et pour pouvoir ensuite

commencer le travail mathématique.

Quand nous pensons qu’il est possible de
faire un entretien Faire Faux avec un
éleve, nous choisissons de lancer ce type de
travail. Comme nous suivons la pensée de
P’éleve, comme nous I’aidons & étre attentif
a sa propre pensée, c’est I'éleve qui guide
son entretien et nous observons ainsi des
différences notables d’un entretien 2
Pautre. Les éleves qui acceptent laregle du
jeu du Faire Faux commencent presque
tous par une transformation formelle de
Pécriture algébrique proposée en
changeant un signe d’opération. Ils sont
sur l'orientation de conformité, puis apres
la question “Est-ce que c’est toujours
faux ?”, les réponses divergent et la suite
de lentretien prend des allures diffé-
rentes. Les problémes que se posent alors
les éleves et qu’ils résolvent sont tres
différents dun éleve a Pautre et sont
toujours tres instructifs, autant pour eux
que pour nous. Ce mode de travail leur
permet d’expérimenter sur leurs propres
idées, bref de faire ce que nous, professeurs
de mathématiques demandons souvent
nos éléves de faire : “prenez donc un peu le
temps de réfléchir & ce que vous faites 1”

V.2.

Cette approche de la pensée privée d’'un
éleve pendant la résolution d'un probleme
d’algébre nous ameéne a affirmer fortement
que l'algebre est une discipline difficile &
enseigner et que son apprentissage est, lui
aussi, difficile. L'algébre élémentaire est
réputée facile, elle est présentée comme
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une partie des mathématiques ol Y'on ne
raisonne pas, olt I'on ne fait qu’appliquer
des regles. Elle est ainsi opposée a la
géométrie et a l’analyse. Dans les
programmes de lenseignement secon-
daire, I’algébre est gommée, le mot lui-
méme disparait, remplacé par Pexpression
calcul littéral. L'algébre perd sa dignité
d’objet enseigné, n’est plus reconnue
comme discipline & part entiére. L'impor-
tance qu’on lui accorde, dés lors, diminue,
et ceci d’autant plus qu’on assimile facile-
ment algébre et calcul formel.

Or, Talgebre élémentaire est victime
d’un malentendu ! Comment peut-on affir-
mer qu'en algébre on ne raisonne pas ?
C’est confondre “raisonner” et “faire des
phrases”, et méme “écrire des phrases” (24),
On n’explique pas plus souvent & l’écrit
qu’a Yoral comment sont choisies les diffé-
rentes transformations des écritures
algébriques. Pourquoi transformer une
somme en produit pour résoudre une
équation ? Pourquoi se ramener & “écrire
quun produit de facteurs est nul” ?
Pourquoi met-on un trinéme sous forme
canonique ? Et pourquoi, comme le dit
Marc Legrand, “faut-il tordre la nature
tout en la respectant”, c’est-a-dire, pour
I’algebre, en conservant la dénotation des
expressions algébriques ? :

Les calculs algébriques sont souvent
présentés comme s’ils se déroulaient tous
seuls, de facon quasi inéluctable, alors que
pour les raisonnements géométriques, on
met en évidence un cheminement depuis le
départ (les hypothéses) jusqu’a ’arrivée (la
conclusion), avec les impasses, les boucles
inutiles, les embranchements ol T'on va
devoir choisir un chemin. Chaque expres-

(24) Chevallard (1989,1990).
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sion algébrique peut pourtant é&tre trans-
formée de plusieurs facons, entre
lesquelles lexpert choisit rapidement
selon son but, car il anticipe plusieurs
étapes et connait les avantages de chacune.
L’éleve attentif, lui, choisit celle qui est
classique dans le type d’exercice proposé.

.Mais il n’est pas habituel d’insister sur les

différents types de choix possibles, encore
moins de les visualiser, comme c’est par
exemple le cas dans le logiciel APLUSIX(25),
La relative simplicité des exercices propo-
sés (“toute virtuosité est exclue” dit le
programme) réduit considérablement cette
nécessité de choisir. On a, du méme coup,
perdu les quelques exercices qui permet-
traient de faire des essais, de valider des
choix, autrement dit de faire des mathéma-
tiques en faisant de Palgébre. Certains
éthologues définissent l’intelligence
comme la faculté de “savoir reculer pour
mieux sauter”. L'algébre serait-elle exclue
du développement de Pintelligence ?

Certes, les professeurs expliquent les
calculs algébriques, mais ces calculs
deviennent vite tres répétitifs et les éleves
finissent par appliquer simplement en
conformité des regles syntaxiques,
ignorant la dénotation et la dimension
compréhension, et perdant méme la dimen-
sion performance, c’est-a-dire le but des
transformations de Vécriture algébrique
pour résoudre le probléme mathématique
posé.

Le travail que nous venons d’esquisser
dans cet article nous améne & formuler
deux principes pour l’apprentissage et
Penseignement de I'algebre élémentaire.

1) La réalité mathématique repose fonda-

(25) Nicaud (1987).
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mentalement sur le principe de non-
contradiction. Or les éleves se font moins
mal quand ils rencontrent cette “réalité”
que lorsqu’ils se cognent la téte sur un
“yrai” mur de pierres. Pour beaucoup
d’éleves, ce sont les notes, les professeurs
ou les parents qui font mal, pas les mathé-
matiques. Lorsque ces éleves posent des
questions en classe, les réponses en termes
d’argument d’autorité “on verra cela plus
tard”, “on n’a pas le droit de...”, “il ne faut
surtout pas...” leur évitent de rencontrer
cette réalité et donc de rencontrer les
mathématiques. En étant un peu schéma-
tiques, nous pouvons dire que le pur calcu-
lateur aveugle, celui qui ne travaillerait
qu’en conformité, ne se ferait jamais mal a
ses mathématiques. Il aurait seulement de
mauvaises notes !

Cela nous ameéne au second principe :

2) Comprendre le pourquoi des régles est
plus important que de connaitre ces regles
pour savoir les appliquer. Or souvent, on
enseigne bien les régles, on enseigne bien
’explication de ces regles, mais on
n’enseigne pas le fait qu’on peut savoir
qu’on sait d’olr vient la régle et que cette
régle est nécessaire. Nous opposons done
I'idée que les éleves doivent faire lexpé-
rience de la nécessité des énoncés mathéma-
tiques et que le fruit de cette expérience est
un savoir @ acquérir “expérientiellement” &
I'idée que I’algebre ne serait qu'un catalo-
gue de régles & apprendre et & savoir appli-
quer suivant le bon vieux principe de
“J’apprends, japplique” et nous défendons
cette idée.

Nous prétendons qu’il est facile pour un
éleve d’apprendre des régles, et qu’il lui est
relativement facile d’apprendre a les
retrouver. Mais sil’éléve n’a pas intériorisé

le fait qu’il peut lui-méme retrouver les
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régles, s’il ne sait pas qu’il peut le faire, et
que s'il le fait, il trouvera nécessairement
la méme chose que son professeur ou que
son copain, il ne pourra pas contréler son
travail algébrique. Il apparait que
beaucoup d’éleves travaillent en confor-
mité, ils émaillent leurs discours d’expres-
sions telles que “on sait que”, “on doit”, “on
ne doit pas”, “je 1’ai appris comme ¢a”, “le
prof I’a dit”, ce qui indique que la régle du
jeu mathématique n’est pas transmise, ou
n’est pas regue. Nous affirmons que les
éleves devrajent savoir qu'on n’apprend
pas les mathématiques comme la liste des
sous-préfectures ou comme la hauteur du
Mont Blanec. Or, trop souvent, ce savoir
expérientiel, celui qui m’apporte la convic-
tion que je peux refaire le chemin que jai
déja fait, en vrai ou en pensée, n’est pas
mobilisable, ou bien il est tout simplement
inexistant.

Citons par exemple I’émerveillement
d’'un éleve de seconde qui, ayant
programmé sur sa calculatrice deux formes
différentes d’une écriture algébrique,
venait de découvrir que pour toutes les
valeurs de x qu’il rentrait dans sa calcula-
trice, celle-ci lui restituait deux fois la
méme valeur. Il venait de découvrir la
conservation de la dénotation dans un
calcul algébrique ! Pour la plupart de nos
éleves, les savoirs de I’algébre sont formés
de petits bouts de connaissances, parfois
contradictoires, comme un archipel sans
pont pour aller d'une ile & l'autre, un
archipel dont les iles seraient soumises &
des lois différentes.

Les observables recueillies griace aux
entretiens et leur analyse, appuyée sur les
outils théoriques présentés plus haut,
permettent d’ouvrir un accés vers le mode
de fonctionnement interne de 1éleve
pendant la réalisation d’une tache, plus
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précisément ici la résolution d’un probleme
d’algebre. Il serait donc bien agréable aux
professeurs que nous sommes, quel que
soit le niveau de notre enseignement,
d’utiliser cette technique. Mais, nous
Pavons vérifié nous-m@mes avec nos
propres éléves, nous avons pu faire
émerger dans les entretiens des observa-
bles jamais obtenues en classe. Plusieurs
parametres expliquent cela : le contrat
n’est pas le méme, le nombre d’éléves non
plus.

Il est cependant possible, lors de séances
de modules ou de soutien, de conduire de
courts entretiens se rapprochant de ceux
que nous avons présentés ici, et apportant
quelques informations sur le fonctionne-
ment de l’éleve. Il est surtout possible
“d’écouter autrement”. Tout professeur
convaincu, comme nous le sommes, qu'un
éleve ne dit jamais n'importe quoi, pourra
essayer de ne pas interpréter les réponses,
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de demander a Y’éleve “ce qu’il a fait quand
il a fait ce qu’il a fait comme il I’a fait”,
d’utiliser les erreurs produites pour
montrer les contradictions, d’utiliser les
conflits internes et les conflits socio-cogni-
tifs, & condition bien sir, de laisser les
éleves s’exprimer en classe. Ce qui est
important, c’est d’étre conscient que nous
ne savons pas a ’avance ce qui va émerger
d’un entretien avec un éléve, que ce n'est
pas “n’'importe quoi”, méme si c’est mathé-
matiquement incorrect. Cette position
modifie la grille d’observation de P'ensei-
gnant et lui évite d’étre pris au dépourvu
lors d’'une séance de probléme ouvert ou
dans la conduite d’un débat scientifique en
classe. Renvoyer I'éleve a lui-méme et & ses
contradictions, et pas seulement & la
connaissance mathématique conforme,
facilite des changements d’orientation,
dont nous avons montré qu’ils sont néces-
saires a4 la réussite de toute activité
mathématique.
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