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EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
LOGICIEL DE GEOMETRIE DYNAMIQUE

En mathématiques, 'usage de quelques
logiciels commence a se répandre. Aujourd’hui,
les logiciels les plus couramment utilisés et
d’un apport majeur dans 'enseignement des
mathématiques sont des logiciels de calcul for-
mel, des traceurs de courbes et des logiciels
de construction géométrique plane. Plusieurs
publications relatent des séquences pédago-
giques intégrant Poutil informatique [MEN 93a],
[MEN 93b], [MEN 93c]. La géométrie est un
. domaine privilégié de I'enseignement en Fran-
ce. De nombreuses recherches ont porté sur
lareprésentation des figures géométriques &
T'aide d’un support informatique. Ces recherches
ont évolué depuis les premiers travaux de
pionniers dans les années 70 et ont abouti a
la notion de géométrie dynamique () [Gol-
denberg & Cuoco 96]. Un logiciel de géomé-
trie dynamique est un environnement qui
apporte en général aux figures géométriques
une nouvelle dimension : le mouvement, I'ani-
mation interactive du dessin.

Philippe BERNAT
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en Informatique de Nancy
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Plusieurs réalisations de géométrie dyna-
mique ont vu le jour. On peut citer, en Fran-
ce, Cabri (J.M. Laborde & Grenoble), Calques
Géométriques (P. Bernat a Nancy), Géoplan
(Hocquengheim au CNAM), L'Atelier de Géo-
méirie (Nathan). Aux USA, le projet le plus
marquant est Geometer’s Sketchapd (N. Jac-
kiw, Berkeley). Certaines de ces réalisations
obéissent & des principes rigoureux d’inter-
faces homme-machine fondés sur des recherches
d’ergonomie cognitive, d’autres sont des réa-
lisations plus pragmatiques. De fait, il est dif-
ficile de comparer ces logiciels pour en en obte-
nir une classification. Toute évaluation porte
principalement sur 'énumération des fonc-
tionnalités de chaque produit. Comme le
notent Goldenberg et Cuoco [Goldenberg &
Cuaco 96], chaque version nouvelle d’un logi-
ciel introduit des fonctionnalités qui, bien s,
augmentent les capacités du logiciel, mais dont
les conséquences en terme de pédagogie ne
sont pas toujours prévisibles. Une utilisation

{1} Le terme de péométrie dynamique (dynamic geometry) est apparu récemment. Je I'ai vu pour fa premiére fois dans un
courrier électronique de Jim King en 1994. Auparavant, il était plus courant de parler de micro-mondes de géométrie ou plus
simplement de logiciels de constructions géométriques. Le terme de géométrie dynamique est symptomatique de la différen-
ce que ['on établit entre la géomeétrie « classique » et la géomélrie transposée par I'ordinateur. 9
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non réfléchie de ces logiciels peut alors condui-
re & des erreurs de conceptualisation. L'uti-
lisation de logiciels comme supports.de Pensei-
gnement conduit & des situations didactiques
spécifiques qui, méme si elles sont moins
critiques que les situations induites par des
logiciels de calcul formel, telles que celles étu-
diées par Michele Artigue [Artigue 95], doi-
vent pouvoir &tre repérées et gérées effica-
cement par les enseignants.

Un logiciel de calcul formel n’est pas un
logiciel dédié & 'enseignement. Les connais-
sances qui y sont représentées, sont des
connaissances expertes qu'il est nécessaire
de transposer, ou au moins d’expliciter, avant
de les transmettre a un éléve. Les logiciels
de Géométrie Dynamique (GD) étant congus
dans un but pédagogique, devraient évi-
demment &tre bien adaptés a une utilisa-
tion dans enseignement. Nous allons mon-
trer dans cet article que la richesse (en termes
de fonctionnalités) des logiciels de GD peut
cependant, si elle est mal maftrisée, étre un
obstacle & la conceptualisation voulue. Plus
précisément, il est faux de croire que Putili-
sation d’un environnement de GD, en libé-
rant Papprenant de tiches dites fastidieuses,
facilitera immanquablement sa compréhen-
sion du domaine de la géométrie. Le travail
avec un tel environnement doit étre soi-
gneusement préparé afin de construire des
situations didactiques favorables & appren-
tissage attendu et ce n'est que lorsque cet appren-
tissage sera achevé que l'utilisation du logi-
ciel pourra se faire sans contrainte.

La premiére partie de cet article décrit les
objectifs initiaux qui ont présidé au dévelop-
pement de Calques Géométriques. Nous mon-
trerons que, malgré la simplicité des intentions
initiales, certains problémes de positionnement
d’un environnement de GD vis-a-vis de la
théorie mathématique et de son enseigne-
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ment ne manquent pas de se poser. Nous ver-
rons ensuite comment, au fur et & mesure de
Tutilisation de Calques, les enseignants ont
exprimé de nouveaux besoins qui, & terme, ont
fait apparaftre de nouveaux problémes didac-
tiques, epistémologiques et informatiques.

1 — Evaluation de
“Calques Géométriques”

Cette section retrace ’historique de
Calques Géométriques, depuis la version ini-
tiale fonctionnant sous DOS. Nous explique-
rons Pévolution du logiciel en exposant les rai-
sons qui nous ont amené & introduire certaines
fonctionnalités nouvelles tout en essayant de
satisfaire des demandes qui nous paraissaient
parfois contradictoires.

Les objectifs initiaux

Pour beaucoup d’enseignants de mathé-
matiques, enseignement de la géométrie ne
se conait pas sans une figure réalisée soigneusement.
De fait, les constructions précises & la régle
et au compas ont constitué, pour des généra-
tions d’élaves, des exercices qui demandaient
autant une habileté manuelle que des connais-
sances mathématiques élaborées. Certains
se souviendront peut-&tre des longues heures
passées & essayer de construire les cercles
inscrits et exinscrits d’'un triangle sans jamais
obtenir de résultat satisfaisant : les c6tés du
triangle s'obstinaient toujours & ne pas étre
tangents aux cercles obtenus.

Pour l'enseignant lui-méme, une construc-
tion réalisée « manuellement » présentait cer-
tains inconvénients. Une construction réali-
sée au tableau noir devenait rapidement
incompréhensible, la figure étant généralement
surchargée de traits inutiles, correspondant
soit & des constructions intermédiaires, soit
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a des points de vue différents selon ’état de
présentation du probléme. Les figures avaient
parfois I'idée malicieuse de déborder du cadre
du tableau ou de correspondre & des cas par-
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ticuliers que ’on aurait aimé éviter (comme
par un fait expres, tels points sont pratique-
ment alignés aussi le triangle quil forment devient
inexploitable).

A

c ’ * B

A

Fig 1. Les 6 dessins sont réalisés sur 6 transparents
que l'on superpose pour étayer un discours. Chaque
transparent offre ainsi une image compréhensible
et les relations entre ces images sonl produites inter-
activement par manipulation des transparents.

11
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Fig 2.

L’utilisation du rétroprojecteur constitue
une premigre solution technique. L'enseignant
prépare une figure de base et la compléte, de
maniére interactive avec la classe, en rajoutant
ou en effacant des constructions supplémen-
taires. La technique de la superposition de
transparents permet de préparer des figures
complexes et d’en présenter les points de vue
adaptés & linstant de la résolution (Fig. 1). Calques
Géométriques constitue une solution informa-
tique dont ’esprit est assez proche de la solu-
tion « rétroprojecteur et transparents », si on
utilise 'image informatique projetée par l'inter-
médiaire d’une tablette & cristaux liquides
posée sur un rétroprojecteur (Fig. 2).

De plus, Yordinateur offre un avantage
par rapport & la solution « transparents » :
la figure réalisée pourra étre modifiée dyna-
miquement au lieu d’étre statique. Cette
solution présente toutefois I'inconvénient
d’atre plus coiiteuse en matériel et surtout
de dépendre d’un logiciel congu par une tier-
ce personne. Néanmoins, Calques Géomé-
triques a été congu et réalisé en vue de ce type
d’utilisation. Les objectifs que visaient cette
premidre réalisation étaient approximati-
vement les suivants :
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— construction informatique de toute figure
constructible a la régle et au compas,

— simulation informatique de la « technique
des transparents »,

— modification d’une figure en respectant
les contraintes de construction.

D’autres objectifs sont rapidement appa-
rus. Ils correspondaient & des pratiques cou-
rantes qu’il était intéressant d’automatiser.
Ainsi, les lieux géoméiriques se construisaient,
dans Penvironnement papier/crayon, en répé-
tant plusieurs fois la méme construction tout
en ne faisant varier que la position d’un point
initial. Une telle construction, fastidieuse «a
la main », pouvait étre facilement réalisée
techniquement. De plus, les lieux géomé-
triques semblaient, & 'époque, étre d’'un grand
intérét dans des réalisations informatiques telles
que les imagiciels [Hirlimann 92]. Nous avons
donc implanté la possibilité de ces construc-
tions en nous attachant a imiter la méthode
« manuelle » (3.

(2) A chaque modification de la figure, i est possible de lais-
ser sur 'écran une trace du point dont on cherche le tieu. Dans
la premiére version de Calques, il était ensuite possible de joindre
les points obtenus par une courbe de Béziers, Cette technique
copie la méthode manuellet: tracer plusieurs points du lieu
et les joindre.
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Evaluation de la version initiale

L’évaluation d’un logiciel pédagogique
ne doit pas se faire en énumérant uniquement
ses performances informatiques mais sur-
tout en mesurant son adéquation a Venseignement
auquel il est destiné. Nous essayerons donc
de répondre aux questions suivantes :

1) le logiciel est-il utile dans une situation
d’enseignement ?

2) le logiciel permet-il de réaliser toutes les
constructions a la régle et au compas ?

3) le logiciel permet-il de réaliser d’autres
constructions que celles de la régle et du com-
pas?

4) en cas de réponse positive & la question 2,

a) y a-t-il risque de conséquences néfastes
sur apprentissage visé ?

b) y a-t-il conformité de la réalisation infor-
matique avec la théorie enseignée ?

5)le logiciel est-il complet pour un enseigne-
ment de la géométrie ?

Utilité du logiciel

Calgues, comme les autres logiciels de
géométrie dynamique permet la construction
et la modification d’une figure. Il apporte de
ce fait une dimension expérimentale qu’il est
plus difficile d’obtenir dans une situation
papier/crayon [Laborde 96]. Il donne une
approche de la distinction nécessaire entre la
figure (la construction) et le dessin (la trace
sur un support matériel) introduite par B. Par-
zysz [Parzysz 88). De plus Calques Géométriques
permet de reproduire facilement la technique
des transparents : chaque objet de la construc-
tion peut étre copié sur une « feuille », ce qui
permet de visualiser dans des fenétres sépa-
rées neuf états différents d'une méme construc-
tion. Cependant, il n’est pas vraiment certain
que la dimension expérimentale apportée par
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la géométrie dynamique ne soit pas quel-
quefois un frein & la créativité des élaves. C.
Laborde [Laborde 96], montre la différence entre
la méme tache dans un environnement
papier/crayon et dans un environnement de
géométrie dynamique en s’appuyant sur
Pexemple suivant :

On demande & des éléves de répondre a
la question : « Existe-t-il des triangles dans les-

‘quels deux bissectrices (intérieures) sont per-

pendiculaires ? » ()

Dans P'environnement informatique, les
éleves constatent que cette orthogonalité n'est
obtenue que dans le cas particulier du triangle
aplati et en cherchent ensuite les raisons.
Dans l'environnement papier/erayon, on consta-
te que souvent les éléves réalisent un grand
nombre de dessins et n’aboutissent pas dans
leur recherche. Mais un tel échec ne pourrait-
il pas étre une incitation & changer de métho-
de et & amener les éléves a réfléchir sur une
figure particuliére, un simple dessin méme approxi-
matif, afin d’en déduire des propriétés utiles
pour répondre 2 la question ?

Plus généralement, I'utilisation d'un envi-
ronnement informatique est-il toujours aussi
formateur que 1'on voudrait le faire croire ?
Personnellement, je considére quun bon envi-
ronnement informatique d’apprentissage est un
environnement dont l'éléve pourra se passer &
plus ou moins long terme. Nous pouvons illus-
trer I'apprentissage par la métaphore de I'étaya-
ge («scaffolding ») : au début de son apprentissage,
P’éleve doit étre soutenu, par exemple par des
outils ou des tutoriels informatiques. Ce sou-
tien doit se faire de plus en plus lache pour fina-
lement disparaftre. Certains apprentissages
pensent bien 4 mettre 'étayage en place, mais

(3) La formulation de cette question pousse davantage les élaves
& travailler en produisant un grand nombre d'exemples et donc
a favoriser 'environnement informatique. Une autre formulation
aurait pu étre « Comparer I'angle de deux bissectrices d'un tri-
angle et les angles des sommets correspondants ».
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ils oublient parfois de I'6ter. Aussi, 'apprentissage
de la géométrie doit progressivement condui-
re les éléves & plus d’autonomie par rapport aux
outils informatiques. Toute démarche expéri-
mentale fondée sur Poutil informatique doit
nécessairement &tre poursuivie par un bilan et
un travail hors informatique.

Constructions é la régle et au compas

Les commandes de base autorisent :

— la création d’'un point,

— la création d’'une droite ou d’un segment
passant par deux points,

— la création d’un cercle défini par son
centre et un point,

— la construction d’un point sur une droi-
te, un segment ou un cercle,

— la définition de Pintersection de deux
objets,

— le report d'une distance (4).

R. Cuppens [Cuppens 9] rappelle que les

actes de base d’une construction alarégle et -

au compas sont :

— construire une droite & partir de deux
points & laide de la régle,

— construire un cercle de centre donné pas-
sant par un point donné en plagant la poin-
te séche du compas sur le centre et I'autre poin-
te sur le deuxidme point puis construire le cercle,

— placer les deux pointes du compas sur
deux points afin de reporter une distance.

Nous constatons que toutes ces construc-
tions sont réalisables avec Calques. L'ensemble
des constructions réalisables contient done lensemble
des constructions réalisables a larégle et au
compas. On ne manquera pas de remarquer
que Calques dispose d’autres commandes de
base, telles que la création d’'un point et Vinter-

{4) La commande « translater » permet de construi-
re un point M & partir de trois points donnés A, B et
C, tel que le vecteur CM soit égal au vecteur AB.

14
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section de deux objets, commandes néces-
saires dans un environnement informatique
4 une spécification cohérente d’'une construc-
tion. Ces commandes sont des réifications
dinstructions de construction souvent impli-
cites telles qu’elles existent dans des énoncés
comme «construire la droite (AB) ». Un tel énon-
cé se traduit nécessairement par : « créer les
points A et B et tracer la droite (AB)». Comme
nous le verrons par la suite, il est cependant
possible de réunir cette séquence de construc-
tions par une seule instruction informatique.

Constructions supplémentaires

Certaines commandes supplémentaires ne
modifient pas fondamentalement ensemble
des constructions réalisables avec Calques. Il
s’agit par exemple des commandes « paralle-
le », « perpendiculaire », « milieu » car ces construc-
tions sont réalisables & la régle et au compas.
Le lieu géométrique, réalisable point par point
avec le logiciel, peut également étre obtenu &
la régle et au compas (beaucoup moins rapi-
dement et avec moins de précision, il est vrai).

Nous ne devons donc pas chercher les
différences entre l'environnement informa-
tique et environnement papier/crayon au
nivean des commandes de construction. En revanche,
la possibilité de modifier une figure par mani-
pulation directe sur les points de base (les
points qui sont les données de la construction;
peut conduire & des « constructions » impos-
sibles & la régle et au compas. R. Cuppens parle
alors de figures définies par glissement [Cup-
pens 96] et assimile leur réalisation aux sys-
témes articulés [Rideau 89]. Nous donnons ur
exemple simple de telles constructions par glis:
sement qui corresponde 4 la réalisation infor:
matique d’un énoncé mathématique (voir le
Fig. 8 de la page suivante).
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Réaliser la construction suivante :

ABC est un triangle quelconque. A’, B’ et C’ sont des points de [BC], [CA] et [AB]
respectivement, tels que (B’C’) / (BC), (C’'A’YACA) et (A’B’)/(AB).

A A

A‘ Al
- C /\ 8 C

Figure 3. Construction par glissement

La construction correspondante peut étre la suivante : On construit le triangle,
puis on place le point B’ sur (AC). On construit ensuite la paralléle & (BC) pas-
sant par B’. Cette paralléle coupe (AB) en C’. On construit de la méme maniére
A’ puisla paralléle 4 (AB) passant par A’ (Figure 3 gauche). A ce stade de la construc-
tion, la contrainte (A’B’)//(AB) a peu de chances d’étre vérifiée. On déplace alors

B’ pour obtenir le dessin de droite dans la Figure 3.

Une telle construction ne peut pas étre réa-
lisée a larégle et au compas sans une démons-
tration géométrique du fait que B’ doit &tre
le milieu de [AC]). Ce type de manipulation peut
alors modifier complétement la perception
que ddivent avoir les éléves de 1a notion de construc-
tion et méme de la nécessité d’'une démons-
tration. Un enseignant, dont Pobjectif (au tra-
vers de 'énoncé du probléme de construction)
est d'amener les éléves &4 démontrer la propriété
géométrique : « B’ milieu de [AC] », devra
donc nécessairement argumenter de la non vali-
dité d’une telle « construction » réalisée par
glissement...

L’utilisation d’un logiciel de géométrie
dynamique peut donc modifier profondément
une situation didactique. En tout cas, elle

oblige 'enseignant & expliciter certains termes
du contrat didactique. Dans notre exemple, il
lui faut préciser la signification exacte du
mot « construction ».

Conformité de la géométrie dynamique
avec la géométrie classique

La géométrie dynamique modifie les situa-
tions d’apprentissage. Ce phénoméne était
prévisible et peut étre bénéfique pour peu
que l'enseignant en soit conscient. D’une
maniére générale, 'introduction de nouveaux
éléments dans un contexte d'enseignement trans-
forme les connaissances a enseigner [Balacheff
91]. Cependant, on peut penser qu’il est
important que ces transformations ne condui-
sent pas a des contradictions avec le modéle

15
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théorique de référence. La distance entre la
géométrie dynamique et son modele théo-
rique (la géométrie « classique » (¥)) ne pour-
ra pas étre réduite a zéro car I'informatisation
d’un modéle mathématique suppose une réa-
lisation et done une modification de ce mode-
le. La théorie mathématique est batie sur
des propositions déclaratives alors que le
modéle informatique est fondé sur des fonc-
tions. Plus précisément, le modele mathé-
matique est descriptif. Une représentation
informatique doit transformer ces descrip-
tions en actions réalisables par la machine,
c’est-a-dire en un modale computationnel.
Une telle transformation, appelée réalisa-
tion, peut entrainer des « effets de bord » qu’il
est parfois difficile de contrdler.

L’exemple qui suit montre la réalisation
d’une proposition simple et une conséquence
intéressante de cette réalisation.

La représentation de la proposition P:
M e [AB]
ne peut se faire par la fonction :
point_sur_segment : (A,B)—- M

puisque la relation qui lie M aux points A et
B n’est pas une fonction (car il y a plusieurs
possibilités pour M). On peut alors réaliser la

proposition P équivalente & P:
3t e[0,1; AM =1.AB
par la fonction :
point_sur_segment : (4,8,5)> M.

Le paramatre ¢ est une variable. Le probléme
est la valeur qu'il faudra lui attribuer pour per-
mettre la réification du point M. Selon les
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logiciels, la valeur initiale de ¢ est définie de
différentes maniéres lors de la création du point
M : pour Calques Géométriques et Cabri, t est
défini de telle sorte que le point M soit créé
& proximité immédiate du curseur lors de la
désignation du segment [AB] alors que pour
Geometer’s Sketchpad, 1a valeur initiale de ¢
est aléatoire.

11 faut ensuite définir I'évolution de ce
paramatre lors de la manipulation de la figu-
re. La régle généralement adoptée est la sui-
vante : sauf en cas de manipulation de M, la
valeur de ¢ reste constante. Le résultat en est
que, lors d’une modification du segment, le
rapport dans lequel le point M divise le segment
reste constant. Ainsi, si le point se situe &4 peu
prés au milieu du segment, il restera toujours
au milieu du segment quelles que soient les mani-
pulations effectuées sur la figure, sauf'si on sai-
sit directement le point M. Le point donnera
ainsi impression de posséder une propriété qui
ne lui a jamais été attribuée. Ce phénoméne
est bien connu, mais il peut conduire & des résul-
tats plus sérieux encore qu’a une interpréta-
tion discutable de la figure. Dans 'exemple qui’
suit, nous allons voir que le résultat obtenu en
géométrie dynamique differe nettement du
résultat théorique attendu. ‘

On construit un segment [AB], un point
M sur [AB] et un point O hors de (AB). On
crée enfin un point P sur [OM]. Quel est le
liew du point P lorsque M varie sur [AB] ¢

Essayons d’abord de comprendre
quel doit &tre le résultat théorique. Lelieu E
du point P étant Fensemble des positions pos-
sibles de ce point lorsque M varie, et P pou-
vant atteindre n’importe quelle position sur

{5) Nous ne chercherons pas & définir complélement cette géométrie « classique » (je n'ose méme pas parier de géométrie eucti-
dienne) et nous nous contenterons d'une vision intuitive. La géométrie, telle quelle est enseignée, comporte en effet bien des zones
mal définies et sans doute non définissablés rigoureusement. Le modéle de géométrie que les environnements informatiques
essayent de transposer n'est qu'une partie trés réduite d'un univers géomeétrique que nous avons, je I'avoue, beaucoup de difficultés

& cerner parfaitement.
16
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le segment [OM], le lieu de P est P'intérieur
du triangle (OAB) Figure 4) :

E={P/3te[0,1,0P =1.0M;M e[AB]}

Demandons maintenant & un logiciel de
tracer ce lieu. Le rapport OP/OM restant
constant, le point P décrit un segment E’,
homothétique de [AB] (Figure 5) :

E={P/oﬁ=:0.0M;Me[AB]}

ol ! est une constante.

Le résultat est encore plus curieux si on
remplace le segment [OM] par une droite.
Calques, Cabri et Geometer’s Sketchpad ayant
des représentations différentes de la fonction
« point_sur_droite », produisent des lieux géo-
métriques trés variés. Ainsi, dans Cabri, on obtient
soit un arc de cercle soit une cissoide selon que
l'on a construit la droite (MO) ou (OM) (Figu-
re 6) (%). Les résultats obtenus par les environnements
de géométrie dynamique different des résultats
théoriques et different également entre eux. Il
existe donc plusieurs géométries incompa-
tibles entre elles. Les lieux obtenus ici s’expli-
quent aisément si 1'on considére que la géométrie
dynamique est une extension de la géométrie
des systémes articulés : le résultat de la Figu-
re 6, peut s’interpréter en considérant une
tige coulissant sur le point O ; deux points
étant fixés sur cette tige (P et M), le point M
coulisse sur la tige AB...

1l serait cependant hatif de conclure de
ce fait que les logiciels de géométrie sont
inutilisables. Le domaine de I'enseignement
des mathématiques est un domaine qui sait
facilement retrouver un certain équilibre. A
ma connaissance, le probléme des lieux que
nous venons d’évoquer n’a jamais été soule-
vé dans ces termes, tout simplement parce qu’i]

(6) Le résultat dans Calques n'est pas plus valable. Pour pallier
cet inconvénient, ou du moins pour proposer une variante afin
d'alerter les utilisateurs, 1a version 2.2 de Calques autorise de faire
varier le paramétre t de maniére semi-aléatoire.

EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
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ne s’est jamais posé dans 'enseignement. Les
problémes donnés aux éléves par leurs pro-
fesseurs ont en général des solutions parfai-
tement connues. Le lieu du point P est par essen-
ce méme ambigu. Le concept de lieu est-il
lui-mé&me bien défini (") ? Aussi, les lieux
recherchés se limitent bien souvent 4 'image
d’'une courbe par une fonction continue.

En géométrie, les situations ambigués dues
a P'utilisation d’un environnement informa-
tique sont extrémement rares. La validité d'un
logiciel pédagogique dépend de I'usage et de
Pinterprétation que 'on en fait. Les pro-
blémes d’inconsistance d’un logiciel avec le
domaine théorique sont bien plus important
dans les logiciels de.calcul formel (¥). Il est
vrai que les logiciels de calcul formel n’ont
pas été congus dans un but pédagogique,
leur intégration dans l'enseignement soulé-
ve des problémes d’usage nécessitant une
forte préparation didactique comme le sou-
lignent Lagrange et Drouhard [Lagrange &
Drouhard 95].

Complétion vis-G-vis de Uenseignement

11 est fréquent d’entendre des ensei-
gnants reprocher a tel ou tel logiciel son
inadéquation pour un usage précis. Cer-
tains regretteront que le logiciel ne per-
mette pas de construire et de gérer des arcs
de cercle, d’autres voudront l'utiliser pour étu-
dier 1a tangente & une courbe et regretteront
Pabsence d’'un quadrillage permettant de

(7) Ity a une vingtaine d'années, il était courant de considérer
le fieu géométrique d'une famille de droites concourantes est le
point de concours de ces droites. Maintenant, le concept
d'ensemble a remplacé celui de lieu et pour beaucoup, lelieu d'une
famille de droites est I'ensemble de ces droites.

(8) Un logiciel de calcul formel donne un résultat pour une inté-
grale impropre méme si cette intégrale ne converge pas. La
vérification des conditions d'application d’un algorithme sontala
charge de 'utilisateur et tant pis si celui-ci ne connait pas l'algo-
rithme mis en oeuvre dans le logiciel.
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mieux repérer les points par leurs coordon
nées. Enfin, certains voudront disposer, nor.
d’un logiciel pédagogique, mais d’un outil de
création « bureautique » : ils réclameront des
solutions pour utiliser le logiciel en liaisor
avec un traitement de texte. Il est éviden
que de ce point de vue, la premiére versior
de Calques (pas plus que les suivantes...) n'est
complate. Tout logiciel a été con¢u pour ur
usage bien précis. Les environnements de typ«
micro-monde ou de type outils donnent par.
fois Illusion d'étre des outils génériques. Liincom
préhension entre les concepteurs et les usa
gers vient aussi d'une vision différente du domaine
couvert par 'environnement informatique
P'usager voulant que le logiciel puisse « tou
faire », sans mesurer les conséquences de cett
exigence.

Nous avons ainsi trés longtemps refuse
de dépasser avec Calques le cadre de la géo
métrie « pure », de la géométrie des construc
tions ala ragle et au compas. Toute confusior
avec le domaine de ’'analyse était & proscri
re. Aussi, si le logiciel autorisait la mesure ds
la longueur d’un segment, les mesures ains
obtenues ne pouvaient pas étre réutilisée:
dans le cadre de Calques pour produire de nou
veaux objets géométriques. Nous verron:
dans la section suivante les conséquences de:
dérogations a cette régle... Pour des raison:
similaires, nous n’avons pas voulu autorise:
des constructions fondées sur les transfor
mations géométriques : les transformation;
sont présentes dans Calques, mais uniquemen
pour visualiser le résultat d’'une transforma
tion appliquée & une partie de la figure..

Nous considérons que Calques Géomé
triques doit étre une aide & la création d'image
mentales élémentaires, une aide pour « voir
la géométrie dans son aspect le plus ancie:
de science du mouvement. De ce point de vue
Calques a atteint ses objectifs en permettan
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& lenseignant de montrer explicitement le
comportement d’une figure lorsqu’on dépla-
ce un de ses points ou de visualiser facilement
une transformation géométrique.

2 — Evolution vers
une nouvelle version

Les logiciels de géométrie dynamique
évoluent constamment pour des raisons sou-
vent variées. Il s’agit quelquefois de mettre
en ceuvre des idées nouvelles ou, parfois,
comme le soulignent [Goldenberg & Cuoco
96], d’une compétition entre produits diffé-
rents, de Pexpérience des développeurs jouant
avec leur ceuvre, de lectures de comptes-ren-
dus d’expérimentations, etec. Nous allons,
dans cette section, rendre compte des princi-
pales évolutions de Calques Géométrigues et
en analyser les conséquences d’ordre épisté-
mologique et didactique (certaines évolutions
sont de nature purement technique, dues au
passage & Windows, aussi notre propos por-
tera essentiellement sur les évolutions a
caractére didactique ou épistémologique).

Un micro-monde plus complet

Le concept de micro-monde doit inclure,
outre des objets et des fonctions agissant sur
ces objets, des connaissances que 'utilisa-
teur peut construire, sauvegarder et réutili-
ser ultérieurement. Ainsi, dans le micro-
monde de la tortue LOGO [Papert 81], 'enfant
peut construire de nouveaux objets de plus en
plus sophistiqués en définissant de nouvelles
fonctions LOGO telles que “Carré”, “Triangle”
puis “Maison”, “Village”, etc. Cabri et Geometer’s
Sketchpad autorisent, sous des formes diffé-
rentes, la définition et la réutilisation de
constructions intermédiaires : “macro-construc-
tions” dans Cabri et “scripts” dans Sketchpad.

EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
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Dans les deux environnements, ces méthodes
s’apparentent & des procédures car elles néces-
sitent, lors de leur création, la définition de
parameétres formels (les objets initiaux dans
Cabri et les « given » dans Sketchpad), ainsi
que la désignation des parameétres effectifs lors
de leur exécution. Elles different par leur
réalisation informatique : dans Cabri, il faut
désigner les objets initiaux puis les objets
finaux, dans Sketchpad, il faut lancer ’enre-
gistrement des actions, les paramétres de la
procédure sont définis alors par Sketchpad et
le résultat de la procédure est la figure tra-
cée entre le début de 'enregistrement et sa
fin. L’exécution de la “macro” de Cabri ou du
“script” de Sketchpad sont analogues. On
désigne les parameétres effectifs auxquels
cette procédure doit s’appliquer.

I était indispensable que Calques auto-
rise lui aussi la définition de macro-construc-
tions pour prétendre & 'étiquette de micro:monde.
La méthode de Sketchpad était celle utilisée
par beaucoup d’autres logiciels pour définir
des « macros » (voir par exemple les macros
de Word). La méthode de Cabri, plus originale,
présentait Pavantage d’unifier les macro-
construction et les constructions élémentaires
(une macro-construction peut étre ajoutée
comme item d’un menu) et ainsi d’autoriser
Pextension des connaissances directement
accessibles sans différencier apparemment
les connaissances prédéfinies des nouvelles connais-
sances personnalisées. Il était alors trés ten-
tant de recopier ce concept et de I'adapter
dans Calques, ce qui n'aurait peut-&tre pas été
jugé trés honnéte (°)... Et puis, il fallait bien
tenter de faire preuve d'originalité ! Nous
avons donc profité d’un 1éger manque dansla

(9) Bien que 1a notion de propriété intellectuelle d'un
algorithme ou d'un concept informatique ne soit pas
bien définie. Sketchpad, en définissant ses scripts de
maniére absolument identique aux enregistrements
de macros des logiciels de Microsoft n'a pas été, a
ma connaissance, poursuivi pour plagiat.
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définition de “macros” ou de “script” pour
proposer un autre concept : celui de greffe.

Les procédures telles qu’elles sont définies
par Geometer’s Sketchpad et par Cabri appa-
raissent comme des “boites noires”. L'utilisateur
ne peut prévoir le résultat de sa construc-
tion, ce qui peut occasionner une géne dans
certains cas particuliers.

Exemple : une procédure “Carré” prend comme
parameétres effectifs deux points A et B et
construit un carré de c6té AB. L'utilisateur ne
peut prévoir a priori de quel ¢6té du segment
AB se construira le carré. Aussi, si 'on veut
construire un carré & Pextérieur du triangle
ABC, P'application du “script” ou de la “macro”
a une chance sur deux de produire Veffet
inverse de effet attendu (voir Figure 7). Il faut
alors annuler la commande et recommencer
en sélectionnant les paramétres A et B dans
un ordre différent.

La solution que nous avons adoptée dans
Calques se veut plus visuelle. On insére la figu-
re d’un carré (la sauvegarde d’une construc-
tion précédemment réalisée), puis on greffe les
points libres de ce carré sur les points Aet B.
La commande « Greffer » permet, en ame-
nant a et b & proximité de A et B, la « captu-
re » de a et b par A et B (voir Figure 8).

L’exemple de cette figure montre en par-
ticulier que pour obtenir le résultat souhai-
té, il suffit de greffer a sur B et b sur A.

Evolution de l'apprentissage

Dans le paragraphe précédent, nous avons
montré comment P'utilisateur peut réinvestir
ses connaissances au fur et 4 mesure de leur
apprentissage et ainsi se construire son propre
micro-monde en y introduisant de nouveaux
objets. L'usage du logiciel ainsi que les connais-
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Figure 7. Deux résultats possibles de la
construction d’un carré sur le segment AB.

™A
"\

Figure 8. Insertion puis greffe d’un carré de
base ab.
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sances de base sur Pinteraction avec la géo-
métrie évoluent également. En reprenant la
métaphore de ’étayage que nous avons déja
évoquée, il est indispensable, au début de
Tapprentissage que I'éléve prenne bien conscien-
ce de la nature de chaque objet qu’il doit
manipuler. Le logiciel Poblige alors & décom-
poser chaque action de construction en actions
élémentaires. Mais, par la suite, ce type
d'interaction peut étre contraignant. Il faut
alors enlever Vétayage afin de laisser davan-
tage de liberté a 1’éleve.

Un exemple typique est le probléme for-
tement discuté des implicites de construec-
tion tels que celui de lintersection de deux droites.
Voici un extrait d’un échange de messages élec-
troniques courant mai 95:

Cabri (°) insists that the user explicitly constructs
a point at the intersection of 2 objects. Whil-
st this can be a hassle compared with Sketch-
pad, and I have certainly watched newco-
mers to Cabri struggle with this, one thing
that the user interface is forcing is an awa-
reness of a point as being the intersection of
2 objects.

[..JWhat might be the effects upon the lear-
ner, ifany ¢

For example, [..]then Sketchpad will not,
by its design, force this awareness in lear-
ners whilst Cabri will help to. To reiterate,
I am not interested in a Cabri/Sketchpad
is better debate, but in trying to identify
differences such as these, so that, if they
are important in some way, as a teacher I
can use the software to help me to bring
certain geometrical features to my students’
attention, and if the software does not do cer-
tain things, then I can design other tasks which
are likely to have this effect.

[..] One reaction to «original» Cabri is
that this is unnecessary hassle and the

(10) Il s'agit ici de la version 1 de Cabti.
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approach by GSP is much easier and quic-
ker for the user.

Another reaction is that it is a feature(!).
It is useful pedagogically because it takes the
learner’s attention (at least while they are
beginning to use program) to a geometrical
issue.

D.Wilson@mmu.ac.uk

Cabri oblige l'utilisateur a construire
explicitement 'intersection de deux droites,
alors que dans Sketchpad, cette construction
est implicite. Par exemple : solent deux seg-
ments [AB] et [CD]. Si Pon veut construire le
cercle de centre l'intersection de ces segments
et passant par B, il est nécessaire avec Cabri
(ou Calques) de construire d’'abord cette inter-
section par une commande spécifique, alors
que dans Sketchpad il suffit, lors de la construc-
tion d’un cercle, de désigner une zone de
Pécran proche de cette intersection poten-
tielle puis de désigner le point B. Le logiciel
crée alors un point possédant la propriété
“intersection([AB],[CD]))”, puis le cercle de
centre ce point et passant par B. D. Wilson consi-
dére que ’éléve n’a pas alors nécessairement
conscience de la propriété du point comme étant
intersection des deux segments.

Un probléme analogue apparait pour la
création « a la volée » d’'un segment. Pour
créer un segment, doit-on créer d’abord deux
points puis le segment passant par ces deux
points ? ou peut-on directement désigner des
zones de Pécran laissant ainsi au logiciel le soin
de créer simultanément le segment et ses
extrémités ? Plutét que d’'imposer une solu-
tion, la version 2.2 de Calques laisse & 'uti-
lisateur (ici Penseignant) le choix du mode d'inter-
action le mieux adapté & 1a situation didactique
a mettre en ceuvre. Les différents modes
d'interaction constituent ainsi des variables
dont dépend la situation didactique. Les solu-
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tions mises en ceuvre dans les logiciels &
usage pédagogique ne doivent pas privilégier
systématiquement I'ergonomie. Contraire-
ment aux logiciels de bureautique, I'utilisa-
teur (ici 'éléve) étant un novice dans le domai-
ne de la géométrie, ne peut maitriser parfaitement
les concepts qu'il est censé découvrir. La prise
en main du domaine enseigné doit &tre pro-
gressive et un logiciel pédagogique doit favo-
riser un apprentissage mesuré. Ceci explique
en partie les difficultés liées & 'introduction
dans l'enseignement d'un logiciel expert, tel
qUu'un systéme de calcul formel, et renforce la
nécessité de réaliser des environnements spé-
cifiques & ’enseignement.

Etendre le domaine représenté

La géométrie ne se limite pas ala géométrie
des constructions & la régle et au compas.
Nous avons déja parlé de 1a géométrie des sys-
témes articulés. La géométrie du quadrilla-
ge est souvent utilisée au collége pour intro-
duire des transformations géométriques
simples telles que la translation ou ’homothétie.
Au lycée, la géométrie fait usage des nombres
complexes. Il est trés tentant d’introduire
toutes ces géométries dans un logiciel. La
géométrie hyperbolique, par exemple, peut faci-
lement se modéliser sous un environnement
de géométrie dynamique [Thibaut & Labar-
re 96]. La version 2.2 de Calques permet
d’aborder la géoméirie fractale (voir annexe).
Sketchpad et Cabri autorisent la géométrie du
quadrillage. Ces logiciels permettent égale-
ment 'étude de la géoméirie analytique. Dans
Cabri I1, les coniques et leurs équations font
partie intégrante de l’environnement. Géo-
plan permet de construire, dans ’environne-
ment de géométrie, toute courbe représenta-
tive d’'une fonction. On peut se féliciter de
voir les barriéres entre géomeétrie et analyse
s’effacer aussi facilement, mais une telle
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confusion n’est pas sans poser des problémes
épistémologiques.

Bien des enseignants n’ont pas conscien-
ce de le coexistence de ces différentes géométries
et les confondent parfois maladroitement.
Ainsi, dans un document édité par une gran-
de surface de vente, un enseignant proposait
une correction informatisée d’'un exercice de
géométrie du Bac série S (1996). Cet exerci-
ce nécessitait une figure construite & partir
d’un carré quelconque. L'enseignant construi-
sait le « carré » en s’appuyant sur la géomsé-
trie du quadrillage : les sommets du carré
sont construits aux noeuds d’une grille. L'ortho-
gonalité des cotés du carré et leur longueur
étaient obtenus par référence aux points de
la grille... Malheureusement, la figure ainsi
obtenue n’est pas un carré, puisqu’il est pos-
sible de la déformer en modifiant la grille
utilisée : la seule contrainte sur les sommets
est en effet de rester sur les nosuds (c’est-a-
dire d’étre & coordonnées entiéres), alors que
ceci ne garantit un carré que lorsque le repa-
re est orthonormé. .. Cette solution montre une
méconnaissance du statut de la figure dans
un environnement dynamique et surtout une
méconnaissance de la spécificité de la géométrie
dynamique.

De nouvelles capacités

Les versions 1 et 2.1 de Calgques n’auto-
risaient pas I'usage direct d’un outil de I'ana-
lyse. Cependant, les demandes furent si pres-
santes que nous avons récemment rajouté
un certain nombre de fonctionnalités. Cette
extension des capacités du logiciel peut modi-
fier profondément la perception que les éléves
auront de la géométrie. L'enseignant qui pré-
pare une legon intégrant Poutil informatique
doit étre conscient des phénomeénes que nous
allons présenter ici.
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Calgues version 2.2 autorise les calculs  directe propres & un logiciel de géométrie
numériques élémentaires sur lamesure dune  peuvent dés lors s’appliquer & des objets de

distance et d’un angle, la mesure des coor-  l'analyse...

données d’un point ou de son affixe. Les

valeurs numériques peuvent alors étre réuti- 11 devient également facile d’étudier des
lisées pour créer un point d’aprés ses coor-  transformations géométriques définies a I'aide

. données ou son affixe et il est aussi possible  de nombres complexes (Figure 11).
de reporter une longueur ou un angle, de

translater un point par un vecteur d’affixe don- D’autres applications dans des domaines
née. L'origine du repere ainsi que 'unité  trés variés peuvent facilement étre mises en
peuvent &tre redéfinis. ceuvre : courbe représentative des solutions

‘ d’une équation différentielle du second ordre
1 est indéniable que de telles fonctionnalités & coefficients directement manipulables,
augmentent considérablement la puissance (*)  champs de vecteurs, calcul vectoriel, etc.
du logiciel. Les problémes d’optimisation peu-

vent &tre rendus plus compréhensibles par I'affi- Ces possibilités sont trés encourageantes
chage d’une courbe représentant les variations  pour un enseignant qui peut ainsi explorer de
de la variable & optimiser (Figure 9). nombreux domaines restés jusque la trés

théoriques. Les éléves profiteront également

La dynamique de Calques peut aussi étre  de nouvelles visualisations qui leur feront
mise & contribution pour animer des courbes  stirement mieux comprendre certains phé-
telles que les courbes de Lissajou (Figure 10 noménes dynamiques. Cependant, les expé-
page suivante). Les principes de manipulation  riences menées avec les outils de calcul for-

distance(M.N)= 1.82

A distance(H)= 1.54 distance(lH)= 1.54

M/ 11 N\N / qire(MNH)= 1.41

d

T

B H C

Figure 9. Un probléme d’optimisation : recherche de l'aire maximale du triangle MNH.
La courbe représentative de laire y en fonction de x, longueur de IH est obtenue comme
lieu d’un point de coordonnées (x,y) lorsque I parcourt le segment [AH].

{11) On pourrait définir la puissance comme étant
la quantité de constructions de natures différentes
réalisables avec le logiciel.
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o= 1.00 b= 2.00 t= -1.33

.t 1 .Q b

T

Figure 10. A partir de l'abscisse des points ¢, a et b construits sur une droite (D), on calcule a.t
et b.t. Ces valeurs sont reportées sur un cercle trigonométrique. On construit un point M de coor-
données (sin(at),sin(bt)). La courbe de Lissajou est le lieu du point M, lorsque t parcourt la droi-
te (D). En déplagant les point a et b, on fait varier la courbe.

2= -0.48+ 0.43%

Z+1/2°2= -0.23+ 2.82%

Fig. 11. On construit un point M sur une droi-
1
te (D). On calcule son affixe z puis 2 tT.
1
On construit le point M’ d’affixe Z=2 o
Le transformé de la droite (D) par la trans-

1
formation zHz +—7 estlelieu du point M’

lorsque M parcourt (D). On peut ensuite
déplacer la droite (D) pour observer les varia-
tions de la courbe.
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mel montrent qu’un outil performant d’'un
point de vue calculatoire n’est pas forcément
un environnement bien adapté 4 ’enseigne-
ment [Artigue 95], [Canet & al. 96]. Les logi-
ciels de constructions géométriques ont par-
fois tendance & privilégier les performances
mathématiques et & devenir davantage des outils
pour le mathématicien ou ’enseignant aver-
ti que des moyens au service de la pédagogie.

Quelles sont les conséquences
pour lenseignement ¢

L’ajout des nombres dans Calgues et sur-
tout la possibilité d’utiliser ces nombres pour
des constructions géométriques peut &tre un
facteur de confusion quant a la compréhen-
sion de la place du nombre dans la géométrie.
Le nombre peut étre la mesure d’une lon-
gueur, d'un angle, d’'une surface ou un rapport
d’homothétie. Tant que Pon ne disposait pas
des nombres pour effectuer une construction,
la réponse aux questions suivantes se réali-
sait de maniére presque naturelle :
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— Construire un cercle de rayon donné ?

Le rayon du cercle est défini par un segment
(et non par un nombre) que 'on reporte (Figu-
re 12):

Figure 12. Le cercle de centre O est construit
en translatant le segment AB en OP. On modi-
fie le rayon du cercle en agissant sur le seg-

ment AB.

— Construire le point 1 divisant le segment [AB}
dans le rapport a ?

Le nombre a est défini comme rapport de lon-
gueurs (Figure 13) :

1
et

| a

A ( 'B

Fig. 13. Le nombre a est défini comme rap-
port des longueurs du segment noté aet d’un
segment choisi comme unité, noté 1. Ces lon-
gueurs sont ensuite reportées et le point I est
construit en application du théoréme de Tha-
lés, tels que TA/IB = a. Le nombre a peut étre
modifié en agissant sur le segment a.
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En offrant la possibilité d’utiliser direc-
tement des nombres pour réaliser des construc-
tions, il devient facile de construire un cercle
de rayon k, ol1 k est une constante ou le résul-
tat d’un calcul. Le rayon d’un cercle peut
alors &tre défini comme résultat du calcul
d'une surface ou du produit d’une surface par
un angle. Dans ces conditions, quel est le sta-
tut exact du nombre ? On perd surtout une notion
fondamentale : la mesure de 1a longueur d’un
segment se définit relativement & une unité.
Le rapport de deux longueurs est sans unité.
Ces nuances peuvent aider a la compréhen-
sion de la différence entre rapport d’'une homo-
thétie et puissance d’une inversion et d’évi-
ter Perreur fréquente de parler de rapport
d’'une inversion.

Dans Calques, nous avons essayé de mini-
miser cette ambiguité. En particulier, nous navons
pas voulu définir d’unité de longueur telle
que le centimétre, le pouce ou le pixel. Plus
simplement, I'unité de longueur est définie comme
une distance de référence entre deux points.
Elle peut étre modifiée, les distances affi-
chées sont alors modifiées en conséquence. Les
unités telle que le centimétre n’ont pas de sta-
tut en mathématiques. L’'unité est 1. La norme
d’un vecteur unitaire est 1, le produit scalai-
re de deux vecteurs ne s’exprime pas en cen-
timétres carrés.

Dans d’autres logiciels, tels que Sketch-
pad, les distances sont affichées en centi-
métres ou en pouces. Ce résultat correspond
& lalongueur mesurable sur une copie impri-
mée du dessin. Les calculs effectués avec ces
mesures tiennent compte de ces unités. En mul-
tipliant deux longueurs, vous obtenez des
cm? Des résultats plus surprenants peuvent
étre obtenus, par exemple des cm* et méme
des cm par degrés au carré (cm-degrees?) dont
on cherche bien le sens (®)... Les résultats avec

(12) Par contre, Sketchpad refuse d'afficher 'unité de
la racine carrée de 4 cm.

25



EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
LOGICIEL DE GEOMETRIE DYNAMIQUE

unités peuvent malgré tout étre utilisés comme
nombres sans unité ou avec des unités diffé-
rentes. On comprendra qu'une telle liberté ne
facilitera pas la compréhension. D’autre part,
dans Sketchpad, il n’y a pas de relation direc-
te entre Punité du repére cartésien et les lon-
gueurs. Un segment peut ainsi mesurer 5em
ou 3 (unités mathématiques). La modification
de PPunité du repére, ne modifie pas la longueur
exprimée en centimétres, ce qui est logique.
Mais, quelle va étre Pattitude d’'un éléve & qui
on demande de calculer la distance entre les
points A(1,2) et B(2,-1) et qui expérimentalement
obtient 4,3 (cm) ? Va-t-il comprendre que ce
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résultat, que Fon peut qualifier de “physique”,
n’a pas de relation directe avec le résultat mathé-
matique demandé ?... Les nombres autorisent
des constructions nouvelles. Le probléme de
la quadrature du cercle ou celui de la trisec-
tion de I'angle ont alors une solution immé-
diate. Pour construire un carré de méme aire
que le cercle, il suffit de mesurer le rayon du
cercle, de calculer son aire et de construire un
carré de cbté la racine carrée du dernier résul-
tat. La cycloide, qui est inconstructible & la régle
et au compas, peut étre obtenue par approxi-
mation (Figure 14) ou par report d'une longueur
sur un cercle (Figure 15). Comment, dans ces

Figure 14. Construction récursive de la cycloide. Le cercle avance d’une longueur dx. Le point a
se déplacerait en b si le cercle glissait. Comme le cercle tourne, on construit le point &', situé sur
le cercle, tel que a'b = dx. Si dx est suffisamment petit, larc &b et la corde a’b ont & peu prés la
méme longueur. On réitére cette construction en appliquant récursivement a sur a’et Osur O’

dir=" 3.96
180/pi=-57.30
(angle=d/r*)=-226.76

N

Figure 15. Construction calculée de la cycloide. On mesure la longueur OM et on calcule, é par-
tir de cette longueur, 'angle (iIM,iA) qui nous permet de placer le point A. La cycloide est lelieu
géométrique de A lors du déplacement de M. :

d=d(O.M)= 8.27
r=d(l.rayon)= 2.09

leGYOH
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conditions, peut-on justifier & un éléve 'impos-
sibilité d’une telle construction ? Il faut défi-
nir ce que le terme « construction » signifie :
_canstruction & la régle et au compas versus construc-
tion avec Calques. 1l faut lui faire admettre
— et en cas d’échec lui imposer I'idée | — que
la solution d’'un exercice de construction n’a
pas & faire intervenir des outils tels que le report
de longueur ou le report de la mesure d'un angle.

L’introduction des nombres dans la géo-
métrie ne peut, ou ne devrait, se faire que si
les notions de base sont bien acquises. Ainsi,
une introduction prématurée du report d’'un
angle défini par sa mesure risque de rendre
vain tout discours sur une définition purement
géométrique du concept d’angle (**). Pour une
.« bonne » utilisation d’un logiciel pédago-
gique, ’enseignant doit donc pouvoir inhiber
certaines fonctions et choisir entre différents
modes d’interaction. Dans tous les cas, Pensei-
gnant doit avoir conscience de la situation créée
par l'introduction d’un tel environnement et
.&tre capable d’identifier les choix didactiques
a effectuer afin d’adapter 'environnement.

Le probléme des “objets”

L’exemple de la cycloide nous raméne
pour conclure au probléme de fond de tout logi-
ciel de GD : quels sont les obyets mathématiques
sur lesquels travailler et, par conséquent,
faire travailler les éléves ?

Notons tout d’abord que, dans Calques, les
deux cycloides des figures 14 et 15 (qu’elles
aient été obtenues par I'intermédiaire d’'une
construction récursive ou comme le résultat
de calculs autorisés par le logiciel), n’ont pas
véritablement le statut d'objets géoméiriques,
au méme titre, par exemple, que les droites

'(13) Rappelons que la mesure d'un angle est une
fonction qui ne peut se définir sans avoir recours a
I'analyse.
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et les cercles. Il s’agit bien d’objets dyna-
miques au sens ol les modifications de la
figure (par action sur les données initiales) entrai-
neront effectivement le mouvement ou la
transformation de ces cycloides. De méme
que tous les lieux géométriques ont cette pro-
priété... Mais ces lieux ne sont pas devenus
pour autant des “objets” totalement utili-
sables dans le “micro-monde” offert 4 1’éléve :
il est impossible par exemple de choisir un point
qui soit contraint & rester sur un tel lieu ou
méme de demander au logicile de construire
son intersection avec une droite, un cercle ou
une autre courbe. Ce sont, en d’autres termes,
des obyjets visuels, mais Calques ne permet pas
de lesintégrer & la géométrie initiale de manie-
re 4 'enrichir par de nouvelles notions.

Les auteurs de logiciels de GD sont de fagon
cruciale confrontés en permanence & ce genre
de problémes. Ils relévent évidemment de
choix pédagogiques mais passent aussi par le
franchissement d'dbstacles dordres mathématiques
etinformatiques... Pas plus que d’autres je ne
connais de réponse parfaitement légitime ou
convaincante & ces questions, mais je vou-
drais, pour terminer, indiquer quelques aspects
de la réflexion qui est & origine de Calques
et de son évolution.

1l est clair tout d’abord que le corpus de
constructions et de propriétés géométriques
liées & un “univers” dont les objets de base sont
les droites et les cercles n’est rien d’autre que
ce qu’il convient d’appeler la “géométrie élé-
mentaire” et constitue, d'une certaine manie-
re, un micro-monde trés riche et relative-
ment clos. I suffit pour s'en convaincre de noter
que toutes les transformations habituelles (y
compris 'inversion) n’obligent pas & sortir
de cet environnement. En premiére analyse,
cet aspect des choses justifie donc & lui seul
d’envisager un logiciel de GD qui soit limité
aux constructions classiques liées & 'usage de
la régle et du compas.
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Tl n’en reste pas moins que, méme tras élé-
mentaire, la géométrie conduit a I'utilisation
des lieux géométriques qui apportent & leur tour
des notions nouvelles : il suffit par exmple de
penser a Pintroduction des coniques, mais
aussi & toutes les courbes de degré supérieur
ou méme aux courbes “transcendantes” telles
que la cycloide... Et cet enrichissement de
Tunivers des objets n’est en fait rien d’autre
que le destin naturel de tout apprentissage de
la géométrie !

Mais I’exemple d’un logiciel de GD montre
précisément en quels termes se pose le pro-
bleme de I'introduction progressive de cette
nouveauté : dans quelle mesure des objets
rencontrés tout d’abord comme des lieux géo-
métriques plus ou moins compliqués doivent-
ils et peuvent-ils acquérir un statut analogue
aux objets initiaux ¢ Or la réponse a cette
question est malheureusement fort décevan-
te : il n'y a pratiquement aucune chance de par-

venir un jour ¢ un tel résultat, du moins avec

une efficacité “épistémologique” qui soit équi-
valente & ce que Von attend généralement
lorsque I'on envisage le probléme comme je I'ai
posé jusqu’ici. Prenons quelques exemples...

a) le cas ot le lieu est une droite ol un cercle

Considérons un probléme simple ol nous
savons que le lieu obtenu est une droite ott un
cercle. Dans la mesure oil il s’agit ici d'objets
de base, on peut sans conteste trouver natu-
rel que le logiciel considére ces “vrais-faux” nou-
veaux objets au méme titre que les anciens et
permette par conséquent de “choisir un point”
sur ceux-ci, voire de définir leur intersections
avec une autre droite ou un autre cercle.

Mazis Ja question qui se pose est immédiatement
celle-ci : comment le logiciel peut-il savoir,
— qu'il a affaire & une droite ou & un cercle,

— quil peut remplacer ce “lieu” rencontré en
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réalité “point par point” par une définition clas-
sique de la droite ou du cercle équivalents ?
Nous en arrivons donc & la nécessité de
répondre & cette question, c’est-a-dire & I'obli-
gation suivante : le logiciel doit disposer d'un
“résolveur” de type “intelligence artificielle”
capable de “démontrer” que le lieu cherché est
bien ce que I'on croit, ou bien le logiciel doit
&tre capable de reconnaitre “analytiquement”
le genre de courbe simple avec laquelle il est
mis en présence...

L’exemple trés simple proposé par la figu-
re suivante montre 4 Pévidence que ce probléme
est en fait trés compliqué, méme sans sortir
des situations propres & la géométrie élé-
mentaire...

(D1) ©)

Figure 16. Lorsque A parcourt le cercle (C),
le lieu du centre du cercle inscrit au triangle
ABC est constitué de deux arcs...

b) le cas des coniques

Le probléme 1ié & V’introduction des
coniques parmi les objets de base est posé
(indépendamment du probléme précédent)
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comme un probléme de fond constituant une
étape vers l'enrichissement de I'univers élé-
mentaire initial. 1] est clair que, de méme
que les droites et les cercles sont “dans la
machine” sous forme d’équations, rien n’inter-
dit d’accroitre le corpus d’objets en y ajoutant
toutes les courbes possédant une représentation
algébrique (ou analytique) suffisamment
maniable. Le probléme des coniques montre
déja les limites imposées par les possibilités
de définition offertes a I'éléve : alors qu'un cercle
peut naturellement étre introduit par son
centre et par un de ses points (voire comme
le cercle passant par trois points donnés), les
multiples facons possibles pour caractériser
une conique dans un contexte quelconque
conduisent & franchir le pas vers ce qu'il est
convenu d’appeler la “géométrie supérieure”.

Il nous a semblé jusqu’ici que Calques
n’était pas prét a évoluer vers ce domaine
dont l'utilité vis-a-vis de I’éléve ne nous paraft
pas encore manifeste... mais les deux exemples
précédents montrent bien que ces questions
constituent un important défi pour ’avenir.

Conclusion

Les logiciels de géométrie dynamique
(GD) ont été congus pour l'enseignement de la
géométrie. Ils offrent de réelles possibilités afin
de construire des situations d’enseignement
qui mettront en valeur les aspects dyna-
miques de la géométrie. Cependant, aprés
une période enthousiaste de découverte du logi-
ciel, il convient de s'interroger sur limpact réel
de cet environnement sur 'apprentissage de
la géométrie. Ainsi, sil est possible, dans un
but publicitaire, d'insister surtout sur Pensemble
des fonctionnalités nouvelles d’une version a
Pautre, une évaluation approfondie doit éga-
lement porter sur adéquation aux différentes
périodes du cursus scolaire. Pour que le logi-

EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
LOGICIEL DE GEOMETRIE DYNAMIQUE

ciel ne crée pas de difficultés conceptuelles,
les connaissances mises en ceuvre doivent
étre adaptées et adaptables. Certaines connais-
sances nécessaires en début d’apprentissage
pourront évoluer ou étre abandonnées. A
contrario, des connaissances trop expertes
ne devront pas étre accessibles 4 des débutants.

Les différents logiciels de géométrie dyna-
mique définissent chacun plusieurs géomsé-
tries qui ne sont pas toujours compatibles entre
elles, parfois par les résultats produits, mais
surtout par les interactions didactiques qu’elles
induisent. Siles logiciels de GD permettent de
relier facilement les aspects numériques et
géométriques, I’enseignant qui veut utiliser
un tel logiciel doit prévoir, pour chaque séquen-
ce pédagogique envisagée, quels sont les aspects
a mettre en ceuvre et quels sont les effets d’un
jeu de changement de cadre mal maftrisé.

La discussion sur la GD semble dériscire
quand on constate la situation en caleul formel.
Les outils de calcul formel (CF) n’ont pas été
congus pour I'enseignement. Ce sont des outils
destinés, pour les plus puissants d’entre eux,
aux mathématiciens. Leur fiabilité vis & vis des
mathématiques enseignées peut &tre trés faci-
lement prise en défaut, beaucoup plus facile-
ment que dans le cas de la GD. Les études sur
les outils de CF doivent servir de référence &
des études analogues en GD. Elles montrent
en particulier 1a nécessité pour Penseignant de
savoir contrdler la situation didactique en
restreignant si nécessaire Pespace de liberté offert
par le logiciel [Artigue 95]. Cependant, la
situation est plus saine en GD :les risques d'indui-
re des représentations fausses ou des concep-
tions erronées sont moindres car le fonction-
nement de type « boite noire » est relativement
réduit. Un outil de CF produit en effet des
résultats incontrélables par Y'utilisateur qui n’a
pas connaissance de I'algorithme mis en ceuvre.
En GD, la plupart des résultats sont compré-
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hensibles car les actions de construction sont
décomposées et chaque action est élémentai-
re. L’apport de la GD est surtout une réalisa-
tion plus rapide et plus précise de chaque
construction que la méme réalisation dans un
environnement papier/crayon.

Apparemment, les logiciels de CF appor-
tent quelques solutions mais posent beau-
coup de problémes [Canet & al. 96]. Les logi-
ciels de GD posent quelques problémes mais
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apportent beaucoup de solutions principale-
ment grice a Paspect dynamique impossible
aréaliser dans un environnement papier/crayon.
Tous ces environnements créent cependant de
nouveaux besoins et induisent une nouvelle
conception de P'enseignement des mathéma-
tiques. Il convient en tout cas de former ou au
moins d’informer les enseignants sur la par-
ticularité des connaissances mathématiques
contenues dans les environnements de géométrie
et dans les outils de calcul formel.
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Nous allons décrire dans cette annexela
réalisation d’un fractal dans un environne-
ment de géométrie dynamique : le triangle
de Sierpinski.

Le triangle de Sierpinski (**) est défini &
partir d'un triangle ABC. On construit les milieux
A, B’ et C de [BC], [CA] et [AB]. On réitere
la construction sur chaque triangle BC'A’, ACB’

et C B'A’ (Fig. D. B
Plus formellement, le fractal est une A
fonction f des points A, B et C solution de : c
A+B A+C B+C B+A C+A C+B
i1 t = A' * i b 3 i 1] b
fa50) <f( 2 2 ) f(B 2 2 ) f(C 2 2 )‘>

Cette fonction est le plus petit point fixe de la fonctionnelle 7 telle que :

1(f)(A,B,C)=<f(A,A+B,A+C),f(B,B+C,B+A),f(C,C+A,C+B),>

2 2 2 2 2 2

On peut donc Vapprocher par 7"(fo) avec fo(A,B,C)=1riangle(A,B,C).

Aussi, la représentation informatique de ce fractal est souvent écrite en définissant la
fonction récursive f, dépendant d’'un parametre entier n par:

f(nA,B,C)= si(n=0), alors triangle (A,B,C)

sinon {f(n-1,4,B,C),f(n—1,B,A4,C),f(n-1,C,B ,A))

ot A%, B’ et C’ sont les milieux des c6tés du triangle ABC. L’entier n est 1a profondeur de la
récursivité.

Le fractal peut alors &tre réalisé par un programme Logo [Edgar 92]. En géométﬁe dyna-
mique, on peut également réaliser ce fractal, & la profondeur n, en définissant éventuelle-

ment, & ’'aide de macro-constructions, chacune des fonctions f(,a.b.c) avec 0<i<n (voir
Fig. Il page suivante). Cependant, une telle représentation ne rend pas bien compte de la
nature d’'un fractal. En effet, en changeant la taille du fractal (en déplagant les sommets
du triangle initial), on modifie l'échelle, mais on ne modifie pas la forme visible du fractal
(Fig. III). On néglige ainsi une caractéristique importante de ce type de fractal : celle de dimen-
sion d’homothétie (similarity dimension [Edgar 92]). Plus précisément, en doublant la taille
du fractal (la longueur des cétés du triangle initial), on obtient un nouveau fractal comportant
3 copies du fractal initial. On dit que le fractal est homothétique interne (self-similarity) et

. . ) Py 1 3
que sa dimension d’homothétie (**) est log®) 1,58496 .
log(2)
(14) Ce fractal est aussi connu sous e nom de « joint de culas- blant un carré, on obtient un carré contenant 4 copies du carré
se de Sierpinski » (Sierpinski gasket). initial; 2=4. Celle d’un cube est d=3, car en doublant les cotés

(15) La dimension d’homothétie d'un carré est d=2, car en dou- d'un cube, on obtient un cube contenant 8 copies du cube ini-
3 tial : 2¢=8, La dimension d’homothétie du triangle de Sierpinski
est d, tel que 2°=3.
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Fig.II, III, IV : différence entre les deux  Fyg. II.
types de constructions. Lorsque le triangle

de Sierpinski de la figure II est grossi, il

subit une simple homothétie dans une défi-

nition standard (Fig. I11) alors qu’il s'enri-

chit en profondeur dans une définition

récursive (Fig. IV).

Fig. III

Il existe en fait trois homothéties (*) du fractal sur une partie stricte de lui-méme et la
| dimension d’homothétie (comprise entre 1 et 2) indique que le fractal a des propriétés
{ intermédiaires entre les propriétés d’un segment et celles d’'un carré. Pour visualiser cette
propriété d’homothétie interne, il faudrait remplacer le test d’arrét de la récursivité « si n=0
» par un test portant, non sur la profondeur de la récursivité, mais sur la taille du plus petit
triangle visible. On peut en effet considérer que Fon a une vision fidéle du fractal, si les seuls
segments non dessinés sont ceux dont la longueur est inférieure & une valeur ¢ assez peti-
te (correspondant par exemple au pouvoir de séparation de l'eeil). ’

La définition du fractal serait alors :
f(A,B,C)= siinflTAB,BC,CA) < ¢ alors triangle (A,B,C)
sinon (f(n-1,A,B,C),f(n-1,B,A,C),f(n-1,C,B ,A"))
La version 2.2 de Calques accepte les constructions récursives. La condition d’arrét d’une
construction récursive définie par :
flx) := si condition alors y sinon fla)

est Uimpossibilité de la construction de fla). C'est-a-dire que si la fonction f n’est pas défi-
nie pour a, la récursivité s’arréte. Il suffit done de construire les milieux des cotés du tri-

(16) Le terme similitude serait mieux adapté car plus général et correspondrait d'ailleurs & une traduction plus
fidele de I'anglais.
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angle ABC de telle sorte que ces milieux
n’existent pas si 'un des cdtés a une lon-
gueur inférieure & &. La Fig. V donne
une idée de cette construction bien qu’elle
ne soit pas exactement conforme a la
définition proposée.

On définit ensuite trois récursions en
appliquant A et C sur C’ et A’, puis B et
Csur C et B’ et enfin Aet Bsur B’ et A.
Cette définition de la récursion se fait trés
simplement, par manipulation directe, en
saisissant les points et en les amenant sur
leurs correspondants. Le résultat de 1a Fig.
I1 dépend de ¢, visualisé par la longueur
du segment [Oe].

La Fig. IV montre alors le fractal
défini avec la méme valeur de &, pour un
triangle initial de taille double.

Cette réalisation modélise assez fide-
lement Phomothétie interne du fractal. De
plus, en diminuant la valeur de g, on
obtient une représentation du triangle de
Sierpinski & une profondeur de récursi-
vité supérieure... et on augmente sensi-

blement le temps de calcul ().

O e
+ 4

mc mb ma ¢ b a

| —

+

Fig. V. On définit la valeur limite €, en plagant un
point e sur un segment [OI}. £ =Oe. On efface le seg-
ment [OI} et on trace le segment [el]. Pour construi-
re le milieu de [AB], dépendant de la condition
AB > ¢, on reporte le segment AB en Oc en trans-
latant en O le segment, puis en construisant le
point ¢ comme intersection d’un cercle de centre O
passant par le point ainsi translaté et le segment
[eI). Le point c¢ est ainsi défini par Oc=AB et
Oc > £. On construit ensuite le milieu me de [Oc].
Ce point n'existe donc que si AB > £. On reporte ce
point sur le segment [AB). On construit de la méme
manitre les milieux des deux autres cotés.

(17) A une profondeur n, le nombre de triangles construits est de I'ordre de 3", Ce résultat peut se déduire
par récurrence de l'algorithme récursif dépendant de n.

Post-Scriptum
(par Philippe Lombard)

Accepté par Repéres en décembre dernier,
cet texte sera malheureusement le dernier
article de Philippe Bernat : il nous a quittés
le premier janvier 1997, emporté par une
hémorragie interne & ['dge de 49 ans.
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Bien siir, les mots ne consolent guere,
méme s’ils parviennent quelquefois a exprimer
la tristesse, et les hommages posthumes nous
font souvent prendre le risque de la mal-
adresse, car ils nous obligent a tenter dexpri-
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mer tout haut ce qui faisait de celui qui nous
manque brusquement un agréable compa-
gnon de tous les jours... Un peu comme si la
vague que nous suivons parfois longuement du
regard, depuis le rivage — tout simplement parce
qu’elle nous semble plus belle, plus chan-
geante, plus haute ou plus forte que les autres
— ne se mettait & acquérir de sens qu'a par-
tir du moment o elle viendrait s'échouer sur
la greéve... en ne nous laissant déja plus que
quelques images gravées dans la mémoire...
télescopées par la tristesse... et qu’il nous faille
les rassembler pour les dire... Permettez-moi
cependant d’écrire ici, en quelques lignes,
Lémotion suscitée par cette disparition chez les
nombreux amis de U'Irem de Lorraine ou de la
Commission Inter-Irem Informatique que lui
. avaient valu sa modestie, son intelligence et
sa gentillesse, et d'essayer de traduire ce que
Philippe Bernat représente pour nous tous,
ce qu'il nous a appris depuis qu’il a commen-
cé a s’investir dans la création de logiciels
destinés aux éléves, et ceci dans un parcours
peu commun mais sous-tendu par une passion
que nous connaissons bien puisque c'est celle
de l'enseignement des mathématiques.

Il est, en effet, peu courant de découvrir
Uinformatique au début des années quatre
vingt avec lapparition des premiers To7 et autres
Mo5, pour en arriver & soutenir, en 1995, une
thése d’Université fondée sur un logiciel d'aide
au raisonnement et & la démonstration en
géométrie élémentaire... Mais je laisserai a dautres
le soin de dire en quoi ce “Grand-Buvre” est
particuliérement original en matiére de réflexion
sur ce qu’il est convenu d’appeler un peu vite
“lintelligence artificielle”, et aussi combien
de difficultés techniques il a dit surmonter
peu & peu, ne serait-ce que par la nécessité d’inté-
grer & la partie consacrée é la démarche de démons-
tration, rien moins qu’un logiciel complet de
constructions géométriques. Je voudrais sur-
tout m’attacher @ ce dont les utilisateurs, les
2élateurs, ou méme les détracteurs, de telles expé-

EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
LOGICIEL DE GEOMETRIE DYNAMIQUE

riences sont généralement moins conscients :
la dose d’intelligence, d’astuce permanente et
d’ouverture d’esprit qui sont nécessaires pour
progresser dans ce genre de recherches.

Ceux qui ont déja tenté un tant soit peu
de créer d'un bout & l'autre le moindre petit pro-
gramme savent ce que peuvent signifier les heures
passées devant son écran ou sa feuille de
papier pour surmonter les obstacles qui sur-
gissent a chaque pas ; pour éliminer les fameux
“bugs”, pour mettre au point les “procédures”,
pour ruser & chaque instant avec tous les
paramétres, pour prendre en compte tous les
cas de figures, pour optimiser un algorithme,
etc., ete. Ils savent les déceptions face aux
caprices apparents d’'un programme qui se
refuse obstinément & fonctionner comme on le
souhaiterait — tout bonnement parce que l'on
a oublié un détail et que linformatique est une
technique qui ne supporte pas les a-peu-prés
— ils savent aussi, & linverse, le plaisir si difficile-
ment communicable qui les envahit lorsque le
travail accompli se trouve récompensé par un
logiciel qui “veut bien tourner” et accepter
enfin de traduire une partie de tout ce que l'on
aurait désiré, au départ, lui voir capable de
réaliser...

Ils savent tout cela, mais ils savent sur-
tout que le travail apparent de ces alchimistes
du vingtiéme siécle que sont les créateurs de
programmes n’est en réalité que la surface
des choses, l'écume visible a la créte de la
vague... Certes, les milliers d’heures appa-
remment consacrées a l'ordinateur, les longs
moments de méditation pendant lesquels le monde
extérieur ne semble plus exister qu'a l'aune d’un
point de syntaxe négligé, d’une boucle qui
s’'ingénie a se “planter” ou d’un appel récursif
qui détruit obstinément les données que l'on
voudrait conserver, et toute cette “alchimie” impé-
nétrable aux profanes font irrésistiblement
songer G ces amoureux de science qui pas-
saient leurs nuits dans leur laboratoire ¢ sur-
veiller leurs fourneaux en compagnie de leurs

35



EVALUATION ET EVOLUTION D'UN
LOGICIEL DE GEOMETRIE DYNAMIQUE

cornues et de leurs mortiers : une alchimie moder-
ne ot les vases, les alambics et les creusets de
Jjadis auraient laissé la place aux “pixels”,
aux “octets”, aux “pointeurs”, aux “piles”, aux
“Interfaces”, aux “commandes”... et ot tous
les grimoires d’antan ne prendraient plus la
forme que de disquettes, de CD-ROM ou de lis-
tings...

Mais Dobjectif ultime de Ualchimie “opé-
ratoire” n'était-il pas la transformation de
lalchimiste lui-méme ? Le Grand-(Buvre qui
était censé couronner le labeur n'avait-il pas
précisément pour but de révéler a l'adepte la
“connaissance” de toute chose ?

Les quelques passionnés d'informatique qui
ont suivi la voie choisie par Philippe Bernat
ne se contenteraient donc pas de la description
superficielle que jai pu en donner jusqu'a pré-
sent. Ils savent que l'essentiel de leur quéte n'est
rien d'autre que d'avancer sur le chemin de cette
“connaissance” qui, pour eux comme pour
beaucoup d’entre nous, s’appelle parfois “cul-
ture”, “progrés”, “science”, “mathématiques”,
“géométrie”... mais qui, quel que soit le nom
sous lequel on cherche & la délimiter, motive
les heures passées a son amélioration et d son
enseignement. Ils savent que, contrairement aux
sciences occultes comme lalchimie, qui se
piquaient d'ésotérisme, d’élitisme et de secret,
le moteur du progreés est précisément ici dens
la transmission des connaissances et des mé-
thodes. Celui qui cherche a plier la machine
& son sauoir-faire pour lui donner un semblant
d’esprit ne cherche rien d'autre qu'a com-
prendre lui-méme, en définitive, les arcanes de
la pensée, afin de pouvoir transmettre qux
autres ce qui pourrait le mieux les aider d
comprendre et découvrir & leur tour... Et cest
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au travers de cette quéte de Uesprit — de son
fonctionnement, de son éducation — qu’ils
trouvent un accomplissement pour eux-mémes,
et que leur ceuvre nous conserve une parcelle
de leurs avancées, dont il convient & chacun
de profiter, qu'il convient & chacun de saisir
et de prolonger...

Autodidacte de U'informatique, Philippe Ber-
nat a réussi dans cette quéte, car il a su satis-
faire sa passion et nous laisser les traces d’'un
travail créateur que je souhaiterais & chacun
de pouvoir apprécier d sa juste valeur. D'autres
— ses fils peut-étre — ne manqueront pas, je
Uespére, d'en tirer profit ; ils apporteront a leur
tour leur pierre & Uédifice, tout en sachant
que celui-ci, malheureusement, ne saurait
Jamais étre complétement achevé, mais que sa
construction ne saurait encore moins s’inter-
rompre, poursuivie sans cesse des parents aux
enfants, des maitres aux éléves...

Parce que — tout comme celles que nous
suivons avec attachement du regard — les vagues
ne meurent jamais...

Qu’elles hésitent et se fragmentent contre
les rochers, qu’elles se brisent en ricochant sur
les falaises, qu’elles semblent arréter leur
course en déferlant par dessus les jetées ou quielles
S'étirent lentement, comme épuisées, sur le sable
de la plage ; toujours celles que nous croyons
voir disparaitre ne sont qu'une infime parcelle
des vraies qui les animent et les dirigent... De
celles qui, par dela les brisants et les caps bor-
dant notre vue, poursuivent inlassablement
leur course, au deld des jetées, au dela des
falaises ou des continents, au deld de Uhori-
zon,... la-bas, au loin...

A jamais.





