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SITUATION D’AGRANDISSEMENT ET
CONSTRUCTION DU CONCEPT D’ECHELLE

Introduction

Nous tenterons d’analyser, dans le cadre
de cet article, la diversité des conceptuali-
sations et des procédures de résolution
mises en cuivre par des éleves de college
confrontés a la résolution d’une série de
problemes d’agrandissement et d’échelle.
En nous situant dans une perspective de
psychologie cognitive, nous mettrons plus
particulierement I’accent sur la variété des
savoirs et savoir-faire mobilisés par
chacun d’eux avec plus ou moins de perti-
nence.Nous aborderons tout particulia-
rement les principales difficultés liées au
passage des situations d’agrandissement
aux problémes nécessitant d’objectiver le
concept d’échelle. Chemin faisant, ce
travail nous permettra de dévoiler un
ensemble d’éléments qui permettent de
différencier les “bons éleves” de ceux qui
éprouvent davantage de difficultés.

Jean-Pierre LEVAIN
Irem de Besancon

Nous avons conduit pour ce faire une
série d’entretiens avec 20 éleves de
cinquiéme, quatriéme et troisieme. Notre
objectif était de faire préciser a chaque
sujet ses principaux modes de fonctionne-
ment : comment s’organisent ses diffé-
rentes procédures en fonction de la
complexité du probleme ? Quel est I’état de
ses connaissances ? Quelles sont ses
erreurs les plus fréquentes ? Les diffé-
rentes représentations symboliques qu’il
utilise ? Nos entretiens accompagnent
systématiquement une activité de résolu-
tion de problemes. Notre analyse porte
donc 2 la fois sur les procédures mises en
oavre par le sujet (analyse des protocoles),
et sur ses verbalisations, que celles-ci
soient spontanées ou en réponse & des
questions de notre part. Nous ne présente-
rons pas ici, faute de place I'intégralité des
entretiens qui couvrent plus de 200 pages,
mais seulement certains fragments parmi
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les plusreprésentatifs. De ce fait, certaines
interprétations peuvent donner l'impres-
sion au lecteur de déborder en partie le
cadre des exemples proposés.

Maitriser les situations
d’agrandissement

1. Les conceptions des éléves

Nos entretiens soulignent que les éleves
de collége connaissent bien le terme
d’agrandissement puisque dix-neuf éléeves
(sur vingt) le définissent, d’un point de vue
théorique, comme étant le résultat d'un
opérateur multiplicatif (un seul le définit
de manidre additive). Ils semblent égale-
ment maitriser sur ce plan les aspects
invariants essentiels liés & ce concept en
avancant, sans plus d’hésitations, que

dans un agrandissement, toutes les dimen-
sions changent (elles sont multipliées)
alors que la forme se conserve. Dix éleves
qualifient spontanément cet opérateur
multiplicatif d’échelle, cinqg autres
associent d’emblée la situation d’agrandis-
sement & la proportionnalité. Ces concep-
tions apparaissent d’emblée positives ;
pourtant, quand on quitte le domaine
_spécifiquement mathématique pour
aborder des situations d’agrandissement
davantage en prise avec le quotidien, les
conclusions de dix éléves, soit juste la
moitié de notre échantillon, deviennent
beaucoup moins assurées et marquent déja
une rupture entre savoirs et savoir-faire :

Isabelle, troisiéme (1) :

— As-tu des exemples d’agrandissements
dans la vie courante ?

(1) Les interventions de l'interviewer sont présen-
tées en italiques.
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— Des photos qu’on aime bien, on peut
les faire agrandir.

— Est-ce que les régles d’agrandissement
de figures géométriques s’appliquent
également a l'agrandissement de
photos ?

— Alors 14 je ne sais pas..
vous dire...

—Et avec une photocopieuse, on peut
faire des agrandissements et des réduc-
tions...

~ Qui, oui...

— Est-ce que ce sont les mémes régles
également ¢

— Euh non, cest différent, mais je ne
sais pas comment on fait, vu que c’est la
machine qui fait...

. Je ne peux pas

Charlotte, troisiéme :

— Prenons l'exemple d’une photocopieuse
qui peut agrandir ou réduire des
documents, donc aussi des figures
géoméiriques, est-ce que les régles
d’agrandissement sont les mémes ?

— Non parce qu’avec une photocopieuse,
on peut trés bien agrandir une 1ongueur
par 2 et une autre par 3...

— Tout n’est pas forcément multiplié par
le méme nombre,

— Non, c’est pas obligé !

—Tout & l’heure tu m’as dit : “Si on
oublie de multiplier une longueur par le
méme nombre, la forme change comple-
tement”. Dans un agrandissement de
photocopieuse la forme change ?
—[Long silence] ... Non ¢a ne change
pas...

Ces deux exemples, choisis parmi bien
d’autres, illustrent la difficulté (classique-
ment reconnue dans lenseignement) du
transfert des connaissances. Le passage
d’un domaine de référence & un autre
n’implique pas nécessairement le transfert
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1,5 cm

D’

-

Termine le rectangle AB’C’D’, pour qu’il soit un agrandissement du rectangle ABCD

Scm C

/

Enoncé du probléeme n° 1

des connaissances et des procédures qui s’y
rapportent ; méme si celles-ci sont par
ailleurs assez largement automatisées
dans le cadre familier des situations les
plus fréquemment rencontrées a ’école. -

Ces deux exemples traduisent égale-
ment une distorsion du rapport des mathé-
matiques & la réalité qu’on rencontre chez
un grand nombre d’éléves en difficulté.
Beaucoup d’entre eux ne décrivent plus
nécessairement les mathématiques comme
un ensemble d’outils permettant de
comprendre des situations et de résoudre
des problemes “réels”, mais davantage
comme un monde clos, disposant de ses
propres regles qu’il importe de bien maitri-
ser pour réussir dans le cadre scolaire.

2. Les procédures de résolution

Nous observons que la plupart des
éleves utilisent en priorité des procédures
qui donnent du sens & la situation d’agran-
dissement. Par exemple au probléme n°1,
quatorze éldves (soit les 3/4 de notre
échantillon) calculent d’emblée le rapport
externe d’agrandissement qui est complexe
(5/3), alors que cinq seulement utilisent le
rapport interne simple (1/2). Nous relevons

par ailleurs une procédure additive
(énoncé du probléme ci-dessus) (2),

Parmi les quatorze éleves qui calculent
le rapport externe d’agrandissement, huit
sont réticents, malgré I'insistance de nos
suggestions, & accepter la validité de la
procédure reposant sur le rapport interne,

voire la rejette purement et simplement :
Isabelle, troisiéme, probléme n°1 :

— La longueur du rectangle est de 3
centimetres, 14 elle est de 5, donc je vais
diviser 5 par 3, pour savoir par quoi je
vais multiplier 1,5 centimeétres...
J’arrondis a 1,6... Alors 1,5 fois 1,6... Ca
me donne 2,4 centimétres pour la
largeur.

— D’autres éléves me disent : comme la
largeur est la moitié de la longueur, il
suffit de diviser 5 par 2...

— Je sais pas, c’est pas un bon raisonne-
ment, on n’a plus les mé&mes propor-
tions.

(2) Dans le matériel présenté aux éléves, chaque
probléme occupe I'espace d'une feuille
21 x 29,7 cm. Les énoncés sont ici resserrés
pour un gain de place.
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— Pourtant 1,5 est bien la moitié de 3...
— Je ne sais pas... je pense pas que ce
soit ¢a... Je fais toujours & ma maniere...

Aurélie, troisiéme, probléme n°1 :

— Alors euh... Faut déja trouver
T’échelle... Pour la calculer, on va faire...
L’échelle est égale 4 la dimension dessi-
née sur la dimension réelle ! Ca fait a
peu prés 1,6, euh... 1,7 donc on va multi-
plier la mesure BC par 1,7 pour trouver
B’C’. Ca fait & peu pres 2,55...

— D’autres éléves me disent @ “ici la
largeur fait la moitié de la longueur’...
— Bien ce sera pas tout 2 fait exact. Cest
slir que c’est la moitié, mais il est faux...
Parce que si on se retrouve avec des
nombres & virgule on pourra pas trouver
[stlence]...

— Oui, mais dans le cas présent...

— C’est faux ! Dans un agrandissement
[long silence]... On trouvera pas les
mesures exactes [silence]... Je ne sais
pas...

— Donc pour toi ce n’est pas pareil. On
n’aboutit pas forcément au méme résul-
tat ?

—Si, on trouve & peu prés le méme résul-
tat, mais ce n’est pas un raisonnement
trés exact... On ne trouvera pas le résul-
tat exact, ce sera approximatif.

Ces deux exemples nous permettent de
préciser nos remarques précédentes. Nous
constatons en effet que les éléves en
difficulté développent fréquemment une
solution unique (juste ou fausse) qui leur
est familiere. Ils ne disposent pas, contrai-
rement aux “bons éléves”, qui passent
beaucoup plus aisément d’une solution a
une autre, d’un répertoire de procédures
organisés de maniére signifiante. Du coup,
ces mauvais éleves donnent trop d’impor-
tance & certains traits de surface qui sont

REPERES - IREM . N° 25 - octobre 1996

prélevés dans Pénoncé (indices linguisti-
ques ou numériques par exemple) au
détriment d’une véritable compréhension
du probléme qui passe par 'analyse de sa
structure mathématique. Nos données
nous permettent de relever que la compré-
hension de 1’éléve passe par deux aspects
complémentaires :

1.- la capacité & analyser et a traiter un
ensemble varié de situations et de
problemes d’agrandissement.

2.- La possibilité de mettre en cauvre, ou
du moins de reconnaitre, différentes
procédures permettant de résoudre un
méme probleme.

Face 4 un probleme, la réponse du sujet va
dépendre 2 la fois du répertoire de schémes
qu'il peut mobiliser et aussi de la plus ou
moins grande familiarité de la tache.

Le temps d’analyse du probleme nous
apparait également comme une caractéris-
tiques distinguant les “bons éleves” des
sujets en difficulté. Les premiers prennent
davantage de temps pour construire une
représentation du probléme pouvant
prendre des formes trés variées : le plus
souvent graphique (schémas et dessins),
mais aussi orale (récapituler plusieurs fois
le probleme en mettant Vaccent sur les
données essentielles). Ce constat ne signi-
fie pas nécessairement que les éléves en
difficulté ne construisent pas une repré-
sentation de la tiche. Cette derniere est
cependant difficilement observable en ce
qui concerne nos protocoles.

Nous avons voulu, avec le probléme n°2,
tester la solidité des procédures additives
développées par certains. Nous nous
sommes pour ce faire inspiré de la célebre
épreuve de Karplus “Mr Short and Mr Tall”
(Karplus et al., 1972) :
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Mic Luc

o

Sur une photo, Mic mesure 4 cm
et Luc 6 cm.

Aprés agrandissement de la photo,
Mic mesure 6 cm

Combien Luc mesure-t-il sur la
photo agrandie ?

Enoncé du probleme n° 2

Au probleme n°l, dix-neuf éleves
énongaient correctement la conservation
de la forme d’une figure suite & un
probléeme d’agrandissement relativement
classique. Les résultats apparaissent
nettement plus nuancées en ce qui
concerne le probléme n°2 :

Ce probléme est assez mal réussi pour
deux raisons principales ) :

— La symétrie des valeurs numériques
invite & T'utilisation d’une procédure
additive (tendance & répondre : 8).

— Cet effet est sans doute renforcé par la
petite taille des nombres qui pousse le
sujet & répondre trés vite, sans forcé-
ment contrdler les opérations.

En effet, dix éléves (la moitié de 'échan-
tillon) construisent spontanément une pro-
cédure additive (réponse 8). Deux éleves
maintiendront et argumenteront ce choix
malgré les nombreuses confrontations de
notre part :

(3) Nous avons intégré, il y a quelques années, ce
probléme dans I'épreuve de mathématiques du
concours d'entrée a I'école normale de Besan-
gon. A notre grande surprise, presque la moitié
des candidats n’ont pas réussi a le résoudre.

Charlotte, troisiéme, probléme n°2 :

— Au début, Mic faisait 4 cm et Luc 6.
Tandis qu’aprés, quand la photo est
agrandie, il fait 6 cm ; Donc il fait 2 em
de plus; Il faut rajouter 2 cm & Luc...

— Tout & lheure tu m’as dit : “Pour faire
un agrandissement, on multiplie toutes
les dimensions par le méme nombre”, et
puis la tu fais une addition, tu peux
m’expliquer ¢a ¢

—[Long silence]... Bien parce que tout a
Yheure ils divisaient, c¢’était divisible
quoi... [Long silence]...

— Comment tu as fait pour repérer que
c’était une addition ¢

— Si Mic passe de 4 4 6 cm [silence]... Et
puis comme c’était pas le double alors
[silence]...

— Si Mic était passé de 4 & 8 cm, tu
aurais fait comment ?

— Jaurais dit 10... Mais jaurais hésité
avec 12 [silence]...

— Tu aurais hésité entre 10 ou 12...

— Oui, mais maintenant, je ne sais plus
[silence]...

Ce passage est intéressant car il met en
évidence le privilege accordé au double qui,
ici, met en balance la réponse additive.
Doubler toutes les dimensions reste une
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opération accessible & beaucoup d’éleves
encore en difficulté avec la proportion-
nalité. I] est dans ce cas possible de parler
de pré-proportionnalité.

L’échelle : un concept délicat
et ambigu

1. problématique

Les situations d’agrandissement et
d’échelle sont aujourd’hui d’un usage
relativement courant (photos, zooming,
agrandissement ou réduction de
documents & l'aide d’une photocopieuse,
etc.). De méme, la lecture de plan, ainsi que
la distinction entre carte et territoire
renvoient 4 des pratiques sociales tout &
fait banalisées (notice d’agencement de
“lego”, construction d’un modéle réduit,
choix d’un itinéraire, calcul du kilométrage
etc.). Néanmoins les problémes d’échelle
posent dans leur ensemble de grosses
difficultés a la plupart des éléves (environ
30% de non-réponses). Le calcul d’une
échelle sous sa forme fractionnaire n’est
réussi que par un peu plus du tiers des
éleves de college. Le changement d’écriture
que traduit le passage d’'une échelle de
type : “2 cm pour 1 km” ou de type :

0 300m
—

vers une forme fractionnaire est encore
plus délicat puisqu’il n’est réussi que par
27% de ces mémes éléeves (Levain, 1992).

Plusieurs hypotheéses peuvent d’ores et
déja 8tre avancées pour expliquer la
faiblesse de ces résultats :

En ce qui concerne les programmes,
I’échelle est une notion souvent introduite
au CMg ; elle n’est plus enseignée en
sixiéme puis réapparait en cinquieéme. Il
est permis de penser qu'un réinvestis-

10
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sement en quatrieme et en troisidme
permettrait d’améliorer les performances
des éleves. Les processus d’assimilation et
de construction de sens s’étendent en effet
sur du long terme.

Dans les problémes d’échelle, le plan ou
la carte est un objet physique sur lequel
I’éleve est invité a faire des mesures.
Pourtant, au college, il est progressi-
vement demandé aux éléves de ne plus
faire de mesures 4 la régle. Les différentes
figures géométriques deviennent essentiel-
lement des supports de réflexion. Leur
statut est alors davantage qualitatif que
quantitatif. En ce sens, représentants
géométriques et représentants cartogra-
phiques renvoient & des démarches qui
peuvent apparaitre contradictoires 2a
certains sujets.

Le concept d’échelle a par ailleurs un
statut épistémologique ambigu. Il ne s’agit
pas d’'un objet mathématique au sens
strict. Il n’est pas, contrairement aux
autres objets mathématiques, étudié de
maniére interne a cette discipline. Il ne
peut donc pas se définir exclusivement en
référence & d’autres objets mathéma-
tiques. Une enquéte en direction des
professeurs permettrait sans doute de
mieux cerner la part de connaissances
extra-mathématiques véhiculées lors de
I’enseignement de cette notion. Si par
exemple l’expression fractionnaire de
I’échelle reste une compétence exigible, ce
n’est sans doute pas toujours la forme la
plus pertinente pour raisonner sur les
différentes grandeurs en jeu.

Enfin, le passage des problémes
d’agrandissement & ceux d’échelle n’est pas
direct et ne va pas de soi. Considérons les
deux exemples suivants : “le salon est trois
fois plus grand que la cuisine” ou encore “ce
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-

P'immeuble?

Ecris ta réponse dans le cadre

o

Un architecte a réalisé la maquette d’'un nouveau quartier. Sur cette maquette, un immeuble de
25 m de haut est réprésenté par une petite boite d’allumettes de 5 cm de hauteur.

Par quel nombre faut-il multiplier 1a hauteur de cette petite boite pour obtenir la hauteur de

(tu peux faire les changements d’'unités que tu désires).

Enoncé du probléme n° 3

négatif photo a été agrandi 25 fois”. Les
deux objets mis en rapport sont chaque fois
d’une grandeur comparable, ils sont en fait
facilement assimilables & des objets
géométriques. Par contre, en ce qui
concerne les problemes d’échelle la diffé-
rence de taille est telle entre les deux
objets que d’emblée le rapport se construit
plutdt comme un rapport entre un signi-
fiant et un signifié que comme un rapport
entre objets de méme nature. L'échelle
traduit alors les caractéristiques dun
signifiant dans son rapport au signifié
comme celui d’une carte au territoire
qu’elle représente. Comment faire, dans ce
cas, pour restaurer entre ces deux objets
une analyse géométrique en terme de
rapport de similitude ?

Une étude préalable sous la forme d’'un
questionnaire que nous avons soumis & 225
éleves (Levain, 1994) nous a permis de
souligner l'utilisation tardive de lexpres-
sion fractionnaire d’un rapport d’agrandis-
sement puisqu’elle n’apparait de maniére
significative qu’a partir de la classe de
troisigme. La grande majorité des éléves
privilégient la forme décimale et appro-
chée de ce rapport. I1 faut peut-étre voir 1a
un effet lié a la généralisation des calcula-
trices. Cette enquéte nous a permis de
décrire deux niveaux de difficulté liés a

P’objectivation du concept d’échelle expri-
mée sous forme de fraction :

1.- La principale source d’erreurs dans
le calcul d’une échelle fractionnaire
concerne ’harmonisation des unités. 25%
des éléves “oublient” de gérer les unités et
calculent un rapport dans lequel le
numérateur est exprimé dans les termes
du signifiant (toujours en centimetres) et
le dénominateur dans ceux du signifié (en
metres ou en kilométres). Ce type d’erreur
est par ailleurs trés stable puisqu’il
augmente avec ’Age sensiblement dans les
mémes proportions que la réussite.

2.- Les difficultés constatées dans I’écri-
ture méme du rapport génerent un grand
nombre de non-réponses. Par exemple de
nombreux éléves avouent apres avoir tracé
le trait de fraction : “je ne sais pas quoi
mettre en haut et en bas”. Les écritures
plus ou moins aberrantes du rapport
constituent i elles seules 5% du total des
réponses.

2. Présentation des problémes
Le probleme n°3 (ci-dessus) peut étre
considéré comme intermédiaire entre les

probléemes d’échelle et ceux d’agrandis-
sement. La formulation employée décharge

11
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Un mur de 50 m de long est représenté sur un plan par un segment de 10 cm.

Quelle est I’échelle de ce plan ?

Ecris ta réponse dans le cadre

Enoncé du probleme n° 4

I’éleve de la nécessité d’objectiver le
rapport d’agrandissement, il convient
cependant d’harmoniser les unités de
mesure afin de pouvoir calculer cet opéra-
teur multiplicatif qui reste un concept
familier & la plupart des élaves.

Le probleéme n°4 est tiré de ’évaluation
EVAPM 4/89, il nécessite de calculer une
échelle de type fractionnaire connaissant
une dimension sur le terrain et celle qui lui
correspond sur la carte. Les valeurs
numériques utilisées (respectivement
10cm et 50m) rendent ce calecul assez
simple.

I1 nous semble intéressant de comparer
les deux problémes précédents puisque les
valeurs numériques sont trés proches
(respectivement “10 cm et 50 m“ et “5 cm et
25 m”, les rapports de réduction sont tous
les deux égaux a 1/500). En ce qui concerne
notre enquéte préalable au college, nous
observons que pour les trois classes de
cinquieme, quatrieme et troisieme, le
pourcentage de réussite est de 53% pour le
probléme n°3 et seulement de 37% pour le
n°4. Selon nous, cette différence traduit
principalement les difficultés qu’éprou-
vent de nombreux éleves & objectiver
Téchelle sous forme de rapport. Il y a sans
doute ici un décalage lié au passage d’un
“concept outil” (n fois plus grand que) & un
“concept objet” (rapport de type 1/n).

12

Il reste néanmoins surprenant de
constater que, malgré le rappel fait dans
I’énoncé, la principale source d’erreur & ce
probléme n°3 reste bien la gestion des
unités. Compte non tenu de ces erreurs
d’harmonisation et pour ces mémes éléves
le pourcentage de réussite passerait de 53
& 77% soit un score équivalent & celui de
nos problemes d’agrandissements les plus
classiques. Force est de constater que, dans
les probléemes d’échelle, la différence de
taille entre l'objet représenté et son repré-.
sentant est telle que d’emblée le rapport se
construit déja entre un signifiant et un
signifié et non nécessairement dans les
termes d’un rapport de similitude.

Le probléme n°5 (page suivante) néces-
site le calcul d’'une dimension sur le terrain
connaissant sa correspondance sur le plan
ainsi que 'échelle de type :

0 300m
—i

Il permet d’observer ’éleve a travers son
activité de lecture de plan puisqu’il doit
effectuer une mesure a la régle, de tester
avec lui la validité de tout un ensemble de
procédures (additions itérées, calcul d'un
rapport, produit en croix etc.) de lui
proposer enfin un changement d’écriture
de I’échelle vers une forme fractionnaire, ce
qui représente au vue de notre enquéte
préalable un exercice particulierement

difficile.’
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Voici un plan de la ville
de Besangon :

-
75\

'
RN
[ 4 far

Qioennn
R~

Début de la rue C. Nodier

Fin de la rue C. Nodier

Quel est, sur le terrain, la
longueur en metres de la
\rue Charles Nodier ?

A
X

e
N

N
4

Enoncé du probléme n° 5

3. Objectiver l'échelle

En ce qui concerne le processus de
conceptualisation de I’échelle, Yanalyse de
nos 20 entretiens nous permet de distin-
guer 3 profils d’éléves organisés autour de
certaines catégories de réponses :

Neuf éleves réussissent la plupart des
probleémes proposés et peuvent étre quali-
fiés de “bons éleves”. Nous relevons cepen-
dant chez cing d’entre eux, lerreur qui
consiste 4 exprimer, dans le calcul de

Péchelle, le dénominateur dans les unités
du signifié et le numérateur dans celles du
signifiant. Il suffit cependant d’attirer
I’attention de ’éléve sur ce point pour qu’il
effectue spontanément la correction.

Elise, cinquiéme, probléeme n°5 :

— Est-ce que tu peux me calculer l'échelle
de ce plan sous sa forme fractionnaire ?
— Alors bon je suis pas forte en échelle
hein ! 0,5 em ¢a fait 100 c¢m, donc si je
multiplie par 2, jobtiendrai 1 em, ¢a fait

13
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déja 1 sur quelque chose, sur 200 oui,
non ?

— Qu'est-ce que ¢a veut dire une échelle
de 1/200?

— Quand j’ai 1 cm sur le plan, en réalité
ca fait 200 em...

— Out, mais ici c’est 200 m, pas 200 cm...
— Ah bien oui, 200 m alors je rajoute
deux zéros, décimetres et centimétres,
done P’échelle c’est 1/20.000...

Ces neuf bons éleves font bien le lien
entre les problemes d’agrandissement et
ceux d’échelle. Ils ont une conception
solidement organisée autour de linva-
riance du rapport d’agrandissement
quelles que soient les dimensions qui
permettent de le calculer. De plus, ils
conceptualisent simultanément 1’échelle
comme une opération de réduction (une
division) et comme une relation entre un
signifiant et un signifié. Cette double
conceptualisation facilite le passage d’une
écriture de léchelle & une autre. Elle
traduit également l'existence d’un réper-
toire de schémes conséquent caractéris-
tique des bons éleves. Au probleme n°3 par
exemple, ils qualifient sans ambiguité cet
opérateur multiplicatif comme étant un
nombre sans dimension :

Mickaél, troisiéme, probléme n°3 :

— Qu’est-ce que ¢a représente 500 ?
—500... Déja je mets pas d’unités parce
qu’il n’y en a pas.

— Pourquoi il n’y a pas d’unités ?

— Parce que, que ce soit en em, en dm ou
en km ce sera toujours fois 500. 500 c’est
Téchelle.

— L’échelle c’est ce qui caractérise la
maquette ?

— Oui c’est un coefficient par rapport a
Pimmeuble réel.
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Valérie, troisiéme, probléeme n°3 :;

— Qu’est-ce que ¢a signifie ce 500 ?

— Bien cest le [silence]... C’est le coeffi-
cient de proportionnalité... Le nombre
par lequel il faut multiplier les dimen-
sions de la maquette pour obtenir
Pimmeuble réel.

Un groupe de quatre sujets (1/5 de notre
échantillon) peut &tre considéré comme
intermédiaire. Ces éléves réussissent bien
les probléemes d’agrandissement mais
échouent massivement & ceux d’échelle.
Les entretiens soulignent la difficulté
qu’ils éprouvent & conceptualiser Péchelle
sous sa forme fractionnaire. Nous sommes
par ailleurs surpris des difficultés que
nous rencontrons & confronter certaines
procédures erronées. Analyser la consé-
quence des calculs mis en caavre ainsi que
la plausibilité des résultats n’est pas, pour
ces éleves, chose aisée.

La construction d’un plan ou d’'une carte
n’est plus percue de maniére dynamique
comme une opération de réduction, donc de
division, mais davantage comme une
relation statique entre un signifiant et un
signifié. De ce fait les problémes de change-
ment d’écriture de D’échelle deviennent
souvent insurmontables puisque le terri-
toire dans son rapport au plan ou & la carte
n’est plus nécessairement con¢u comme
une réalité intangible. Ce groupe d’éléves
soutient fermement la nécessité
d’exprimer le numérateur dans les unités
du signifiant et le dénominateur dans
celles du signifié :

Stéphanie, quatriéme, probléme n°4 :
— Un autre éléve me disait que Uéchelle,

c’est un nombre sans unités...
— Bien sQr que si ! Autrement on
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pourrait pas avoir les unités... Faut qu’il
y ait des mesures, des unités, autrement
on pourrait pas se repérer enfin ! I] faut
des unités dans ’échelle.

— Cet éléve me disait : on n’a pas besoin
de connaitre les unités, puisque c’est
forcément les mémes au numérateur et
au dénominateur...

— Bien non, ¢a va pas ! Faut quand
méme des unités pour se repérer sur la
carte... Non, non il faut mettre des
unités, autrement on ne sait pas ce que
¢a représente, lem n’est pas obligatoi-
rement 1 m sur le terrain...

— Reprenons, par exemple, le plan de
Besangon (n°5) et essayons de calculer
léchelle ?

~ Eh bien, T’échelle serait de 1/200, 1em
pour 200m !

— Pourtant si on multiplie 1cm par 200,
on trouve 200cm, pas 200m. Ne faudrait-
il pas multiplier par 20.000 puisque
20.000cm = 200m et trouver une échelle
de 1/20.000...

— Non mais vous vous rendez compte !
20.000cm ¢a fait 200m ¢a va pas...
—Pourtant lIcm sur le plan fait
20.000cm sur le terrain...

— Main non, puisque mé&me en calculant
avec le produit en croix je trouve 700
metres, avec toutes mes solutions, je
trouve 700m, donc vous avez faux, c’est
pas 1/20.000 !

—Tuenessiire?

—Bien oui, c’est ¢a !

Un dernier groupe de sept éléves semble
encore davantage en difficulté puisque, en
plus de lerreur d’harmonisation des unités,
ils nereconnaissent pas toujours le fait qu’un
opérateur multiplicatif est un scalaire, c’est-
a-dire un nombre sans dimension, et ont
tendance & exprimer cet opérateur dans les
unités du signifié. Du coup c’est l'unité
choisie qui détermine en grande partie le
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rapport d’agrandissement. L'égalité de
deux rapports équivalents n’est plus
obligatoirement reconnue. Par exemple au
probléeme n°3, ces sept éleves insistent
pour mettre des unités au coefficient
multiplicatif (réponses 500 meatres ou 500
centimatres). De ce fait, le rapport d’agran-
dissement n’est plus nécessairement
invariant puisque son calcul dépend des
unités en jeu. Le rapport au réel devient
cette fois de plus en plus confus :

Charlotte, troisiéme, probléme n°3 :

—[Silence]... Cafait 500... centimatres...
La hauteur de l'immeuble fait 25 m,
donc 2 500 cm, et la petite boite d’allu-
mettes fait 5 em... Donc j’ai divisé la
hauteur réelle par 1a hauteur de la boite
d’allumettes, j’ai trouvé combien de fois
ils 'avaient divisée...

— Pourquoi tu mets des centimétres, tu
éeris 500 cm ?

— Parce que j’ai pris a partir des centi-
matres !

— Certains éléves transforment toutes les
dimensions en métres. Les 5 cm de la
petite boite deviennent 0,05 m ; puis ils
divisent 25 par 0,05. A ton avis, combien
vont-ils trouver ¢

— Et bien pareil, mais eux en metres, ¢a
fera 5 metres. Bon, jessaye 25 divisé par
0,05... ¢a donne 500, c’est pareil. Ah
non ! Eux cest 500 m et moi 500 cm,
c’est pas normal [long silence]...

— Qui a juste alors 2

— [Silence]... C’est moi !

— Donc la réponse...

—C’est 500 ¢m !

— Certains éléves me disent : “C’est tout
simplement 500 fois plus grand, il n’y a
pas besoin d’unités”...

— Ah non ! Parce que y’a des différentes
mesures entre le metre et le centimetre
quand méme faut pas exagérer. On peut

15



SITUATION D’AGRANDISSEMENT

pas dire 500 fois plus grand parce que ¢a
dépend quelle unité il a pris.

—Imagine que tu transformes 25 m en
kilometres et 5 cm en kilometres, qu’est-
ce qu’on va trouver ?

—Et bien 500 km !

— Est-ce que c’est les mémes réponses ?
~Non!

— Et qui aura raison ?

—11s ne peuvent pas trouver 500 kilome-
tres !

— Et si tout simplement il n’y avait pas
d’unités a ce “500” ?

—Ah si, il y a des unités autrement on peut
pas savoir de combien elle a grandi !

— Tout a Uheure, & la premiére image, tu
m’as dit : “C’est le double”, tu ne m’as pas
donné d’unités, tu m’as simplement dit :
“c’est le double”...

— Oui, mais c’est le double en centi-
matre, il faut bien la mettre I'unité...

Cédric, quatriéme, probleme n°5 :

16

— Est-ce que tu peux m’écrire cette échelle
sous la forme d’une fraction ?

— Oui, on peut [silence]... Alors 1 em
représente 20.000 cm dans la réalité, 1
em représente 20.000 cm (il écrit
1/20.000 cm).

— Tu écris des unités, c’est nécessaire de
connaitre les unités pour une échelle ?
— Bien non, parce que c’est toujours en
centimetres une échelle.

— Une échelle, c’est toujours en centime-
tres...

— Bien la plupart du temps oui...

— Et si par exemple on fait les mesuresen
millimétres...

— Ca ira, mais faudra le dire.

— Comment on le dit ?

— Et bien on le met au bout, on écrit
millimetres ici !

— Si je reprends notre probléme et que
Jeffectue les calculs avec des millime-
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tres, c’est possible ?

— Bien oui, faut tout transformer les
centimétres en millimetres.

— Et léchelle, ¢ca devient quoi ¢

— Bien en millimatres !

— Ce sera toujours 1/20.000 ?

— Bien non, ¢a change, 10 mm donne
200.000 mm, donc 10/200.000.
—1/20.000 et 10/200.000, c’est égal,
c’est la méme fraction...

— [Silence]... Ah oui...

— Alors si cest la méme chose on n’est
peut-étre pas obligé de les metire ces
unités...

— Bien oui, c’est peut-étre plus simple,
y’a des unités qui s’accommodent mieux
que d’autres.

— Comment 2

— Oui, des unités qui s’accommodent
mieux...

— Comme par exemple ?

-~ Bien le centimetre.

— Dans ton échelle le numérateur et le
dénominateur, c’est exprimé dans la
méme unité ?

— Oui, bien siir c’est 1a méme.

— Alors si c'est la méme, on n’est peut-
étre pas obligé de la mettre...

— Oui mais, si on met pas d’unités, on
peut pas vraiment savoir...

— On peut pas vraiment savoir quoi ?

— Si cest en centimétres, en millime-
tres, en kilomeétres, vaut mieux mettre
Punité pour étre sor...

Comme on le voit, les éleves de ce groupe
apparaissent massivement en échec. Leurs
erreurs débordent assez largement le cadre
de notre étude et renvoient trés proba-
blement & des méconnaissances concer-
nant le réle des unités ainsi qu’a un
manque de sens trés précoce concernant la
multiplication et la division. L'exemple de
Charlotte :“Ah si, il y a des unités autre-
ment on peut pas savoir de combien elle a
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grandi !” illustre ici une confusion
profonde entre 'additif et le multiplicatif.
Il apparait également qu’un rapport
fonction n’est pas aisément pensé comme
un rapport sans dimension.

Conclusion

Nous constatons, & la suite de nos
entretiens, que pratiquement tous les
éleves définissent 1’agrandissement
comme le résultat de l'application dun
opérateur multiplicatif 4 I’ensemble des
dimensions d’une figure, la forme restant
invariante. Nous relevons également, qu’a
peine quelques minutes plus tard, la moitié
seulement de ces mémes éleves mettent en
pratique cette définition en reconnaissant
la structure de proportionnalité du
probléeme n° 2 (Mic et Luec). Dix éleves, a ce
probleme n° 2, commencent par mettre en
oavre une procédure additive erronée. Les
savoirs et savoir-faire apparaissent
souvent liés & certaines situations qui leur
donnent du sens. La medification d’un
élément de l'énoncé (valeur numérique,
contexte de I'énoncé) peut entrainer un
bouleversement de procédure (par exemple
passage du multiplicatif & I'additif).

En ce qui concerne les situations d’agran-
dissement, il apparait nécessaire de distin-
guer les probléemes dans lesquels les
rapports externes sont simples (1/2 ou 1/4) et
qui sont réussis trés précocement et massi-
vement, y compris par des procédures de
type “additions itérées”, des autres, nécessi-
tant le traitement de rapports plus
complexes beaucoup plus délicats a gérer et
dont la maftrise porte davantage sur une
longue période de temps.

Des le départ, le terme d’échelle est
davantage associé, dans le cadre d’une
situation d’agrandissement de figure, & un
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opérateur multiplicatif entier ou décimal
plutdt qu’'a un rapport externe de type I/n
dans lequel n est grand. Les différentes
écritures rencontrées renforcent la polysé-
mie du terme. Cette confusion est large-
ment ressentie puisque la plupart des
sujets interviewés, y compris les “bons
éleves” avouent entretenir une relation
difficile avec cette notion.

Nos données mettent en évidence deux
types d’erreurs dans le calcul d’'une échelle
fractionnaire. La premiére concerne ’harmo-
nisation des unités, elle touche la plupart des
éleves (bons ou mauvais) dans des propor-
tions diverses. La seconde renvoie 4 I'objec-
tivation du rapport de réduction (ou d’agran-
dissement). Elle traduit selon nous tres
probablement le passage d’'un concept “outil”
(n fois plus grand que) & un concept “objet”
(construction d’un rapport de type 1/n dans
lequel n est grand).

D’ores et déja notre travail permet
d’avancer un certain nombre d’hypotheses
didactiques pouvant servir a d’autres
expérimentations :

Il importe selon nous de proposer des les
classes de CMj, de CMg, mais aussi de
sixieme des situations d’agrandissements
de figures (“n fois plus grand que...”) dans
lesquelles T'opérateur “n” est un grand
nombre de manigre & ce qu’il soit utile
(voire économique) d’exprimer dans des
unités différentes les dimensions de ’objet
ou de la figure d’origine et celles de son
agrandissement (ou bien sfir de sa réduc-
tion). Ce schéme de Pharmonisation des
unités apparait en effet comme trés insuf-
fisamment construit chez la grande
majorité des éléves de notre échantillon.

Un travail spécifique sur les différents
types de rapports internes et externes
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ainsi que leur expression sous la forme
d’une fraction nous semble également
nécessaire. Nous avons par ailleurs souli-
gné dans notre these (Levain, 1994) tout le
mal que nous pensions d'une utilisation
trop systématique ou trop précoce des
procédures de type produit en croix généra-
lement peu porteuses de sens.

Enfin, outre le fait que l’expression
fractionnaire d’une échelle ne soit pas
toujours la forme la plus utile ou la plus
fonctionnel pour raisonner sur les
grandeurs en jeu, tout travail concernant
des changements d’écriture de 1’échelle
devrait impérativement se fixer pour régle
Tinterdiction pour toute représentation
cartographique de trahir la réalité repré-
sentée. Nous constatons, comme d’autres
avant nous, une assez grande fréquence
d’erreurs parfois totalement aberrantes.
Nous sommes par contre beaucoup plus
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surpris de la difficulté & confronter ces
erreurs, c’est a dire &4 entrainer I’éleve sur
le terrain du réel afin qu’il analyse les
effets ou les conséquences des calculs mis
en caivre. Certains entretiens présentés
sont, de ce point de vue, particulierement
révélateurs de ces réponses d’éleves qui
traduisent un véritable “déni épistémolo-
gique”. Ce constat déborde par ailleurs
assez largement le domaine que nous
avons développé. Il convient néanmoins de
relever que la plupart de ces éleves (le plus
souvent en difficulté) ne considerent pas
(ou plus) vraiment les mathématiques
comme des outils de compréhension et
d’analyse du réel mais bien plutét comme
un monde plus ou moins clos, disposant de
ses propres régles. L'enjeu scolaire se
limite alors trop souvent 2 assimiler et &
appliquer ces régles d’une maniére ou
d’une autre sans plus vérifier la cohérence
et la véracité des résultats obtenus.
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