Traditionnellement, 'enseignement des
mathématiques — notamment au colléege —
est bien réparti entre un apprentissage de la
géométrie d'une part, et un apprentissage de
I'algébre d'autre part. Cette juxtaposition du
“numérique” et du “géométrique” est d'milleurs
le plus souvent mise en ceuvre au niveau des
emplois du temps, qui se répartissent géne-
ralement, au collége, en deux heures d'algebre
et deux heures de géométrie hebdomadaires.

Méme si 'un sert a l'autre, il n'est pas rare
que cela se fasse avec un décalage dans le temps
assez important pour que les éléves aient du
mal & voir que numérigue et géométrique
sant des alliés naturels,,. Et I'on se prend
parfois & réver de séquences idéales permet-
tant d'abolir les barmiéres. ..

La proportionnalité est un excellent
exemple pour illustrer ce prabléme. En effet,
en Béme et S5éme son étude est d'abord essen-

tiellement centrée sur 'aspect numéngue : aprés
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avoir vu échelles, pourcentages et quatmé-
me proportionnelle, I'aboutissement se concreé-
tise sous la forme des tableaux de pro-
portionnalité, quun éléve devra savar manipuler
tant au niveau du remplissage de cases vides
qu’au niveau de la découverte du coefficient
de proportionnalité. Ainsi 'enseignement de
Hbéme pourra étre considéré comme accomph
g1 les éléves sont capables de compléter un ta-
bleau du type suivant :

11 6,6 44

7 2,1

En 4eme et 3&¢me, c'est I'autre aspect
classique de la proportionnalité, cette fois
géométrigue, qui apparait i propos des droites
y = ax. Mais depuis la réforme (qu a fait
abandonner l'outil vectoriel), cet aspect géo-
métrique ne peut plus donner heu & une vén-
table théorisation mathématique. De ce fait
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il est souvent passé a la trappe... Au mieux,
on |'étudiera sous I'aspect fonctionnel, dans le
cadre de la gestion de données, c'est-a-dire
qu’a partir du tableau de proportionnalité de
S5éme on passera A un tableau de valeurs,
puis & sa représentation graphique, pour
conclure sur 'observation de I'alignement des
points obtenus. Constat qui permet de contour-
ner facilement 'interdiction d'outils de type
vecteurs ou I'absence du théoréme de Thalés
et de la tangente, dont on ne dispose pas
encore en classe de quatnéme.

L'objectif de cet article et de la séquence
qu'il décrit est de montrer une approche dif-
férente de la proportionnalité od numérique
et géométnque vont cohabiter pour faciliter
la compréhension de la notion d'équation de
droite. La démarche pédagogique qui sous-tend
la séne d'achivités proposées vise essentiellement
a éwviter deux écueils ! Le premier au niveau
numérique, en {aisant un travail qui benne
compte des obstacles observés en 5éme dés que
les tableaux de nombres se complexifient
(¢'est le cas par exemple si l'on ajoute sur la

premiére ligne du tableau précédent des
nombres comme 1/3; 1,375 ou 7/8 :1] est tout
a fait fréquent que les éléves, méme s'ils ont
rempli correctement les premieres colonnes
ne sachent plus donner les réponses). Le
deuxiéme au niveau géometrigue, en tentant
de ne pas tomber dans le piége du constat pur
et simple d’alignement a partir d’'un tableau
de valeurs, que j'ai évoqué tout a |'heure.

Cette approche done, sous forme d'une longue
sequence destinée aux éléves de 4&me, se fixe
un triple nhjectif :

1) surmonter les difficultés numériques,

2) explorer la situation géométrique de 'ali-
gnement de points dans un repére,

3) synthétiser ces deux aspects sous la forme
d'équations de droites.

Je me propose d'en exposer 1ci1 la stra-
tége de fagon détaillée, tout en invitant les
lecteurs plus particulierement intéressés a
se reporter (dans [1]) & 'activité intitulée “les
droites y = ax”.

Que peut-on dire des tri-

" ¥
65 angles rectangles hnchures c,
4

st A s B

Marque sur ln figure les dgalits d angles, 3 ¢ wa.5
puis caleule - f_,.,-_-_-. . . g

ABP - HBK + ABH . KBP N e 21 3

. PO SN

ABP - . . T :

~ L~
ABP - - - ol €
Que peut-on dire des points A, B, C ? 4 a2 T T2 3 4 5 =

vy s . : - —~ ad x

Colone surla figure des triangles rec. . .
tangles éganx qui montrent que E, F, G « 24 “p\
sont alignés, puis lais de méme pour M{-2.2) -
M, O et N raftendion, dans ce cas, u te faut 34 G

eingy frurngles !}
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I — Activités d'apprentissage

L'activité sur les droites d'équation y = ax
constitue le troisieme chapitre d'un fichier
couvrant tout le programme de quatriéme, elle
vient & la suite de deux thémes : le premier
a permis de travaller sur les triangles rectangles
et les quadrillages, le deuxiéme est consacré
au théoréme de Pythagore. L'étude des droites
que le fichier propose ensuite repose sur les
triangles rectangles, avec un jeu sur le qua-
drillage et les repéres, s1 bien que le premier
théme seul constitue un pré requis.

Dans un premier temps, la manipulation
sera presque exclusivement géomeétrgue et cest
de cette manipulation géométrique que nai-
tra 'idée d'un lien possible entre les coor-
données des points d'une méme droite.

Ainsi dans l'exercice 65, ou 1'on travaille
dans un repére, les points A B P et C sont
les sommets de triangles rectangles hachurés
sur la figure. Ces triangles ayant leurs catés
de I'angle droit égnux sont “égaux” et donc les
angles correspondants sont égaux. Il en résul-
te que l'angle ABP est |n somme d'un angle
droit et de deux angles complémentaires :
c'est un angle plat. Les points A. B, P sont
alignés. Un raisonnement analogue, qui res-
tera implicite, montrerait que B, P, C sont
alignés et done que A, B, C sont alignés.

Cet exercice améne a l'idée que l'aligne-
ment des points est 1ié & l'existence de tri-
angles rectangles égaux qui sous-tendent la droi-
te ainsi constituée. [l en irait de méme pour
les deux autres alignements de la figure :

—les points E, F et G nécessitent { pour prou-
ver leur alignement| la construction de trois
triangles rectangles isocéles de coté unité
suggérés par le triangle de sommets F et G
déja tracé. Un point intermédiaire jouant le
role de P dans |la premiére partie de l'exerci-
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ce sera créé par I'éléve sans autre explication
que le dessin.

— les points M |, O, N demandent le fran-
chissement d'une étape intermédiaire sup-
plémentaire. [l n'y a en effet plus d’aide au niveau
du dessin. La seule indication donnée est
éerite ! 1l faut cing triangles. L'idee de ces tn-

\
angles 4 viendra d'un rapide cal-

cul sur les coordonnées des points extrémes
qui ont la bonne idée d’étre compatibles avec
les coardonnées du point ()

L'objectif est alors de rendre la recherche
de tnangles rectangles égaux quas) automatique.
C'est notamment le but de l'exercice 66 (cf.
page suivante) ol I'on revient au quadrillage
et o, dans un ensemble de points qui sont des
neeuds de quadrillage, on cherche les groupes
d’au moins trois points alignés. La justification
de I'alignement passe par |la découverte de tr-
angles rectangles égaux ; la difficulté est variable
selan les graupes de points auxquels on s'inté-
resse, Ainsi des groupes de point tels que E,
D, C,ou S, P L, ouencore A, Q, N sant faci-
lement gérés (deux triangles rectangles suffi-
sent & prouver l'alignement). Pour les autres
gupes de points, le passage par des points inter-
médiaires est indispensable. Une autre difficulté :
la précision du tracé, En effer, les points @, R
et K, pour peu que la mine du crayon soit un
peu trop épaisse, donnent le sentiment quil y
a alignement. Il faut alors faire avee soin la recherche
des tnangles : force est alors de constater que
cela ne marche pas ...

Limportance des triangles rectangles a
fait son chemin, mais seuls {pour l'instant) les
triangles rectangles correspondant & des
neeuds de quadrillage ont été utilisés, ce qu
peut laisser penser aux éléves que tous les pro-
bléemes de droites se résoudront par |a décou-
verte de triangles rectangles a cotés entiers,
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Voici 19 points

donnés sur le qua- A

66

drillage.

Cherche toutes les fagons

possibles de réunir certaing I

de ces points en groupes dau |

moins trois poinis alignés. |

{exemple: G, F, H, ...)

Chaque fois que tu muras trou-
vé une droite, trace-la et

colorie des triangles rec F
tangles égaux (comme dans a

l'exertice précédent) qui mon-

trent que les points sont bien
alignés,

B -

N

L'exercice 67 qui conjugue repére et qua-
drillage va permettre “d’affiner” les tracés. Les
nceuds de quadrillage introduisent des triangles
dont les cotés ne sont plus obligateirement des
nombres entiers. Ainsi la droite (0A) déter-
minée par O et par A(2;3) passe par le nceud
de coordonnées (1;1,5) et passe aussi par le
point “rouge” (0,5;0,75) : on obtient ainsi
trois “familles” de triangles de plus en plus petits
permettant de sous-tendre la droite. De la
méme fagon, la droite (OC) pourra étre sous-

tendue par des triangles :

1
0.5[\

2 1

L]
05

L'intérét de l'exercice 67 réside aussi
dans le fait que I'on découvre des points et que
l'on s'intéresse aux points que l'on découvre.
On quitte un peu les triangles rectangles pour

Place les points suivants dans
le repére ci-contre :

67

A(2;3).B(25:1),
C(-2;1),D(6,-1.5},

Trace soigneusement les droites
OA,OB,0OC et OD.

Indique par des points noirs Lous les
points du quadrillage par lesquels pas-
sent ces droites fustifie ta réponse en

coloriant légérement des triangles rec. “
tangles convenables).

Indique en rouge les points qui sont
des milieux de segments du quadrillage
et par lesquels te semblent passer les
droites,

o

E
L
ue
-
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s'attacher de plus prés aux points. Ainsi pour
les droites {OC) et (OD) I'accent mis sur les
points peut faire naitre des remargues concer-
nant les signes des coordonnées. Sur ces
droites, |'abscisse et 'ordonnée d’'un point ne
sont pas de méme signe : on peut ainsi faire
pressentir l'existence de deux familles de
drojtes :

— celles de type (OA) ou (OB) pour lesquelles

les points ont des coordonnées de méme signe,
et pour lesquelles les triangles correspondent &

un schéma de type

de ce fait elle peuvent éire regardées comme
des droites “montantes” ;

— celles de type (OC) ou (OD) avec des tri-

angles peuvent

étre regardées comme des druites “descendantes”.

LES DROITES
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A ce niveau de la progression, I'aspect
numeérique de la proportionnalité n’a pas été
explicité mais 1ne premiére approche s'est faite
par le biais de la recherche de triangles plus
petits permettant la détermination de nouveaux
points. Le fonctionnement implicite de |a pro-
portionnalité est i1 un fonctionnement “hori-
zontal” que nous allons détailler 4 propos de
Pexercice 68. En effet, cet exercice permet le
réinvestissement immédiat de 'activité pré-
cédente avec un prolongement numérique
explicité sous forme de tableaux de valeurs.
Pour cela on revient au repére sans |'aide du
quadrillage. A partir de points a coordonnées
entigres placés dans ce repére, on peut trou-
ver des droites pour lesquelles il faudra détec-
ter d'autres points a coordonnées entiéres.
Ainsi la droite (OA) passant par A(24) est
sous-tendue sans probléme par un trangle

z
qui ne conduit pas & de nouveaux points. I faut

Nous avons placé les points A, B, C et D. Trace les ¥
68 qualre droites OA, OB, OC, OD. Cherche tous les A
points dont les coordonnées sont des nombres enliers o -
et qui sont sur l'une ou 'sulre de ces droiles. (fu pews tracer les
paralltles aur axes qut l¢ semblent nécessaires, puis colarier des (r: 39 *a
angles rectangles convenables) Pour charune des quatre drottes,
compléte le tableau ci-dessous on indiquant les coordonndes 24
de tous les points enticrs que tu as trouvés
T 2 n . 14
OA: | v 4 o
x 3 a 2z 2 T+ 2 3 a4 s
OB: ) |
I 4
oc . ' Yy -2 24 -
x ~d ¢
0D { y 1 34
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donc obtenir un autre triangle plus petit que
I'on pourra découvrir grace aux tracés de
paralléles aux axes recréant un quadnllage,
On obtiendra de cette fagon un triangle :

conduisant aux points A'(1;2) et A"(-1,-2].

On peut revenir ici sur lidée du fonc-
honnement “horizontal” de la proportionna-
lité évoqué & la fin de l'exercice précédent. En
effet, le jeu avec les triangles traduit un tra-
vail de proportionnalité de type “+ 2 et non
de type “x 2" Clest-a-dire :

—
2 1

+ 2

€L non :

Le fonchonnement pour (OB) se fera selon
le modéle ;

qui conduira aux points B’ (2;2); B'[(1;1);
B, (-1;-1) : B, (-2;-2) en reportant des tri-

1

angles de type A autant de fois qu’il est
1

nécessaire.

32

La deuxiéme bissectrice (OI)) est sous-

1
tendue par des triangles de type B qui
1

ressemblent aux triangles de (OB), mais ils
correspondent & une droite “descendante” qui
donne des points dont les coordonnées ne
sont pas de méme signe (et dans ce cas par-
ticulier : elles sont oppasées ).

Le cas de la droite (OC) est intéressant
a regarder de plus prés. Définie par le point
C de coordonnées (4;-2) , elle conduit d'abord

2
au triangle , puis par divi-

[

sion au triangle 'll qui, répéte

?

autant de fois que le dessin le permet, conduit
aux points (2,—-1) et (-2;1); et ceci par simple
lecture graphique.

Un deuxiéme point numérique impor-
tant peut étre mis en évidence & partir de cet
exercice. En effet, la multiplication liée a la
proportionnalité s'effectue par additions suc-
cessives. | reprenons le cas de Ja droite (OA)
pour laquelle le tableau de valeurs est incom-
plet. Si I'on décide d'imaginer d'autres points,
la démarche consiste (en A ) a placer un nou-

2
veau triangle de type A qui conduit aux

opérations: 2+1 =3 (en abscisse)et 4+2=6
(en ordonnée) ; puis - 341 =4 et 642 =8,
etc., etc.

Ainsi, le tableau de valeurs de (OA) une
fois complété, la multiplication deviendra
assez nulurelle.



Le trangle ! qui signifie que “une

augmentation de 1 en abscisse conduit & une
augmentation de 2 en ordonnée” permettra
d'évoluer vers le “« 2“ .. (Noter au passage
que, grace au point (-1,-2) on déduira faci-
lement l'égalité: (-1} x2=-2),

Le procédé est encore plus justifié pour
la droite {OC), désque I'on se propose de com-
pléter le tableau de valeurs. Pour obtenir un
point supplémentaire a partir de C,'adjone-
tion d'un triangle conduit a : 442 = 6 (en
abscisse) et -2 - 1 = -3 (en ordonnée) Mais
il est clair qu'ici le passage ¢ la multiplication
ne s'impose pas, et notamment lorsque les
coefficients directeurs sont négatifs. [l faut done
trouver le moyen de forcer I'éléve 4 aban-
donner cetle “régression vers 'addition” pour
se tourner vers un facteur multiplicatif.

C'est le projet de l'exercice 69 ob l'on
retrouve quadrillage et repére. Cing droites
sont tracées et des nceuds de quadrillage cor-
respondant A des valeurs entiéres sont don-
nés. Des points, définis par leurs coordon-
nées, sont ou ne sont pas situés sur les droites

LES DROITES
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proposées, Le but de I'exercice est de détermi-
ner a4 quelle droite ils mppartiennent. Les
neuf premiers points se placent sans problé-
me sur le schéma et 'on peut “voir” directe-
ment si le point est sur 'une des droites.
Cependant, on peut s'assurer de la présence
effective du point sur la droite en jouant sur
les triangles. Ainsi pour le point (1;0,5) :1] est

1
sur D, car le triangle 4 peut aisé-

ment étre remplacé par le triangle A"

Le travail de réduction de triangles, suivi éven-
tuellement de mise “bout & bout”, permet de régler
facilement le cas de ces neuf premiers points.
A partir du dixieme point — et 'est 'endroit
de la bascule didactique — 1l n'est plus pos-
sible de placer le point sur le schéma. Ains)
pour le point ( 7; 3,5 }, il est tout a fait pos-
sible dymaginer la juxtaposition de sept tri-

angles de type ‘AH conduisant a :
1+1+1+1+1+1+1=7

et A

05+05+05+05+05+05+05=35,

Nous avons trace cing droites 2,
69| 2, 0, D, et D Parmi les points

ci-dessous (donnés par leurs coor-
données), certains sont sur l'une des cing
droites. Indique la droite, s c'est le cas

11:08) .. (1,6:;33 -1,6:3)
(-2,5, 2,6) ...... (-3 :-01.8) .. 1.5 -
G056 -1) e (3 LB L (-3:3)
17:35) . . (7T6:B6) ...(1;RB)
{ 3:-6) ... (-5;65) -5;-2.5)
(45,3 ) e (4B e 13080
(10.-10) ... (8,4 (9;6) .
(0, 10) . 19515 (R LT
(95:18] . {-1:51 1-2;86]
A0 AR £ 1 R {816 ... (¢4 ,-12)
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ce qui permet de conclure que ( 7;3,5) est
sur la droite D, .Mais 1 est clair que |a mani-
pulation devient lourde et que 1'évalution vers
la multiplication verticale va devoir s'impo-
ser. Les quelques points découverts sur D, :
(2;1);(4:2):(6;3);(1;0,5):17;3,5) peuvent lais-
ser penser, a ce stade de |a progression, que
la droite D), n'est rien d'autre qu'une “machi-
ne a multiplier” par 0,5 = Autrement dit :
“ pour qu'un point soit sur [, il suffit que 'ordon.
née soit la moitié de l'abscisse ”!

Qu'en est-il des points & coordonnées
négatives 7 Dés le début de 'exercice, (-3:-1 5}
est élément de D, grace a l'utilisation des tri-
angles. On peut donc s’étre rendu compte
gue, sur cette droite, les points ont des coor-
données de méme signe. Dés lors (-24:-12),
qui remplit les deux conditions précédentes,
est sur D,, ainsi que (-5;-2,5) ...

De |a méme fagon, D, sera la “machine a
multiplier par 27, c'est-a-dire que sur cette droi-
Le les paints ont des coordonnées de méme signe
et (s J'on oublie les signes) l'ordonnée est le
double de I'abscisse. Chemin faisant, la mul-
tiplication d’'un nombre négatif par un nombre
positif s'installe ... Par exemple, pour le point
{-4;-8), dont |a position va résulter de la jux-

taposition de quatre triangles de type

et des caleuls : “0 e -1ls(=1)14-1) = 4 *
et “(-2)+(~2)%(-214(-2)= -B“ on arnve a
“{(—4)=2=-8" parlefait gue D, n'est autre
que la machine a multiplier par 2,

Tl faut quand méme noler que tous les pro-
blemes de multiplication par un nombre positif
ne sont pas résalus & cet endroit. En effet, &i les
chases paraissent naturelles pour des droites “faciles”
de type D, et D, 1l n'en est pas de méme pour
D, dont I'équation est : y =2/3 x .

34

Le ccefficient fractionnaire 2/3 n'est pas
nature] et le point { 7,6 ; 5 ) continuera le plus
souvent & &étre obtenu par la juxtaposition

mentale de 5 triangles de type .
15

Reste alors la difficulté des droites a
pente négative. Les exercices précédents ont
déja permis de noter que sur ces droites les
painls ont des coordonnées de signes différents,
A cet endroit encore, la “régression vers I'addi-
tion” peut fonctionner. Ainsi pour (-8;16) la

Juxtapesition de huit tnangles de type iB

conduita “(-1)+ (=1} + ... +(-1)= -8" et i
“2424....42=16"

Mais 1l semble bien, qu'a ce moment-la,
un autre mécanisme se mette en place. En effet,

on peut rapprocher les triangles Aa et’ B

qui, & “Vinclinaison prés”, ont les mémes effets
sur abscisses et ordonnées ; d'on Pidée gu'il s'agit
de machines & multiplier par le méme nombre
au signe prés : D; est alors la *machine a mul-

tiplier par -27.

[l faut aussi s'intéresser a la droite D,. En
ce qui concerne |'exercice 69, on peut se
débrouiller sans recourir 4 la multiplication.
C'est en effet une draite que 1'on a déja ren-
contrée et pour laquelle les points ont des
coordonnées opposées | done (10;-10) est élé-
ment de cette droite.

La muluplicaton par —1 sous-jacente peut
ne pas étre formulée a cet endroit, mais il ne
sera pas possible d’en faire '"économie et les
exercices 70 et 71 permettront cette formali-
sation qui joue un role majeur dans la mul-
tiplication des relatifs.
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Nous avons redessiné ci-dessus les 5 droites

de V'exercice 69 et nous avons grossi le voisi-

nage du point origine. Marque soignecusement
sur la figure les points du quadrillage qui sont sur les
droites (travaille sur les pefils carreaux pour les points qui
apparmssent A |intérieur de la loupe), Pour chaque droi-
Le, reléve les coordonnées de B points et compléte les
tableaux ci-dessous fchotsis & chaque foir deur poinls exté-
rieurs & la loupe el trois qui sonl & 'inlérieur; -

D, |
D, |
D, |
D, |
D, |

R I R . B ]

\___,__‘.T____j_
5 6| |7 18] |x @
LI .
] . L
I
B ot N~
| _
1 t -I-—-:——
D, T
\.4 ' [ {4

Tu as sans doule remarqué que tous les
points du premier tableau vérifient : y = 2.x.

Trouve des relations semblables vérifiées par
les nombres des quatre autres tableaux :

[ 'D,:y- — T
Dyiy= E ) Dt y= T.

’Dllyn

En t'aidant de ces relations et de la figure, com-
plete en cherchant les valeurs de y -

D { L 3 d 2 1 L]
r ! - il -

D { 'y L] H 1 E] 1

’ { : ; zl :I 3 4
' ]

59. ( : ¥ 1 Z 1 L)

9' [ : ¥ H 2 1 4

be T 4
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En jouant avec repére et quadrillage, les
triangles de référence a cOtés entiers ont pu
étre diminués et I'on a pu atteindre de cette
facon des facteurs multiplicatifs décimaux
du type “ ,..,6 " et méme du type * ...,25 " ou
“...,76 ™. Pour faire sentir que ce n'est pas seu-
lement vrai pour ces points particuliers, l'exer-
cice 70 (ef. page précédente} introduit la loupe
dont le but essentiel est de jouer avec le chan-
gement d'échelle.

Les droites choisies sant les mémes que
dans l'exercice 69 donc les trinngles rectangles
découverts dans cet exercice vont se reproduire
a 1'ntérieur de la loupe avec les petits carreaux.

3
Ainsi le triangle caractéristique de D,

- - L -
deviendra a l'inténeur A ce gui permet-

tra de faire apparaitre dans le tableau de
valeurs des points tels que ( 0,1 ; 0,2 ) ou
(102:04) Méme si, ici encore, 'exercice
induil un fonctionnement horizontal (on effec-
—
1 0.1

tue +10 ), Vécriture des coordonnées

2 ‘-..._..-4"'0'2

de points situés 4 |'intérieur de la loupe dans
le tableau permet de vérifier que, pour eux auss),
la multiplication verticale par 2 fonctionne bien.
D'on le saut 4 'équation proprement dite
dans 'exercice 71 ...

Cette équation apparait en fait comme le
résumé mathématique de la “machine & mul-
tiplier™ : « Si c'est vra1 pour beaucoup de
points (et peut-&tre pour tous !) il devient
agréable et fonctionnel de résumer cela par
une formule «. D, D, et D, ne posent pas de

problémes. Restent D, et D, ...
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Pour ce qui estde D, si 2/3 n'a pas été

découvert par le biais des activités précé-
dentes, on peut penser qu'il le sera par la
découverte implicite du hien entre facteur
multiplicatif vertical et tnangle caractéristique.

2
Amm:A 452;41 —+x(172)
?
1

— x(-2);

H
d'on : -+ x{2/3}.

i

On peut Bussi avoir recours 4 un travail
de 5éme : “je passe de 3 4 2 en multipliant par
2/3". Pour cléturer I'exercice 71, il reste la dif-
ficulté de I'éguation de la droite D,. Jusque

1, compte tenu de son caractére particulier,
il n'y avait aucune obligation & déterminer un
facteur multiplicatif et la réponse la plus son-
vent obtenue est “y = - x

Si I'on insiste pour obtenir une multipl-
cation, le rapprochement est fail avec le tn-

1
angle 1A quiinduit :"y=x=1.x", et

donc, du fait qu'il s’agit cette fois d'une droi-
te descendante ; “y =(-1)xx"

Autre point important de cet exercice : le
remplissage du tableau de valeurs dans lequel
on fixe les valeurs de x . Les valeurs positives
avec pentes positives ne posent évidemment
aucun probléme ; mais quand le caleul [ait appa-
raitre un ou deux nombres négatifls, les éléves
peuvent avoir recours au schéma pour déter-
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Un (petit) train roule & 30 km/h. Il passe &
la gare de Latour de Carol & midi. A quelle
distance de cette station ien km) est-il 10 mn
plus tard 7 20 mn plus tard 7 ete, Compléte

aprs 10 mn de troyet [t trmin g parcours

aprs 20 mn de eqyes e Lrain a parcoury

aprs 30 mn de trapes [ (rmin @ parcours

apr 5 40 mn de iroged (& rain o parcours

Dans le tableau ci-dessous x désigne le temps éeou-
lé et y désigne la distance parcourue , complite ce
tableau :

cms 10 20 30 40 B0 60
y (km}

Pour wules les valeurs ( x; y ) de ce tableau, place
le point correspondant dans le repére du haut, puis
trace la droite passant par ces points.

Choisis cing autres valeurs Quelcongues du temps
Geoulé x| et compléte :

x jmn)
y (km)

Le Lrain express roule & 90 km/h. 1| passe &

Latour de Carol & minuit. A quelle distance

de cette station (en km/ est-il 10 mn plus
tard 7 20 mn plus tard ? ete. Complate :

apry 10 mn de trpet le brun o parroure
aprs 20 mn de trmper e 1rain a parcosne
apr s 30 mn de trajet [ trmn o parcours
aprs 40 mn dz trayer (¢ rain o parcoury -

Dans le tablenu ci-dessous x désigne le temps
dcoulé et y désigne la distance parcourue , compldte
co tableau |

Tma) 10 20 a0 40 50 60

Y km)

Lorsque c'est possible, place dans le repére les points
correspondant aux { x .y } de ce tableau, puis trace
|n droite passant par ces points.

Choisis cing autres valeurs guelconqgues du temps
écoulé x| et compléte :

x (mn)
W (km)

a7
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miner le signe du résultat : ainsi sur D, D, ,
D,, les valeurs négatives ont des images néga-
tives alors que sur D, et D, les valeurs néga-
tives ont des images positives.

La séquence d'apprentissage proprement
dite se termine sur les exercices 72 et 73 (cf.
page précédente). [ls ont deux abjectifs : le pre-
mier est le passage & la continuité (quelques
points permettent de tracer une droite, qui per-
met & son tour de découvrir d’autres points),
le deuxiéme est J"utilisation des droites dans
le cadre d'un probléme dit “concret”.

Tous les exercices que nous venons de
voir constituent la phase d'apprentissage au
sens suivant : il s'agit de la découverte d'une
situation nouvelle, la notion d'équation de
droites, qui présente deux aspects, |'un géo-
métrique et 'autre numérique | aspects qui se
condensent sur un aspect algébrique : 'équa-
non. Cette phase est eonclue par une page dite
“de savoir et savoir faire” qu'il faut regarder
comme une deuxiéme “bascule” et que l'on pour-
rait appeler la phase d'institutionnalisation.
11 faut bien comprendre en effet 1a stratégie
mise en ceuvre Jusqu'icl, notamment au niveau
numérique ol elle était destinée & surmonter
les obstacles dus & la multiplication. Maintenant
un renversement duit se produire : d'objet
second, la notion d'équation va devenir l'objet
premier ._. Clest & une utilisation systématique
dans ce sens qu'aménent les exercices de la
deuxiéme partie.

II — Activités d'applications

Pour une description compléte des exer-
cices de cette deuxiéme partie, je renverra direc-
ternent le lecteur au fichier “Géométrie Qua-
trigme” (ef. [1]), et je me contenteral 1c1 d'en
commenter les grandes lignes. On retrouve évi-
demment :
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1) les difficultés numérigues a deux niveaux :
a) les fractions,

b) les relatifs.

2) les difficultés lides au formalisme de l'équa-
tion avec :

a) des travaux sur la signification de la
pente : montante, descendante, trés mon-
tante, peu descendante, etc., ete.

b) les *aller-retour” nécessaires, soit pour
trouver 'équation d'une droite donnée, soit
pour construire la droite & partir de son
équation.

1.a) les fractions : Je prendral comme exemple
l'exercice 77 : Jes tableaux de valeurs a complé-
ter obligent & multiplier par 3/2 | par 1/2.

L'utilisation des régles de multiplication
n'est pas automatique, Le passage au nombre
décimal par le biais de la calculette est le
plus souvent utilisé. C'est pourquoi quand il
s'agit deffectuer (10/3) . (1/2) (pour laquel
la caleulette ne donne pas le résultat exact)
un retour aux régles de calcul devient néces-
saire.

Un autre aspect du calcul sur les fractions
ne peut étre contourné : la division. En effet,
dans les exercices B2 et 83 |'utilisation systématique
de I'équation passe par la connatssance de
{'ordonnée qui doit permettre le calcui de
{‘abscisse.

Il est possible au départ de gérer les équa-
tions du type : “(3/2)x=1";*(32)x=2";
“(¥2)x =12 7, mais il devient rapidement
indispensable de trouver une “autre” formu-
le. Ainsi “y =(3/2) x " donnera“x = (2/3) y”
grace a l'introduction de 'inverse.
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- . 1 E | ! | ¥
BEARIE Ly [ Y [ [ A
+ - i l 4 b 1' I | P
 S— I. ]I b v 4 Dg‘ 4 ; 1!___|._
| / | { | |
— y T
b ‘ '
: / 1 I | | I
1 = IR E:
Pt -1 ! : (e
f i f ! T 1T 1 ==t ~*
; ==
5
— { T g
| Pie

|
— X' ' X
v t t S = . s . e =
T il T | 4 AN
Pour chacune des droites D, D,, D,, in- Voici, dans le désordre, les équations
dique les valeurs de y oorrespondant aux d“_dmiws n"4..5, 6 17,89, 10,11, 12,
77 valeurs de x données ci-dessous : 78 Indique celle qui est la bonne.

5 10 - X .
x =|4|-3].2].1]0]1 2_5 3.,]_ Y X T ,_\’—3 X ‘.‘.,.,y-lx FUTCIPRN
= 1
Y= 2. y=02x:..,y=-37% yo=dn
y i pI
1 3
Yoo o || o foe o [ f o B, Yy =gy = g% f, ¥ = 2x
Pour chacune des douze droites D, D, ... | Pour chacune des douze dreites D, D, ...,
D,, trouve les abscisses x des points tels A D, trouve les abscisses x des points tels
que:y=1,y=2, y=12 quey=-1,y=-2, y=172
y=1ly=2 | y=12 y=1 [y=2 [y=12 y=1|y=2 [y=1m2 y=1|y=-2[y=12]
o, D, R D,
o, D, , 7,
D, 1, D, n,
D, D, || », Dy |
| {
Dy | e (T T o, :
|
Z, 1 | L 2,

a9
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1.b) les relatifs : Aucune régle n'a été jusqu'a
présent formalisée, 'apprentissage de la mul-
tiplication des relatifs résidant essentiellement
dans 'acceptation de “ (1)« x =-x " (qu1 per-
met toutes les combinatoires utiles au niveau
numérique) et dans la possibilité du retour au
dessin qui entérine & la fois la multiplication
des relatifs et 'usage de I'équation comme “machi-
ne & multiplier”.

Ainsi dans le tableau 77 (cf. page précé-
dente), le remplissage des colonnes corres-
pondant a un nombre négatif conduit a des cal-
culs de type (—4)4(1/2). La droite D, d'équation
y ={1/2)x donne des points & coordonnées de
méme signe, donc tous les résultats sont néga-
tifs et le calcul s’effectuera sur les valeurs abso-
lues, ce qui correspond bien au fait que :

(—4) < (1/2) =(-1) « | 4 {12} | = 2.

Le calcul sur les relatifs constitue une dif-
ficulté supplémentaire (et non nulle !) dans
|'étude de ce chapitre. Vous avez pu voir dans
le détail de la premiére partie que c’est un obs-
tacle qu'il faut surmonter & tous moments et

cela sans en faire un véritable objectif péda-
gogique risquant de concurrencer la stratégie
fondamentale d'acquisition de la proportion-
nalité. [l n’en demeure pas mains que, chemin
faisant, cet apprentissage secondaire s'installe
et qu'il peut étre totalement réalisé grace &
la deuxiéme partie du chapitre.

Un autre choix de stratégie aurait pu
étre fait au départ. Pour éwniter cette difficul-
té, on aurait pu traiter la premiére partie
uniquement sur des demi-droites du qua-
drant n°1, avec pour objectif la mise en rela-
tion de la multiplication avec le triangle rec
tangle caractéristique, étude qui aurait pu se
prolanger par I'introduction des autres demi-
droites. Elles auraient constitué alors le sup-
port de la multiplication des relatifs. [l semble
toutefors que le choix fait n'est pas mauvais,
car dans I'ensemble “cela marche” ; et on peut
(peut-étre) y voir le coté ouvert de J'activité en
ce sens qu'elle permet la découverte d'une
notion numérique nouvelle grace au support
géométrique... devenu une “image mentale”
facile & réinvestir,

Nous avons partagé le plan en huit
secteurs. Indique le secteur auquel

85 appartient chacun des points donnés
ci-dessous

Afd;1): Bi1:3}): Ci(2;8;
D(3;9}): Ef-4;2): F(-1;-31): ..
G (0,5;1,5): H(-3;-1): 16 ;-2 :
J(3:-1): K.5;-1,5): L(8&;-2):

Ces points déterminent-ils des droites particuliéres
! 81 oui, précise leurs équations

Les pnnis . soml surladrotie y - |
fes povmay sone surla drovie y =
les pomis - some sur o droviz y -

y
. I i :
N
N
¥ ’ I
.\ ¥
N i
(8} e
i x
v . VIm
; '\\.
.'J \‘\
I WII :
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Nous avons partagé le demi-plan supé-
86 rieur en 6 secteurs, Indique le secteur

auquel appartient chacun des paints :

ACT;8): ... B(-1,10): Ci6;1):
D3b;4): .. E(-3;30): Fi14 ;15 : ..
i B b gy c Lo
G(l,31: H{'ﬂ}'“"“ I(-Z,JI,
i L .
Ji-d:,:,l.'. K{-i.-‘l). ....... L(-S,G).

Ces points délerminent-ils des droites particu-

ligres 7 Si oul, précise leurs équations : . S \ -
les poiny . gons surla dree y = _,—’ o \\_ - ~
les pounis somi sur o drovie y- . /./, \g ~
les povns sont yur la drovie y = 5
Voici 4 points A, B, C, D. Nous voulons tracer . Ty T
89 OA, OB, OC, OD. rces pownts ne sanl pas sur (o figu T U ;
re. car ['unitd ext dgale d un carreau) s — . T + =+
Trouve dans chaque cas 1équation de la droile, ninsi (| '| |
que 2 points de celleci appartenant & la figure, T =
I
1 T =1
' | | |
A(12:24) | B(-56:49))C(128;-192 D (-B1 541 | 1 T T 1
=% == =t t
04 y=..%X|OF y=...X OC y=2..x |OD y=..X% —+— | o) .
- ' ——
! 1
( i : ) { ) | Pzl o 1 — | %
Gt ) ) Gzt b Gty Tt 71 7171 L]
Trace enfin les droites OA, OB, OC, OD. ! I I T
T A I R S

2.a) travaux sur la signification de la pente :
je ne prendra que \'exemple des exercices B5
et 86 qui se passent de commentaires.

2.b) des "aller-retour™ nécessaires pour trou-
ver l'équation -

— & partir de droites tracées (trouver les tn-
angles rectangles) comme dans |'exercice 78 ;

— A partir d'un point donné (exercice 89) qui

peut donner lieu & différentes stratégies selon
le niveau des éléves : ainsi pour la droite pas-
sant par le point de coordonnées { 12 ; 24 ),
on peut noter que :

-on passe de x 4 y en multipliant par 2,

- on passede y & x en multipliant par 1/2,

—on peut trouver directement la pente & I'aide
de la régle : c'est 24/12 .

Mais il convient aussi de savoir construi-
re une droite d'égquation donnée en passant en
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revue tous ses éléments fondamentaux :

- importance du triangle rectangle fonda-
mental, avec notamment 'exercice 88,

[ On notera au passage l'introduction du coef-
ficient v2 comme pente d'une droite... A ce
niveau de la séquence cela ne constitue plus
qu'une difficulté supplémentaire minime. On
peut évidemment saisir cette occasion pour mettre
en place I'idée d'approximation du tracé ,

maisil n'est pas non plus inutile de considérer
une écniture de ce genre comme un premier
pas vers une “littéralisation” du coefficient a
dans I'équation... |

- utilisation du point de coordonnées (1 ; a)
avec 'exercice B7 qui en fait la recherche sys-
tématique, avec possibilité de l'utiliser ou,
dans le cas contraire, de revenir a des valeurs
entiéres plus intéressantes.

a) Dans le tableau ci-dessous. compléte les
coordonnées manquantes, puis trace chacu.

88

ne des droites.

B 9 4
Diy=gx Dy y=,%Diy=-3x 9,:3;:-5:

| 55 e 1 [ O 5P | (1;...) (1;....)
(1. 1] T-1)5 aie Y| ot-2; I . i )

{3, I I Vit i % i ) S -4 )
b} recommence avec les droites suivantes

7 ] - 12

Diy=-gx| Dry=gx Diy=VIx|D y=rgx

L B {0 pivannid i e | i FER) |
(=13 .) Cedzvaia | loBitswn) [ Sl |

§ o 27 (. B O, 1 2)  A— HE

Nous avons dessiné la droite 9 d'équation ;

87 v i 5.

3

a) Marque tous les points de DPgquiont des coordonnées
entitres. Cile deux points de © a coordonndes enlitres
el qui ne sont pas visibles sur la figure :
Cloardl neaen) N opmen & gasaza)
b) Paur chaque équation ci-dessous, indique |'ordonnéde
du point de la droite qui o pour nhscisse x = 1 ; trou-
ve un point & coordonnées entiéres situé sur cette droi-
te, puis trace-la dans le repére ci-contre

2
VY =-2x Dy y=-3X
[ B |

4
D oy=3x Dyiy=gX

"
L
-
w
-
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La figure ci-dessous est incompléte : les droites visibles en dehors de la loupe n'apparaissent pas
96 a Uintérieur de celle-ci ; inversement, la loupe fait apercevoir des droiles qui ne sont pas prolon-

gées au reste du repére ... Compléte le dessin en tragant en bleu les segments qui manquent dans
la loupe et en tragant en rouge les prolongements des droites visibles dans la loupe. Dans chague cas,
donne un nom aux droites que Lu considéres et détermine leur équation :
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La deuxiéme partie se termine sur I'exer.
cice 96 (cf. page précédente}. C'est encore la
loupe. Une lecture trop rapide pourrait lais-
ser penser qu'il s'agit d'un mauvais remake de
l'exercice 70, mais 'activité est beaucoup plus
complexe puisque droites extérieures et inté.
reures ne sont plus les mémes. Cet exercice
exige une trés bonne synthése et une trés
bonne maitrise des points développés,

En effet, le passage drnite extérieure / droi-
te intérieure reste simple : le nceud de qua-
drillage extérieur se replace a l'intérieur et la
druite passe en plus par l'ongine :la détermination
de la pente se fait en méme temps. En revanche
le passage droite intérieure / droite extérieure
nécessite deux points car on ne dispose pas de
l'origine. D'autre part, la plupart des noeuds
de quadrillage intérieurs ne peuvent se trans-
poser i l'extérieur directement et nécessitent
une acquisition réelle de I'équation.

On peut donc mesurer sur ce seul exer-
cice I'importance du chemin que I'on deman-
de a 'éléve de parcourir ... : caleul fraction-
naire, calcul sur les nombres relatifs, caleu
littéral, passage d'une situation géométngue
& une formalisation algébrique, traduction
graphique d'une équation du premier degré,
etc,, etc.

J'espére avoir montré comment la prise
en compte de tous ces objectifs pouvait don-
ner naissance & une séquence pédagogique fon-
dées sur des activités ; activités pensées en termes
de réactions de 'éléve et gérées par le maitre
dans le sens d'une véritable progression, Ces
exigences conduisent notamment a donner

de I'importance a des démarches auxquelles
il n'est pas toujours possible de songer a
'mvance, comme celle qui résulte du renver-
sement du calcul en matiere de proportionnalité
{passage de la vision “horizontale” & la vision
“verticale”), ou méme comme celle que j'ai
appelée 10 la “régression vers I'addition” et qui
semble pourtant un passage indispensable a
la plupart des enfants, car ils ont besoin d'une
sécurisation en matiére de multiplication ...

C'est 14 un des aspects qui me semblent
les plus intéressants & dégager a partir de la
stratégie adoptée, de méme que celui qui
touche & l'introduction simultanée des régles
de multiplication entre nombres relatifs.
Comme on l'aura noté, celle-ci est permise par
une synthése entre les aspects numérique et
géométrigque du chapitre concernant les équa-
tions de droites du type “ y = ax “, et 'expeé-
rience montre qu'il est loin d’étre gratuit ou
inutile d'offrir aux éléves une fagon supplé-
mentaire de se “raccrocher 4 un dessin” pour
vérifier ou retrouver des régles de calcul ...

C'est certainement la, en défimtive, le
résultat essentiel d'une pareille approche des
équations de droites. On a sans doute trop ten-
dance aujourd’hui — dans une stratégie glo-
bale des mathématiques au collége que l'on
s'ingénie & orienter vers |'acquisition du
“concept de fonction™ — 4 ramener ce chapitre
a une simple “gestion des données” introdu-
sant aux “fonctions linédaires”. De ce [ait,
I'aspect géométrique est souvent relégué au
second plan. Peut-étre |a séquence précé-
dente permettra-t-elle d'ouvrir un débat utile
sur ce sujet...

[1) “Géométne Quatrigme”, fichier d'activités pour |'éléve. Irem de Lorraine.



