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DE D’ALEMBERT A CABRI-GEOMETRE : LE
CONSTRUCTEUR UNIVERSEL D’EQUATIONS

1. Introduction

Dans un précédent article [1], R. Cup-
pens étudie les fondements informatiques
et géométriques du logiciel Cabri-Géomé-
tre. En particulier, il affirme que les
“constructions avec glissement”, utilisant
les possibilités offertes par le logiciel pour
modifier une figure tout en conservant les
relations imposées au départ aux objets de
la figure, permettent de simuler n’importe
quel systéme articulé.

Pour illustrer ceci, nous présentons ici
I'exemple du “constructeur universel d’équa-
tions”, systéme présenté par d’Alembert
dans ’Encyclopédie de Diderot et permettant
a priori de trouver graphiquement les raci-
nes d'un polynéme situées dans l'intervalle
[0,1]. Nous rappelons brié¢vement le principe
de ce constructeur (1) ;

(*) IREM, IUFM et Université Paul Sabatier, Tou-
louse.

(1) On trouvera dans I'Annexe 1 une reproduction de
I'article de d’Alembert.

Michel CARRAL
Roger CUPPENS*

Etant donné un polynéme P(X) = ag + a1
X + ..+ ag X°, on considére un repere
orthogonal (O,U,V) et les points By, By, ...,
B de I'axe OV d’ordonnées respectives ay,
ap+ai,..,ao0+ai+... + an. Notons d (resp.
Ox) la verticale d’abscisse 1 (resp. x, oli x est
un nombre réel compris entre 0 et 1).

C
Ba cn_: Q,
B, Con U
B, Q,
v Q,

La parallele a ’axe OU passant par By
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coupe O et d aux points Cp et Qn respecti-
vement ; la droite Bn-1Qn coupe 8x en Cp1
et la parallele & ’axe OU passant par Cn-1
coupe d en Qn-1 ; la droite Bn-2Qn-1 coupe 8x
en Cp.2, et ainsi de suite... La mesure

algébrique xCy est égale 2 a P(x).

Al’époque, I'intérét de ce systéme n’était
que théorique. Il fut néanmoins réalisé
(¢f. la planche reproduite en Annexe),
mais, en raison des frottements, le systéme
ne fonctionnait correctement que pour des
polyndémes de degré inférieur ou égal & 2.

La simulation dans Cabri-Géométre de
ce constructeur léve cet obstacle et permet
en outre de considérer des valeurs de x
extérieures a l'intervalle [0,1]. On pourra
utiliser le constructeur de deux maniéres
différentes :

— en déplacant ’'un des points de base, on
pourra “voir fonctionner” le constructeur ;
— en utilisant la possibilité de tracer des
lieux géométriques, on obtiendra un tra-
ceur de polyndémes et méme (en ajoutant un
dispositif supplémentaire) de fractions ra-
tionnelles assez précis.

2. Théorie algébrique du constructeur

Dans ce paragraphe, nous montrons que
les idées de d’Alembert se raménent a une
variante intéressante du schéma de Hor-
ner. Rappelons que le schéma de Hoérner
qui permet de calculer les valeurs d’un
polyndme

P(X)= iakxk

k=0
repose sur le résultat suivant :

(2) Nous donnons une démonstration de ce résultat
dans les deux paragraphes qui suivent.
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La suite (ck(x)) définie par les relations

cn(x) = an (1)
ck(X) = X ¢ck+1(X) + ak (2)
vérifie
n -
Ck(x) = Zajxj_k 3)
Fk

pourk=0,..,n.

Démonstration. Si

n
i—k—1
C1(x)= Zajxr

j=k+1

de (2), on obtient

cp(x)=x i“ajxj_k_1 +ay = zn:ajxj—k

=k+l Fk

Puisque (1) nous donne (3) pour k = n,
on obtient par récurrence le résultat.

Remarques.

1. Pour n = 0, on obtient ¢y (x) = P(x). On
peut donc calculer les valeurs d’un poly-
néme en effectuant seulement n multipli-
cations et n additions : 'algorithme fourni
par le schéma de Horner est de complexité
minimale.

2. Ce résultat reste vrai si on remplace les
constantes ax par des fonctions de x.

Ce schéma qui est le plus simple pour le
calcul algébrique, ne donne pas une cons-
truction géométrique simple. Pour en obte-
nir une, nous le modifierons de la maniére
suivante :

k
En posant by, = Za- , on obtient
=0
ag=boetak=bx-bx1(k=1,..,n),
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ce qui donne

n
= Z akxk
k=0

n
=29+ ) (b —by_px*

P(x)

k=1
n n
=by+ Y b~ Y by x*
k=1 k=1
_ zbkx _ zbk k+1

k=0

k
=b,x"+ Zbk(l— X)X
k=0
Le schéma de Horner appliqué a cette

représentation donne :
La suite (ck(x)) définie par les relations

cn(X) = by, (4)
et

ck(x) = x ek+1(x) + (1-x) bk 5)
pourk =0, ..., n-1 est telle que ¢,(x) = P(x).

3. Théorie géométrique du constructeur

Nous supposons le plan rapporté a un
repére orthogonal (O,U,V) et notons d la
verticale d’abscisse 1, ¢’est-a-dire la paral-
lele & OV passant par U.

Soient
—n un entier naturel,
— X un nombre réel,
— ag, ... , an des nombres réels,

k
~by = Y a(k=0,...,n)

=0
— ck(x) la suite définie & partir des bk par
les relations (4) et (5),

—Bk le pomt de Taxe OV d’ordonnee bk
pourk =0, .
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—Ck le point d’abscisse x et d’ordonnée
ck(x) pour k=0, ..,n

— Pk (resp. Qi) la projection de Ck sur OV
(resp. d) pourk =0, ... ,n

Du paragraphe précédent, on déduit que
Co est le point d’abscisse x et d’ordonnée

P®) =) ak XX, clest-a-dire le “point cou-
k=0
rant” de la représentation graphique du

n
polynéome PX) = 2 ax XX .
k=0

La relation (4) nous dit que Cp est la
projection de Bpn sur la droite verticale
d’abscisse x et (5) peut se réécrire sous la
forme

¢k(x) — ci+1(x) = (1 - x) (bk — ck+1(x)),

c’est a dire
Ck+lck =(1- x)Pk+1Bk

Du théoréme de Thalés, on déduit que
les points Qk+1, Cx et Bk sont alignés : pour
k=0,...,n-1, Cx est le point d’abscisse x
de la droite joignant Bk & la projection Qk+1
de Ck+1 sur la droite d.

A d d
x
A\
C
P k+1
k1 Qk+1
/ c
k
Bk
-
0 x U
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En notant P la projection sur la verticale

d’abscisse x et A la fonction qui, 4 deux

points B et C du plan, associe le point "
d’intersection 3 M de la paralléle en C a
OV avec la droite joignant le point B i la
projection Q de C sur d, on obtient que les
points Ck sont définis par

C,= By),

Cy = a(By, Cyep)

(k=0,..,n-1)

A d
Vv
C
Q
/ M
B
-
o x U
Remarques.

1. La construction reste valable dans le cas
ol1 X se trouve en dehors du segment OU.
2. On peut donner la définition récursive
suivante du constructeur : si on note C la
fonction qui au (n+1l)-uplet (Bo, ... Bn)
associe le point Co, C est définie par :
¢((Bo, ... ,Bn)) = sin=0

alors P (Bo)

sinon A(By, ¢(B1, ... ,Bn)).

(3) Ce point est parfaitement défini dés que B n'ap-

partient pas & la droite d.
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4. Réalisation de ce constructeur

Pour obtenir avec Cabri-Géométre ce
constructeur de polynémes, on utilisera deux
macro-consfructions de base : proj et alemb.

La premiére correspond a la fonction P
du paragraphe précédent. Elle a pour
objets initiaux un point P et une droite d et
pour objet final le segment () PH, H étant
la projection de P sur d, c’est a dire le point
d’intersection de d avec la perpendiculaire
4 d passant par P.

d

La deuxiéme devrait correspondre a la
fonction A. Néanmoins, puisqu’il est com-
mode qu’une macro-construction ait des
objets initiaux indépendants et quun méme
objet ne soit pas construit plusieurs fois,
nous la généraliserons un peu. La macro-
construction alemb aura pour objets initiaux
deux points C et B et deux droites d1 et d2 et
pour objets finaux trois segments sl, s2 et
83 : s1 est le segment CH obtenu en appli-
quant la macro-construction précédente a C
et 4 d2 tandis que s2 et s3 sont les segments
HK et KB, K étant le point d’intersection de
d1 avec la droite BH ().

Dans tout ce paragraphe, on prend comme objec-
tif de visualiser a I'écran le fonctionnement du
constructeur. Si on veut seulement tracer des
représentations graphiques, il suffit de remplacer
comme "objets finaux dans les macro-construc-
tions les segments par un point unigue.

(5) Le fait d’utiliser les deux segments HK et KB au
lieu du seul segment HB permet de traiter le cas
ou X est en dehors du segment OU.

4
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sl

s3

d1 d2

Comme une macro-construction de Ca-
bri-Géométre ne peut dépendre ni dun
nombre entier, ni d’un nombre variable
d’objets initiaux, on construit ensuite une
suite de macro-constructions, construc-1,
construc-2, ..., de la maniére suivante :

— construc-1 est une macro-construction
ayant pour objets initiaux deux points B0,
B1 et deux droites d1 et d2 et pour objets
finaux quatre segments s1, s2, s3 et s4 : s1
est le segment B1C1 obtenu en appliquant
proj & Bl et d1 tandis que les trois autres
s’obtiennent en appliquant alemb a C1, BO,
dletd2;

— construc-2 est une macro-construction
ayant pour objets initiaux trois points BO,
B1 et B2 et deux droites d1 et d2 et pour
objets finaux sept segments s1, ..., s7 : les
quatre premiers s’obtiennent en appli-
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quant construc-1 a B1, B2, d1 et d2 tandis
que les trois autres s’obtiennent en appli-
quant alemb a C1, B0, d1 et d2 ot C1 est
P'une des extrémités du segment s4, I’autre
étant B1...

B2—0 1 | 2
C1 s3
) s5
B1 s6
s7
B0 di d2

Remarque. Les limites du logiciel ne per-
mettent pas d’aller au dela de construc —6.

Pour obtenir la représentation graphi-
que d’'un polynéme ag + ... + an X" dans un
systéme orthogonal, mais pas nécessaire-
ment orthonormsé, les unités pouvant étre
modifiées a tout moment, on trace

~une droite d,

— des points O et U sur d,

— la perpendiculaire d’ en O 2 d et V un
point de d’:

d et d’ seront les axes, OU étant I’unité des
abscisses et OV 'unité des ordonnées (6),

On trace alors

— un point x sur la droite d,

— les perpendiculaires dx etdl1a denxet U
—sur d’ les points By, ... , By dont les ordon-
nées sont bo = ag, ... ,bn =ap + ... + an.

(6) On constate que les unités sur les deux axes
peuvent étre différentes. Il peut étre intéressant
de graduer les droites d et d'.
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Enfin, sin <6, on applique construc-n &
Bo, ... , Bn, dx et d1.

d' dx di
C4
B4
C3
B3
v C2
B2 C1
"_~Tco
0 x U d
BO
Bl

Si n > 6, puisqu'on ne peut pas définir
construc-n, on reviendra a la définition :
on applique construc-6 4 Bn.g, ... , Bn, dxet
dl, ce qui donne le point Cp.g, puis on
applique alemb & Cp-¢, Bn-7, dx et d1, ce qui
donne le point Cp—7, etc.

d dx d1
B7
B8

B6

B5
A\
B4 C2

B3 c1

B2 x U
0

B1

2\
[-9

BO
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En déplacant le point X, on voit le
fonctionnement du constructeur tandis
qu’en tracant le lieu de CO quand X varie,
on obtient la représentation graphique du
polyndéme : des exemples de telles repré-
sentations sont fournis dans 'annexe 2.

5. Un constructeur de fractions
rationnelles

Pour obtenir la représentation graphi-
que d’une fraction rationnelle, on applique
le constructeur au numérateur et au déno-
minateur. Si P et Q sont les deux points de

la droite dx tels que XP et XQ soient les
valeurs du numérateur et du dénomina-
teur, on cherche le point Y de dx tel que

XY _XP,
oV XQ

La construction la plus simple serait la
suivante : on trace la droite VQ qui coupe
OX en M, puis la droite PM qui coupe OV
eny ; le point Y est alors le point d’inter-
section de la droite XP avec la parallele a
OX passant par y.
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Néanmoins, on constate que cette cons-
truction 'ne donne rien lorsque

XQ =0V =1. Pour obtenir une construction
valable également dans ce cas, nous utili-
serons la méthode suivante : déterminer la
projection p (resp. q, v) de P (resp. Q, V) sur
d1, trouver l'intersection M de la paralleéle
en p au segment Oq avec d, puis I'intersec-
tion y de d1 avec la parallele en M & Ov. Le
point Y est alors la projection de y sur dx.

d dx d1
P p
Qe q
% y
V / v
M o X U d

On trouvera dans 'annexe 3 des exem-
ples de courbes représentatives obtenues
avec ce constructeur.

6. Représentation des fonctions
rationnelles sur un seul axe

Dans [2], G.V. suggére de représenter
avec Cabri-Géometre des fonctions en utili-
sant un seul axe de coordonnées, ce qui est
possible en déplacgant le point représentant
I'abscisse avec la souris. Un des reproches
que l'on peut faire & ce qui est présenté
dans cet article est d’imposer automatique-
ment la méme unité pour les points X et Y,
ce qui peut nuire 4 la précision des études.

L'utilisation de notre systéme permet de
lever cette critique : pour obtenir une telle
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représentation, il suffit de prendre le symé-
trique du po/igt Y par rapport & la bissectrice
de 'angle UOV. Pour la clarté de la figure, il
peut é&tre intéressant d’utiliser un deuxiéme
axe paralléle au premier et gradué ou on
déterminera l'unité des ordonnées et o1 'on
placera les coefficients des polynémes ou des
fractions rationnelles.

En utilisant loutil Mesurer, on peut
déterminer ici avec une grande précision la
valeur d’une fonction rationnelle en un
point, les racines ou les extréma de cette
fonction. Par exemple, pour le polynéme

PX)=X’+X*-2X%.2X24:X+1

dont on trouvera une représentation gra-
phique dans I'annexe 2, on voit qu’il y a un
maximum entre 0 et 1/2. La représentation
linéaire fournit pour le maximum :

1,000 3,318
X Y U

o' A
B2 B5 B0 Bl

B3 B4

Avec l'outil Mesurer, on peut préciser et
on obtient pour cette position :

Abscisse(O) = 0,000 000 000 000 000 000
Abscisse(U) = 5,000 000 000 000 000 000
Abscisse(0’) = 0,000 000 000 000 000 000
Abscisse(V’) = 3,000 000 000 000 000 000
Abscisse(X) = 1,000 000 000 000 000 000
Abscisse(Y) = 3,317 759 999 999 999 999

(on peut évidemment arrondir cette der-
niére valeur a 3,317 76) et pour des posi-
tions voisines

Abscisse(X) = 0,964 285 714 285 714 286

Abscisse(Y) = 3,317 320 073 871 749 866
et

i1
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Abscisse(X) = 1,035 714 285 714 285 714
Abscisse(Y) =3,317 318 324 712 173 499

On a donc pour le maximum x = 0,2 et y =
3,317 76/3 = 1,105 92. Le calcul donne

PX) =5X*+4X3-6X2-4X+1
=X+12X-1DG5BX-1

qui a bien pour racine X = 1/5 = 0,2 et on

a alors

1) _ 1+5-50-250+625+3125

5 5°
_ 3456 _3456X32 _ 10590
5° 10°

En utilisant les mémes idées, mais deux
axes de coordonnées (O, U, V) et un axe “des
temps” (Ot, Ut), on peut construire les
courbes paramétrées d’équation x = f{t), y =
g(t) ot f et g sont des fractions rationnelles.
On trouvera dans I’'annexe 4 la représenta-
tion obtenue pour la courbe x =t - t2, y=t".

7. Conclusion

11 est évident que tout ce que nous venons
de présenter se fait plus facilement avec un
grapheur ou un systéme de calcul formel. Il
semble néanmoins intéressant de montrer
que la séparation entre analyse et géométrie
n’est pas un mur étanche : certains proble-
mes de géométrie se raménent & une étude
de fonction et, comme nous le montrons ici
sur un exemple, certains problémes d’ana-
lyse peuvent se résoudre géométriquement.
En outre, les outils mathématiques utilisés
sont élémentaires : théoréme de Thalées pour
la géométrie, manipulations algébriques sur
les polynémes (ou suites récurrentes, mais
elles ne sont pas indispensables) pour ’ana-
lyse. Ceci peut donc se faire dés la classe de
seconde.

On peut remarquer plus précisément
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que lon construit des représentations
graphiques de fonctions comme des lieux
géométriques. Ceci peut sembler surpre-
nant dans notre enseignement ol les lieux
géométriques sont des droites, des cercles
ou, & la rigueur, des coniques (7).

Mais ceci ne fait que renouer avec une
tradition ancestrale et, malheureusement,
oubliée dans notre enseignement : les
grecs et leurs successeurs avaient congu
des instruments autres que la régle et le
compas (systémes articulés, a glissieres...)
pour construire des courbes “mécaniques”
permettant de résoudre certains proble-
mes classiques tel que trisection de 'angle
(conchoide de Nicoméde), double moyenne
proportionnelle... Souvent la réalisation
pratique posait des problémes tels que
frottement, longueur limité des tiges... On
en était alors réduit & construire point par
point la courbe.

Un logiciel tel que Cabri-Géométre per-
met la simulation de ces instruments et
donne automatiquement un tracé continu
de la courbe. On pourrait donc modifier
maintenant notre enseignement pour faire
redécouvrir les méthodes initiales de réso-
lution de ces problémes qui ont fait les
mathématiques.

Terminons en faisant remarquer com-
bien les courbes fournies par le construc-
teur ® sont différentes de celles qu'un

(7) Daniel Lacombe rappelle qu’il fut un temps ou
sévissait dans les classes préparatoires a Saint
_Cyr “'axiome de Saint Cyr” s'énongant “Tous les
lieux géométriques sont des droites ou des cercles”
et dont la “preuve” irréfutable était “Ce sont les
seuls lieux géométriques au programme du con-
cours”.

(8) On trouvera dans I'’Annexe 5 la représentation de
la méme courbe fournie par le constructeur et celle
que 'on trouve dans un vieux manuel scolaire.
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enseignant tracerait au tableau aprés une
étude de fonction. En effet, on donne
habituellement comme définition de la
représentation graphique d’une fonction f
I'ensemble des points de coordonnées
(x,f(x)) dans un certain repére et on
commence par apprendre aux éléves, en
général sur des fonctions polynomiales
simples, & déterminer un nombre fini de
points de la forme précédente et & faire
passer “au mieux” une courbe par ces
points. Néanmoins, on constate que trés
vite on abandonne cette méthode, mais
aussi la définition ® : la représentation
graphique n’est plus alors qu'une courbe
résumant visuellement les informations
obtenues par I'étude de la fonction f ; le
passage de cette étude a la courbe repré-
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sentative est un codage d’information et la
lecture de cette courbe nécessite une
opération inverse de décodage.

Par contre, sur un écran d’ordinateur
(ennégligeant les problémes spécifiques de
Paffichage par pixels), on reste toujours
proche de la démarche initiale puisqu’une
courbe représentative s’obtient par “discré-
tisation” : on détermine un ensemble fini
de points de la forme (x,f(x)) et en joignant
ceux-ci en général par des segments de
droite (10,

Tout ceci ne peut se faire sans un
apprentissage sérieux et conscient. Il sem-
ble que ce ne soit pas actuellement le cas
dans notre enseignement.
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(9) Elle ménerait a de sérieuses difficultés, par
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est-elle discernable de I'axe des x ?, etc.
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les points obtenus ne sont pas “suffisamment
proches”.
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ANNEXE 1 - Le texte de d’Alembert

86 EQU
on prendra d’abord 1? degrés pour chaque
heure , on prendra le quart des minutes

de remps , on en fera des degrés ; le quart

des fecondes, on en fera des minutes; le |
quart des rierces de temps, 'on en fera des ;

fecondes de degrés. . .

Ces regles ailées 3 retenir & 4 pratiquer,
{e peuvent faire fans le fecours des tables ;
cependanz on trouvera des tables propres 4
faire ces converfions de remps en parties
deléquareur , & des parties de Peguateur en
temps , dans la connoiffance des emps , &ec.
L'opération fe réduic 2 muldiplier par 13
le temps qu'on veut réduire en parties du
cercle , ou 4 divifer par Iy les parties de
Péquarenr qu'il Sagit de convertiren temps.

La converfion du temps en parcies de

- Péquareur eft différente de la converfion
en temps folaire moyen dans laquelle on
prend 360° 5¢' 8’ pour vingt - quacre
heures,ou15? 2’ 27" ¥ pour chaque heure;
c’eflt le nombre des parties de Pequatenr.qm
pafie par le méridien pendant la ducée des
heures folaires , marquées par une pendule
du moyen mouvement ; quand cetze pen-
dule a fin fes vingc-quarre heures, il a
paflé ; non feulemenr 360¢ de Veguareur,
mais encore les 59’ 8 que le foleil a par-
courues en fens coneraire , & qui doivent
pafler par le méridien pour que le foleil y
arrtve. (M..DE LALANDE. )

EQUATION. Conflrudion & ufage
d’une machine pour trouver les racines de
quelque dquation que ce puiiﬂé brre, (Al
gebre. Machines. ) M. Pafcal s'eft fait une
réputation dans le monde pour avoir inventé
fa machine arichmérique. Celle dont je vais
donner la defcription n'eft pas moins in-
génieufe ; & on peut Pappliquer i toutes
les fquarionsde quelque degré qu'elles foient,
Avant que d’en donner la conftru&ion ,
il conviene d’expofer en -peu de mors la

théorie fur laquelle elle eft fondée : elle | fix

fuppofe , dans cenx qui.liront cer arricle ,
que?aue connoiffance de PAlgebre.
Soit Péquation i réfondre @ 4~ 22 4
cxx < dxx , &e.==o0.
~-~Tirez fur la ligne ZZ prife pour hafe

dans la fig. z on2 delapl I &’ Algebre ,

desplancnes , fupplément: , les perpendicu-

laires S5 & RR , éloignées l'une de l'autre i J

de telle diffance quil vous plaira. Prenez

QU

f e’nfuite fur la ligne S de Pune ou de
" Pautre figure les parties 0d,AB, BC,
€D, &c.proportionnelles aux coefficiens
1 9>b,¢,d, &c. de Péquation ,.obfervane
de prendre chacune de ces lignes de bas en
haue, 3 compter de ['extrémité de la der-
niere lorfque le coefficient quelle doit re-
préfenter eft poficif, & dans un fens con-
traire lorfqu'il eft négatif Cela fait, tirez
par lextrémicé de la derniere des lignes
0.4,4B,BC, &c. {avoir, par D, la ligne
D¢, paraﬂeleg labafe ZZ, & par le poinc
C, 0 DC coupe RR, ¢C, & paralifiement
A88,& 3 eelle diftance qu'il vous plaira

M ; par le point ot Cc coupe MAM ,
la‘ ligne k2 parallele 2 DC; par le poinc 5 s
olt la derniere coupe RR, laligne.s B ; pat
le poine o celle-ci conpe MM, la paral-
leled DC, & enfin par‘l)e point a , ol 4 B
coupe MM, la, & par le point a2, od la
coupe RR , laligne 2 .4. Suppofons main-
tenant que les lignes S8, RR, Cc, re-
préfentent trois regles avec des rainures
telles qulon le voir figure 3, que vous
fixerez dans leurs places refpeives SS
RR & Cc fur un plan ou chaffis £
grandeur fuffilante,

Soient Bb, Aa , dautres reglesde méme
forme , qui fe meuvent fur les centres
B, A, &c. lefquels fe meuvent eux-
mémes en haur & en bas le long de la
regle 85 , mais de maniere gw'on puifle
placer les centres B & .4 Pun {ur Paurre ,
oufur C , fi Poccafion le requiere, & les
arréter avee des édcroues ; {avoir, le centre
Aen.A,le centre Ben B, &c. Soient k 5
& /a , dautres regles mobiles , comme les
premieres , & difpofées de fagon qu'elles
fe menvent roujours parallélement les unes
aux autres, & 4 laligne De & MM , une
augre regle de pareille forme. On affem-
blera les regles K& & MM avec la regle
e Cc an moyen d'une pointe coulante
qui paffe par le poinr ¢, ol lenrs rainures
fe coupent. On aflemblera de méme les
regles Kb, B}, la & .Aa enfemble, &
avec MM & RR , avec de pareilles poin-
tes qui les traverfent dsos les points &, 7,
a & ¢ Ia derniere de ces pointes doic érre

faite de maniere a pouvoir porter un crayon.
¢ dis maineenant que fi 'on avance ou

! recule laregle MMde.S'S, en foste quielle
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lui foit toujours parallele, le crayon s dé-
crira 1a courbe qu'on demande ; que les dif-
tances 4 compter du point O ol le crayon
coupera la bale ZZ, 4 droice de SS, mar-
queront les racines pofitives de I'équation ;
celles qui feront 3 gauche, les racines néga-
tives; & les endroits ot il approchera de la
bafe fans la toucher » les racines impoffibles
ou imaginaires. Ces diftances doivent érre
prifes fur une {éch’ellei fur élaquelle la ligne
D C fera prife pour lunicd.

Dc’mon/g'atiml:. Puifque les lignes O A,
AB, BC, &c. font proportionnelles aux
coefficiens a, &, ¢ , &c. Suppofons que la
premiere O A foir égale au premier coe,ﬂ?-
cient a, ou 4 telle de ces parties qu'on

.voudra, n, par exemple, feroir 25 alors
pour confervér la proportion ci-deffis, la
fuivante 4B fera dgale 45, Bcd = &

c3 3 %, &c. SiPon nomme O Qounjs

fon égale D P x, pour lors D¢ é‘tan: prife
€gale 3 Punité,” Pc feradgale d 1 —z;
& comme Dc eft égale 3 %, on aura, 3
caufe destriangles femblables, DCc & Py,

. 4, doede
CEtte proporeion ¥ : I-—zx:: g+ ——

quaDK:maisKB:BC’-l—CD—D{{;
Ceft-d-dire, 3 £ L5205 favoir 4 X,
Les mémes triangles femblables donnent
K&:9b:: KB:gr, ceft-d-dire, 1:

Yemz:: ctdxictdx—cx—dasy

- =gr ou
K!l:mais dl=AD—DK—K!, ou
o e S St —‘+‘x_:‘_"'oué

benbdsr, es mémes triangles donnent
n

encorela:ra:: Al:rsyoui: 1 ——g:;
b cx b dux:b-be ey o dey—bu—cum—daxs

" —J rse
Or, Qs, qui par la figure eft égale 3 QP—
Pge—gr—~re==ttitetdadodr

L3
€3-d¥ —c = d¥T Dot em-t-dRY — ¥ = o3~ dunx

5 & par conf(é-

s ==0, c'efl-d.dire, lorf-
courbe décrite par § caupe la hafg,

L]
favoir 2 = 5% = CXX im d¥y

quent, lor{que
que la

EQU 78>

5s 3 5.
ah ;!-:u‘-l»& =0, ou }°  Scrmldrry

qui par I'éguarion méme eft égaledo. Qy,
dans ces circonftances , fera done anff; égale
da4b 24 cxx 4 drzz , & par confl.
quent route valeur de x ou de 0Q, qui
rend @ = bx 4~ cxx 4 dzax ==, rend
pareillement Qs édgale 4 zéro. Or s toute
valeur de z qui rend « “+bx 4 cxr 4=

*xr =0, eft une racine del'’quarion pro=
pofée @ 4~ bx - cax e drzr— o, dont
la courbe coupera la bafe ZZ pouc chagque
racine réelle de cetre equacion » loic pofi-
tive ou négative , & ne la touchera point
lotfqu’efle fera imaginaire , commele favent
ceux qui connoiffent les proprideés des cour-
bes. C. Q. F.D.

Cette démonftration eft applicable &
toute autre e¢guarion que I'on voudra,

Nota. Pour avoeir les racines négatives ,
on placera les regles Sauche de S§§

gure 2 , ol elles font marquées par les
mémes lectres.que dans la premiere figure,
Par exemple, on poferala regle Cc dec
ou g, laregle B5 debonr, Ia regle
a4 den ou s, vers la ganche » en forte
que les centres .4, B, des deux dernieres
fe trouvent fur la ligne fixe S'S.

Il n’ef} pas néceflaire que la courbe foir
décrire avec exaditude , ni méme quelle
tombe fur le plan , excepté lorfqu’elle
coupe la bafe, & par conféguent on ne
rifgue rien 3 faire les lignes 0.4 » 4B,
&e. forz longues. Mais les regles fises 019
& Tc , doivent étre fi prés Pune de Iaatre ’
que leur diftance Dc ou OT , érane prife
pour Punicé , la bafe OT qui s'étend 3
droite jufqud Pextrémité du plan, puiffe
contenir toutes les racines pofitives , &4
gauche toures les'négatives,

Y a encore une chofe i obferver :
c’eft que fi T'on a une cguarion comme
celle-ct zxx — Szx 4 1200 z <+ 9000
==o0, dontles coefficiens S , 11co & soco
font diffécens Pun de P'antre , qu'il feroit
difficile de les prendre fur Ia ligne OD,
on peut les rédnire de la maniere fuivanee
‘c’eft de mettre dans Peguacion 4 la place
de chaque z , 10 x, 20X, o0 100 z. Je
fuppofe qu'on metze 20 x; pour lors 5 AU

ien de xxx , on aura 8oco xrr » an fiey
de § rx — 2000 zx , &c., & Peguadion
Ggeggg
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iera changée en celle-ci §coo xxx == 2000
xxx = 24000 x 4= gooc == o. Divilant
chaque rerme par 100, on aura ceree autre
8xxx—2zx4 242 9=0,dontla
rédution fera plus aifée. Miis on fe fou-
viendra pour lors ; que faifant x 20 fois
plus petic quil n'et , les racines que vons
trouverez feront pareillement vinFc fois
plus petites , & qu'it faudra par conléquent
les multiplier par 2o pour gw’ellesaient lenr
jufte valeur.

Voici quelques obfervations fur Pappli-
cation de ces regles, qui peuvent avoir
leur urihieé.

1% Les racines d’une cguation peuvent
écre de trois forres, pofitives ; négatives &
impoflibles ou imaginaires.

2° Toute équation contient autant de
racines qu'elle a de degrés. .

3° Les racines imaginaires font toujours
au nombre de deux.

Par exemple , fi une fquacion a une

racine imaginaire comme celle-ci =<5}
—1, elle en aura une aucre ; favoir , «
—b V1, qui la fuit toujours. I fuic
de 12 que toute éguarion qui a des racines
imaginaires , en contient 2, 4, 6, &c.;
Ceft - i - dire , quelles font tonjours en
nombre pair. Toutes les fois que la cour-
be, que les regles décrivent , approche
de la bafe fans la couper , c'eft une mar-
que quil y a deux racines impoffibles ;
de forte que fi elle en approche trois fois,
Péquarion contient fix racines imaginaires,
Ceeft rout ce que ces regles peuvent faire
par rapport & ces fortes de racines; elles
marquent leur nombre, & non leur na-
ture. Penfeignerai plus bas le moyen de
connoitre celle-ci. Puis donc que les raci-
nes imaginaires font toujours en nombre
pair, & que leur nombre eft égal aux
degrés de I'dquarion , il Senfuic:
4°. Que route fguarian dont le nombre
des degrés eft impair , doit contenir an
moins une racine réelle.
°. Que touze fquarion dont le premier
& fe dernier termes aprés aveir €64 tranfs
pofés , ont des fignes contraires, contient
au moins une racine réelle. Lorfque cela
arrive , & que le nombre de fes dimen-
ons eft pair, de méme que celui des ra-

EQU

cines impoflibles, celui des racines réelle
doit P'éeee pareillement.

.. 6% Que fi T'on divife une fquarion par
I'inconnue , moins une de fes’racines, on
la réduira 3 une-dimenfion plus bas H
comme toute eguation contient autant de
racines qu'elle a de degrés, il senfuic
encore :

7°. Que retranchant le nombre des ra-
cines imaginaires de celui de fes racines ;
je veux dire, du nombre de fes dimen-
fions, le reftanc fera celui des racines
réelles.

82, Apréds avoir trouvé, par le moyen
des regles, les racines réelles, faires la
quantité inconnue x égale 3 chacune : tranf
pofez les termes d'un cdré : multipliez les
¢quations les unes par les autres, & divifez
-Pequation propofée par le produit qui en
réfultera, Faites le quotient égal 4 zéro,
& vous aurez une éguarion quirenfermera
toutes les racines impoffibles, {ans en awoir
aucune de réelle. On trouvera enfuite les
racines impofflibles par la méthode qu'en—
feigne M. de Bougamville, dans fon zraize
du_caicul integral , dans les cinguieme &
fixieme chapitres de fon introdu&ion. Ceft
la meilleure que je connoiffe.

Elle confifte 2 partager Péguacion donnde
en deux autres du méme nombre de di-
menfions , mais qui ne contiennent que
des racines réelles que vous trouverez par
le moyen des regles, ou autrement, au
moyen de quoi vous aurez toutes fes racines
impoffibles de votre equation.

Comme peu de gens connoiffent cetse
méchode , il convient de la donner ici.’

L'auteur commence par donner la dé-
monfiration des deux propofidions fui-
vantes.

Prop. 2. Lorfgn’une quanticé eft égale
d zéro, & compofée de plufieuts rermes,
dont quelques-uns. fone réels , & les antres
mulripliés par /=1, la fomme de tous
les termes réels eft égale 4 zéro; & celle
de tous ceux qui font multipliés par 1/
—1, égale pareillemenc 3 zéro. C'eft le
foixante-neuvieme arcicle de fon Imero-
duion.

Prop. 2, Lorfgu'ane dguation ne contient

que des racines imaginaires, on peut tou-
jours fuppofer la quantité inconnue égale
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dm-y=n) —1, dans laquelle m & n font
des quantités réelles. C'éftle huitieme ardcle
de la méme introduion.

Par conféquent , pour trouver les racines
d’une dquacion telle que celle dont il s'agit,
il faur mertre 4 la place de chaque incon-
nue , x; par exemples, m—4-n " —1 , &
‘on aura une nouvelle eguarion qui con-
tiendra des termes réels & les termes mul-
tiplids par 3" —1 , dont le premier & le
dernier font éganx 4 zéro par la propofi-
tion I. Faites-le donc, & vous aurez deux
€quations dont il vous fera facile de décou-
vrir les deux quantités m & n, de méme
que celle de x , qui par la deuxieme pro-
pofition eft égale d m - n } —1.

Voici_un exemple qui fera comprendre
ce que Jai dit dans 1; premiere partie de

deer article. Suppofez que les racines réelles,
découvertes par le moyen des regles dont
j’ai patlé , foient @, #—c , &c. Faites x
==a , x==b , x=——=c, &c. Tranfpolez
les termes, & vous aurez x — a=—=o , X
—b==0, z4c==0, &c. multipliez ces
dernieres eguarionsles unes par les autres,
divifez 'éguarion donnée par leur produic,
& procédez comme y'ai dit ci-deffus.

9° Leplus grand coefficient négacif d’une
dquation quelconque , confidérd comme
pofitif, & augmentd de Punité, excede
toujours la plus grande racine pofitive de
Pequation. Par conféquent,

10°% Si‘en place de la quantitd inconnue
x de Péguation, vous mettez le coefficient ,
pris comme pdficif & augmentd de luniré ,
moins z , toutes les racines deviendront
pofitives. Dans ce cas, vous n’aurez befoin
que des regles de la figure z , dont les cen-
tres font d leurs extrémitds’, & elles vous
fuffiront pour tous l=s cas poffibles ; car
vous devez avoir obfervé que les cencres
de celles dé la deuzieme figure font autre-
menr difpof¥s.

11° Si aprés avoir rendu toutes les ra-
cines de votre dguarion pofitive , Yous
voulez vous évicer la peine de tran(porter
ha regle AT M4 fa droite de RR ; ce qui
eft fujer 4 quelque inconvénmient, je veux
dire,, fi vous voulez que toures les racines
de votre equation fe trouvent entre O & T >
ou entre ziro & lunitd, au lien de la
guantité inconnue x de la derniere éq:q-

EQU 789
rion 5 mettezz , mulriplidepar le plus grand
coeﬂicienc négatif, confidéré comme politif
& avgmenté de Punité. Par exemple , fi
le plus grand coefficient négatif de Yegua-
ton , eft — g, metrez 10 z 1 Ia place
de chaque x ', & vous aurez une nouvelle
€quation , dont toutes les racines fe troy-
veront fur la ligne O T, fans quil foir
beloin de la prolonger,-car elles feront
moindres que Punicé, je veux dire, que
DC ou OT; mais aprés avoir ainfi trouvé
les racines, il faur les multiplier par le
coefficienc augmenté de Punitd, ceft-3-
dire , dans Pexemple ci-deflis, par 10 ,
parce qu’ayant mis 10 x pour x , on rend
chaque racine dix fois plus pecite qu’elle

néeoie.

Ces propofitions fonr reques de tous
les algéariques , & n'ont pas bzfoin d’tre
démontrées.

, Voici la defcription d'une mackine pour
régler le mouvement des regles done j'ai
patlé: elle n'eft que pour les équations du
deuxieme degré ; mais on peut egalement
Pemployer pour toutes les autres.

ABCD , figure 4, eft un chaflis de
fer ou d'acier , compofe de quatre barres
de fer affemblées par leurs excrémicds ,
qui forment un parallélogramme retangle
de douze pouces de long fur huitde large,
aux quatre coins duquel font des appuis
EF, GH,IK,8 LM, fur lefquelsil porte.
Sur le cété A4, eft un coulant N, qgu'on
peut arrérer avec une vis dans rel endroie
qw'on veut, & fur lequella traverfe NO
tourne fur fon centre. Son autre extrémitd
tient par le moyen d’une vis avec fon écroue
& la traverfe PQ , qui eft pareillement
arréeée fur le chailis aux endroits P & Qs
mais de maniere qu'on peut lapprocher
ou I'éloigner 4 volonté de I'extrémité L.
Cette traverle eft repréfentée par la ligne
RR de la premiere figure. Les quatre
appuis EF, GH, IK, LA, portent
trois traverfans ST, UY & YZ, fur le
premier defguels eft une boite coulance o,
qui ferr de centre au traveclant 2 4. Lo
| fecond & le troifieme, favoir, UX & ¥Z,
. font pareillement garnis de deux noix cou..

lantese & f, qu'on arréte ot 'on veut par
i le moyen d'une vis, & ausquelles la f{oje
I, S eft atcachée. Les trois traverfans S T,
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UX , A, ou plutde la ligne tracde fur celui
d’en haur repréfente la ligne S& de la
figure ¢ 5 & la foieef , la bafe ZZ de la
méme figure. ,

gh ik et un autre parallélogramme
environ deux fois plus long que le premier,
doncles cdeés g k & A& coulent dans des
fuppores attachés par des vis au chailis
ABCD , dont trois font marqués par les
lectres ,'m 5, & ont des dents triangu-
laites par deflous, depuis f]ufqui d, &
depuis % jufgu’d o ; lefquelles sSengrainent
avee celles des deux royes £ & ¢de méme
diametre , dontl'axe pr eft foutenu dans
deux endroits , favoir, u , & unautre qu'on
ne peut voir dans la figure. Ces dents fer-
vent 4 tégler le mouvement des traverfans

k &hi, lorffqu'on fait mouvoir la ma-
chine; au moyen de quoi, les barres n x
& y 7. qui coulent dans deux pieces 1 &
2 fg’nr toujours paralleles. Elles font repré-
fencées par la ligne MM de la premiere
tiguce. Celle de deflous nx eft garnie d’une
pointe 3, dont l'excrémité (upérienre pafle
dans la rainure de la barre 4, 5, & l'in-
férieure par celle de l'alidade NO. Surla
bacre de deffus y 7 , eft attachée une poinre
perpendiculaire 6, 7, dont on peur drer
la pointe pour y mettre un crayon; cerre
pointe repréfente le poinc s & la premiere
3, le point r de Iz premiere figure. Sur la
barre 4, § eft un boulon rivé8, qui eft
placé directement au deffus de la rainure
de la barre P Q, & qui repréfenter ¢,
le poinc a de Ja premiere figure. Les deux
traverfzas 9, 10, 11, & 12, coulent
dans les fupports 13, u[ , 15 & 16, fone
garnis de dents triangulaires, qui engrai-
nent avec celles des rones 17 & 18, dont
Paxeeft marqué par les nombres, 19, 20.
Ces rouesreglent le mouvementdesbarres,
& font que celle qui eft marquée pac les
chiffres 4., §, {e. meut tonjours parzlléle-
ment ; elle eft repréfentée par la ligne ! a
de la premtiere figure. Les coulans ¢, f, ¢,
N & R, éant arrétés avec des vis dans
les endroits convenables felon les coeffi-
ciens de 'quarion;, ainfi qu'on le verradans
Particle fuivant, en avangant ou reculant
Jarbarre g# , on fera mouvoir la machine ,
& la pointe 6, 7 décrira une courbe gui
fera le lieu de I'équation. Les endroits ol

EQU

i elle paffera fous la foie ¢ f, 4 compter de

la ligne ponduée , qui eft marquée fur [z
traverfe UX, indiquera les racines réelles;
& le nombre de fois qu’elle approchera &
s'éloignera de la méme foie fans paffer
deffous , marquera celui des racines imagi-
naires. Au deflus des montans EF, GH,
IK & LM, fonc de petites pieces 2.1, 22
& 23, qui empéchent les barres qui cou-
lent deflous de fortir de leurs places. Voici
maintenant la maniere de retifier la ma-
chine pour une éguauon donnée.

Arrétez les noix ¢ f, anxquelles 1a foie
eft atcachée 4 'égales diffances des fouriens
EF& LM ; avancez enluite la noix ¢, qui
porte l'extrémité de [a barre 2 4, de forte
quelle foir plus éloignée du foutien EF,
que 'endroic oli vous avez arréeé la noix e,
d'un nombre de divifions prifes fur une
échelle de parties égales, dgal an terme
connu de ’éguazion, sil eft pofitif, & plus
prés s'il elt négacif; & arrérez-la dans cet
endroit. Faites enfuite canler Ja noix N,
qui porte la barre NO, I'dloignant ou I"ap-
prochant du foutien EF, plus que ne left
la notx ¢ , d’un nombrede . divifions prifes
fur la méme échelle égal au coefficienc da
Pequadon , je veux dire, celui olt la quan-~
tité inconnue n’a qu'une dimenfion, plus
loin fi le coefficient eft pofirif, & plus
prés sl eft négacif. Faites enfuire couler
la noix R, qui fixe l'autre exerémicé de la
barre NQO , jufqu’i ce qu'elle foit plus éloi-
gnée d’une ligne tirde du {outien EF ag
foutien LM , je veux dire , du cdté D du
chaffis , que la noix N, daurant de divi-
fions que le coefficient du terme de Véqua~
tion , ol linconnue 3 deux dimenfions 'in-
dique, plus loin, s"il eft pofidf, & plus
prés s’il eft négatif. Pour cec effet , on doit
graduerle c6cd A du chaffis, les barres ST,
UX, ¥YZ, & letraverfant PQ , 3 com-
mencer du fronc D. Ces gradations fgne
marquées difffremment fur la machine,
mais d'wne maniere moins commode. Sj
Pon obferve les endroits ot la pointe , oi
le crayon 6, 7, coupe la foie ¢ f, 4 com-
mencer de la ligne ponfuée marquée fur
la craverfe U X; & qu'on les mefure fu
une échelle, fur laquelle la diftance du
craverfant P Q , prife depuis une ligne
tiréde du milieu de P'extrémité 4 de EF
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3 G H repréfente unité (on peut en voir
Ia raifon dans la démonf@iration ci-deffus ,
ol Dcou OT, figure ¢ , qui marque la
diftance de cette ligne P Q de la barre A,
eft prife pour Yunieé ), on aura les raci-
nes que Pon cherche. Si l'on éte la foie
¢ f» & qu'on mette un carton fur la ma-
chine, fur les deux traverfans fupérieurs
AT X & ¥ Z , aprés avoir tracé deflis une
ligne qui repréfente la foie e f, & mis un
crayon en place de la pointe 7; ce der-
nier décrira une courbe, qui, avec la
ligne droite dont je viens de pacler, conl-
teyira Pequation donnée. Plus les coefficiens
feront grands (on peut les augmenter au-
tant qu'an veut {ans changer les racines,
en les multipliant par tel nombre qu’on
voudra ) ,-plus les angles, que la courbe
& la ligne formeront, f{eront grands; ce
qui ef? avanragenx dans la conftrudion
des ¢quarions. Comme il paroit par la dé-
monfiracion précédente, qu'en augmen-
tant les barres de cette machine , on peut
Pemployer .généralement pour rouzes les
cquations de quelque degré qu’elles puiffent
€tre , on peut Pappeller , 4 jufte aitre, un
confirudeur univerfel d’¢quarions. (V)
EQUATIONS DETERMINEES.
(Algebre. ) Je me bornerai dans cet article
4 expofer ce qui a été fait jufquici fur Ia
folurion générale des dquations , dont on
n'avoit pas parlé dans ce Didionnaire ,
paree que lorfque Paricle EQUATION fur
imprimé , les analyftes ne s’étoient pas en-
€ore occupés de cer objet , comme ils 'ont
fair depuis.
Ee premier qui ait fait quelques pas
itans cette recherche, eftie céiebre Tchirl-

naus, géometre Allemand , 4 qui l'on

deit la découverte des caufliques. If pro-
pofa une méthode pour faire difparoirre
autant de termes qu'on voudroit d'une
#uarion propofée par le moyen d'une fubf:
titution ; & il trouva que fi on vouloit la
téduire 3 deux -termes , le premier & le
dernier , ‘& faire difparoicre les intermé-
diaires , .on feroit dépendre la folution de
propofée , de celle dune équarion
A==0, n éanc le degré de la
profofee , & 4 dépendant d'une fquarion
dudegréd pe—1;n=—2....2. I

© M. Enler & M. Bezout, Pun dans le

|

EQU 791
tome XI des mémoires de BPétersbourg
lautre dans les Memoires de P.Académie
des Sciences , pour 'année 1765 , ont pris
une auire methode. 1ls ont fuppofé que [a
racine d'une eguation du degré n , éroic

de Ia forme }” 4 - 1 B...le nombre
des A4, B, &ec. étant n —i; & ils ont
trouvé que P'on avoir 4 par une équarion
aufli du degré n— 1, 71— 12,n—3...
2. 1,

La folution dune équarion du s5°. degré
fe trouvoit donc réduite i celle d'une
€quarion du vingr-quatrieme. Er quoique
( Voyegles recherches de M. de la Grange
& de M. de Wandermonde,, fur cet objer )
cette cquation foic tédufible 3 une du
fixieme , Péquarion du cinguieme degré
n’eft pas rabaiffée par ce moyen, & celle
du_fixieme le feroir encore moins.

1l refte donc ici deux objets & confi-
dérer ; Pun, la poffibilité de parvenir 4 cet
abaiflement , anquel les ¢quations femblent
fe refufer ; Pautre , les moyens de rendre
praticables les calenls immenfes ot cetce
r;e’_thode générale doir néceffairement con-

uire.

MM. Waring & Wandermonde fe font
occupés avec beaucoup de fuccés du fe-
cond objet. On fair que le fecond rerme
d'une dquarion eft égal 3 la fomme des
racines ; le troifieme & celle de leurs pro-

duits deux a4 deux , & ainfi de fuire. On

fair auffli que ces fon&ions qui font con-
nues, puifqu’élles font les coefficiens de
la propofée , étant donnédes, on peut en
tirer la valeur d’'une fonion quelconque
des racines , pourvu que toutes y entrent
d’une maniere femblable ; mais les for—
mules des coefficiens de la propofée qui
expriment ces fon&ions femblables de ra-
cines, font difficiles 3 exprimer fous une
forme générale & commode , lorfgue le
nombre des racines ou les expofans de
ces fon&ions font des quantitéds indérer-
mindes. Si les fondions femblables de
toutes les racines font rationnelles , des fonc-
tions des coeficiens de la propofée le font
auffi : mais fi elles font irrationnelles ; &
au lieu de fondions {emblables de toures
les racines , on cherche des fon&ions fem-
blables -de deux, de trois racines feule-
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ANNEXE 2
20
B4
- 15
10
B1 | BS
B0 \ 5
v
B8 Y
/31- \
B2 | BS D B0 x u
[} X U
B7
-5
B4 | B3
B6
10
B3 ]
B2
L - 15
L'équation
XA5 + XM~ 2X73 - 2X702 + X 20
+1=0
aune racine triple en —1 et une racine dou-
ble en +1

Les racines de 1’équation

4XA8 + 4XAT —17X26 — 9XN5
+24XM + 6X23 - 13X"2 -X +2=0
sont : 1 (triple), —1 (double), + 1/2 et -2
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ANNEXE 3

-20

Courbe représentative de (x — 1)*3 / (x + 1)*2
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ANNEXE 4

Courbe d’équation x =t —t"2, y=t"3
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ANNEXE 5

y X

o<
(=4

Comparaison de la courbe représentative de 'annexe 3 avec celle fournie dans le manuel Mathé-
matiques M.P.C. et Spéciales B de Léonce Lesieur, publié en 1964 par la librairie Armand Colin.
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