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A TILU.F.M. de Créteil, une équipe de
Formateurs en Mathématiques méne, sous
la direction d’Evelyne Barbin, une recher-
che sur les possibilités d’apport de I’Epis-
témologie et de I'Histoire des Mathémati-
ques & la formation des enseignants du
premier degré.

Le présent article relate quelques acti-
vités menées dans ce cadre avec des
étudiants de premiére et de deuxiéme
année de formation de Professeurs d’Ecole.

La numération décimale, les écritures a
virgule, les mécanismes opératoires, les
unités de mesure, objectifs fondamentaux
des programmes de Mathématiques des
classes élémentaires, sont autant de no-
tions dont l’histoire — longue et riche — est
trop souvent méconnue. C’est autour de
quelques aspects de cette histoire que
s’articulent les activités présentées ci-
apres.

OPERONS EN TOISES,
PIEDS, POUCES

Donner du sens aux techniques
d’opérations et de conversion

en exploitant les unités de mesure
de UAncien Régime

Patrice JOHAN
IUFM de Créteil

En 1585, I'ouvrage de Simon Stevin, La
Disme, obtint un formidable succes. On
peut dire qu’il y franchissait le dernier pas
dans l’écriture des nombres décimaux :

210 ¢« 0@

pour ce qui s’écrivait avant lui 214 (chez
Viete au XVI® siécle, par exemple) ou

255 (chez Al Kashi au XV* sidcle) et qui

aujourd’hui s’écrit 2,14 en France et 2.14
dans les pays anglo-saxons.

Ce succes est évidemment did a la
remarquable adaptation de cette nouvelle
écriture aux techniques opératoires alors
employées pour les entiers (“La vulgaire
maniére de compter pour les entiers”,
comme l’écrit Stevin).

Lorsque le 11 Floréal de I’an III (30 Avril
1795) Pierre Simon de Laplace annonce a
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I’Ecole Normale Supérieure le décret de la
Convention Nationale instaurant le sys-
téme métrique, il met en avant les deux
inconvénients majeurs des anciennes uni-
tés de mesure :

— Leur caractére non universel : “On ne
peut pas savoir le nombre prodigieux de
mesures en usage, non seulement chez
les différents peuples, mais dans la
méme nation...”

— Leur mauvaise adaptation & la numé-
ration décimale : “Leurs divisions bizar-
res et incommodes pour les calculs...”

Le savant révolutionnaire (futur Mar-
quis dEmpire et futur Académicien de la
“Restauration !) qualifie le “nouveaun sys-
téme de poids et mesures que les savants
ont offert 4 la Convention Nationale [d’]
incomparablement plus simple que Pan-
cien [et qui] présentera beaucoup moins de
difficultés & ’enfance.”

Ces deux: progrés décisifs font qu’au-
jourd’hui (quatre siécles aprés Stevin,
deux siécles aprés Laplace) I’ensemble de
Pédifice est extrémement cohérent : les
conventions d’écriture des nombres déci-
maux, les techniques opératoires usuelles,
les conversions des mesures sont si bien
adaptées les unes aux autres qu’il n’est pas
rare de constater des dérives pédagogiques
dans lesquelles 'apprentissage de ces tech-
niques et conventions prend la place de la
réflexion sur le sens. Deux exemples pour
éclairer ce qui précede :

“Il y a 100 dm? dans 1 m? parce qulilya
deux chiffres par colonne dans le tableau
de conversion” (paroles prononcées par un
étudiant de deuxiéme année).

“Dans la multiplication des décimaux, il
faut aligner les virgules du multiplicande
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et du multiplicateur” (exigence formulée
par un enseignant titulaire).

Il est donc vital que le futur enseignant
soit contraint de s’interroger sur ses
propres connaissances, sur ses automatis-
mes et ses mécanismes. A cette fin, il me
semble intéressant de le placer dans des
situations qui 'améneront & constater
I'inefficacité — voire la nuisance — de ses

procédures habituelles.

Pour cela, j’ai choisi, dans les activités
présentées plus loin, d’exploiter 1a “non-dé-
cimalité” des mesures de longueur de
I’Ancien Régime (“leurs divisions bizarres
et incommodes” comme le dit Laplace) pour
déstabiliser les étudiants et les contrain-
dre a “inventer” des procédures “non-habi-
tuelles” avec l'espoir que ces inventions
permettront de se poser les vraies ques-
tions sur les procédures habituelles.

- Plusieurs objectifs ont été poursuivis :

— Quant aux techniques opératoires sur les
entiers :
La retenue dans la soustraction,
L’importance de la distributivité dans
Palgorithme usuel de la multiplica-
tion,
Le reste de la division euclidienne.

— Quant 4 la mesure :
Qu’est-ce qu'un multiple ou un sous-
multiple d'une unité de mesure ?
Pourquoi'"deux chiffres par colonne"
dans les conversions d’unités d’aire ?

Plusieurs de ces objectifs pouvant étre
atteints dans une méme activité.

Nous travaillerons donc sur des lon-
gueurs exprimées en toises, pieds, pouces,
avec :
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1 toise = 6 pieds,

1 pied = 12 pouces.

(la toise sera notée “t”, le pied “p”, le
pouce “po”) ‘

PREMIERE ACTIVITE

Calculer la différence éntre
3t 2p 5po et 1t 5p 8po

L'objectif est ici, & ’évidence — le choix
des nombres en atteste — de réfléchir sur la
“retenue”.

Le réflexe “je place des petits 1" pour
ensuite retirer 8 de 15, puis 6 de 12, puis 2
de 3 est trés vite reconnu comme inadapté !

Trois procédures différentes émergent
et se valident mutuellement par leurs
résultats identiques.

Premiére procédure
Exprimer les deux termes en pouces :

3t 2p 5po
=3x6x12po+2x12po+5po= 245po.
1t 5p 8po
=1x6x12po+5x12po + 8 po=140po.
245po — 140po = 105po.

Puis (ce qui nous offre la possibilité de
réfléchir sur le reste de la division eucli-
dienne) :

1056=12x8+9.

L’algorithme habituel de la division
euclidienne est légitime : 105 et 12 sont des
entiers, le reste 9 représente bien le
nombre de pouces restants quand on a
extrait 8 pieds. Qu’il soit inférieur 4 12 a

OPERONS EN TOISES,
PIEDS, POUCES

évidemment un sens. Puis les 8 pieds sont
transformés en 1t 2p (division euclidienne
non posée).

Résultat, donc : 1t 2p 9po.

(Exploitation possible : 267 mn a écrire
en heures et minutes. Il s’agit bien d’une
division euclidienne par 60 : quotient 4 h,
reste[nt] 27 mn. Alors que nombre d’étu-
diants “tapent” sur la calculette et obtien-
nent 4,45 qu’ils identifient 4 4 h 45 mn 1)

Le résultat (105 po) a parfois été traité
de la fagon suivante :

divisé par 72 (nombre de pouces dans
une toise)
quotient 1 (1t) reste 33 (33po)
puis 33 divisé par 12 : quotient 2 (2p)
reste 9 (9po) donc :1t 2p 9po.

Deuxiéme procédure

Disposition classique “en colonnes” :

3t 2p 5po — 2t 8p 5po — 2t Tp 17po

-1t5p8po -1t5p8po -1t5p 8po
(1 toise du grand terme

a été convertie en pieds,

puis 1 pied a été converti

en pouces) = 1t 2p 9po

Grace & cet exemple, il devient possible
de mettre en place une technique de
soustraction a retenue pour les entiers (ou
les décimaux) : la technique parfois dite
“par démolition”.

361
- 135 5
\ 3%@
- 135
226
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Une des dizaines du grand terme a
effectivement été remplacée par 10 unités.

Troisiéme procédure
Elaborée par des étudiants voulant “a

tout prix” utiliser la technique la plus
usuelle de soustraction a retenue.

3t 2p 5po (ajoutons 12po. au grand
terme et 1p. au petit terme,
on ne change pas la
— 1t 5p 8po différence car 1p = 12po)

Cela devient :

3t 2p 17po
-1t 6p 8po

(ajoutons encore 6p. au grand
terme et 1t. au petit ; 1t = 6p)

Cela devient :

3t 8p 17po  (pour chaque unité, la sous-
—2t6p 8po traction est devenue possible)
1t 2p 9po

Cette derniére procédure illustre bien,
je crois, mon propos. On a été contraint
de s’interroger sur un “mécanisme” que
I’'on croyait universel (les petits 1 de
retenue) pour pouvoir l'adapter a la
nouvelle situation. Il apparalt que les
nombres ont changé, c’est une nouvelle
soustraction que 1’on fait (3t 8p 17po — 2t
6p 8po, au lieu de 3t 2p 5po — 1t 5p 8po)
c’est bien la propriété de la soustraction :
a-b=(a+¢c)-(b+c), qui est en ceuvre.
Ces changements de nombres sont invisi-
bles dans la présentation classique de la
technique usuelle.

2 4 11 orcest 2¢ 4d 11u quelon
1 12 8 pourtantbien lc 3d 8u fait
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DEUXIEME ACTIVITE

Soit &4 partager en trois
parties égales une longueur
de 5t 3p

L’objectif principal, ici, est de faire
découvrir les limites de ’algorithme habi-
tuel de la division afin d’amener & une
interrogation sur le sens de chacune de ses
étapes. Il est & noter, ici encore, que le
méme travail peut &tre fait sur les temps
en heures, minutes, secondes.

Premiére procédure
5t 3p 3
2t 3p |1t

Le fait “d’abaisser” les 3p. n’aboutit pas.
Réponses entendues :

— “ca ne tombe pas juste”
— “ce n’est pas divisible”
— “ca fait 1t. restent 2t 3p”

Deuxiéme procédure

5t. divisées par 3 donnent 1t, restent 2t ; le
reste (2t) a un sens, c’est une partie de la
longueur initiale qui n’est pas encore divisée.
2t = 12p ; 12p. divisés par 3 donnent 4p.
Restent a diviser par 3 les 3p. initiaux, soit
1p.

Quotient donc, 1t 5p.

Troisiéme procédure
5t 3p = 33p ; 33p divisés par 3 donnent

11p ; puis, par une division euclidienne par
6, on obtient : 1t 5p.
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La premiére procédure oblige a s’inté-
resser a I'étape “{’abaisse” de I’'algorithme
habituel ; les deuxiéme et troisieme procé-
dures aménent a4 une réflexion sur la
signification de “pousser une division”.

Dans les trois cas, l'impossibilité de
recourir a la si commode virgule (ou a la
calculette !) implique des inventions qui
mobiliseront le sens.

TROISIEME ACTIVITE

Quelle est l'aire d’un

rectangle de 3p 4po de

longueur et de 2p 7po
de largeur ?

Autant les durées (en heures, minutes,
secondes) pouvaient &tre utilisées avec les
mémes objectifs dans les activités précé-
dentes, autant il est clair qu'elles ne se
prétent pas a une telle opération (multipli-
cation de deux mesures non entiéres et
a-décimales (1)) ; existe-t-il des cas, en
effet, ou 'on pourrait étre amené a4 multi-
plier 2h 30mn par 3h 20mn ?

Les objectifs sont ici : 1a réflexion sur les
algorithmes habituels de la multiplication
des entiers ou des décimaux, notamment le
role clé de la distributivité, et les interro-
gations sur les chversions d’unités d’aire.

Dans un premier temps, les réponses
des étudiants furent toutes fausses et de
trois sortes :

Premiére sorte :
3p 4po x 2p Tpo

(1) Par a-décimales, j'entends : exprimées avec des
unités n'ayant pas entre elles de rapport décimai.

OPERONS EN TOISES,
PIEDS, POUCES

3x2=6 -
4x7=28 >

6 pieds carrés
28 pouces carrés,

Taire est de ﬁp2_28_p_Q2

On a ici transposé aveuglément la
technique d’addition des décimaux (partie
entiére plus partie entiére, partie décimale
plus partie décimale). Il est & remarquer
qu’aucun auteur de cette erreur n’a consi-
déré le 2 de 28 comme une retenue a
ajouter a 6, ce qui a rendu plus simple la
remédiation. Lerreur de premiére sorte est
du méme type que l'erreur traditionnelle
sur les décimaux (2,3 x4,2=8,61)

Deuxiéme sorte :

3p 4po
x2p Tpo
2 3 8 « 7x4=28,je pose 8, je retiens 2;
Tx 3 =21;21+2=23.
6 8 — 2x4=8;2x3=6.
— “Comment convertir 918 po2 ?”
“Et pourquoi seraient-ce
des pouces carrés ?” Blocage.

918

L’'algorithme classique de la multiplica-

tion est appliqué ici. La nécessité de
distribuer 7 sur 4 et 3, puis 2 sur4et3 a
peut-étre été vue.
La correction permettra de redonner du
sens & “je pose 8 et je retiens 2", ainsi qu’au
décalage vers la gauche du deuxiéme
produit partiel en liant ces deux étapes a
la numération décimale de position et en
montrant ainsi 'inadaptation de cet algo-
rithme a ce probléme.

Troisiéme sorte :

3p 4po = 40 po
2p 7po = 31po; 40x31= 1240.

L’aire est de 1240 po2
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Pour convertir, division euclidienne par
12 (1): 1240 =12 x 103 + 4.
L’aire est de 103 p2 4 poz.

. La conversion systématique dans la plus
petite unité, qui avait fait la preuve de son
efficacité dans les activités précédentes,
est reemployee avec un succeés partiel
(1240 po est exact), mais la technique de
conversion (division euclidienne par 12)
qui était pertinente ne l’est plus ici. Le
rectangle donné mesure moins de 4 pieds
de long et moins de 3 pieds de large, il doit
donc avoir une aire 1nfer1eure a 12 })wds
carrés ; la réponse 103 p 4 po® est
facilement reconnue comme erronée. D’au-
tre part, la validité aisément prouvée du
résultat 1240 po? élimine la réponse de
deuxieéme sorte 918 po? pour d’éventuels
irréductibles !

A partir de ces analyses, les étudiants se
penchent &4 nouveau sur la question, guidés
par les éléments suivants :

1) Un changement de cadre : le rectangle
est dessiné a une échelle arbitraire.
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2) Une écriture avec parenthéses :
(83p+4po)x(2p+7po)

On s’apercoit alors rapidement que les
produits partiels : 3 p. par 7 po. et 2 p. par
4 po. avaient été oubliés dans les erreurs
de 1% sorte (oubli analogue a celui des
doubles produits ou des termes rectangles
bien connu des collegues de Lycées et
Colleges 1)

Dés lors, on peut “re-trouver” que la
distributivité de la multiplication par rap-
port a 'addition joue le réle principal dans
Palgorithme multiplicatif habituel. On re-
découvre également 'importance capitale
du support “rectangle” dans une progres-
sion pédagogique vers la technique de la
multiplication.

On obtient alors assez vite que : -

2po X 2p 7Tpo
—6p +(8 x7+4x2) p.po. +28po
{

mais qu’est-ce
qu’un pied-pouce ?
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Cest a partir de cette étape que sont
abordés les problémes de conversion des
unités d’aire, et donc la remédiation a
Perreur de 3° sorte.

L'unité d’aire “pied-pouce” équivaut a
l’aire d’un rectangle de longueur 1 pied et
de largeur 1 pouce. Les 3 x 7 et les 4 x 2
“pieds-pouces” peuvent &tre visualisés sur
le dessin. '
Observé. de pres, le"pied-pouce”va livrer
ses secrets :

— Il en faut 12 pour faire 1 pied carré.
— Il est égal a 12 pouces carrés.

— Il y a donc 144 pouces carrés dans 1
pied carré.

OPERONS EN TOISES,
PIEDS, POUCES

Nous avons donc a convertir 1240 po
d’'une part et, d’autre part le produit
“éclaté” 6 p 29 p.po. 28 po

- 1240 po2 : il faut faire une division
euclidienne par 144.

1240 =144 x 8 + 88.

L’aire du rectangle est donc : 8 p2 88po>.
Certains irréductibles s’insurgeront car
88 > 12 ! (analogie infondée avec les
heures et minutes ?)

-6 p2 29 p.po. 28 po2 : deux stratégies
seront trouvées qui utilisent chacune
une division euclidienne.

6 p> 29 p.po. 28 po?
=6 p +376 po

—8p 88po2

douzaines de 29 p.po.

6 p+29 p.p

—8p 88po2

Premiéfe stratégie : les pieds-pouces sont convertis en pouces carrés.
-6p +(29x 12+28)po

=6 p +2 p 1 88 po
Deuxiéme stratégie (séduisante car elle peut &tre faite de téte) : on extrait des

=6 p? +24 p.po + 5 p.po + 28 po?
i d

—6p +2p +5x12po +28p0

(car 376 =144 x 2 + 88)

En guise de conclusion

Le 27 Ventose de ’an II (17 Mars 1794)
les membres du Directoire de Seine Infé-
rieure écrivent (2) :

“Notre arithmétique qui est un des

(2) Rapporté par E. Grutier et Y. Marec dans “Les
Actes de I'Université d’été sur I'Histoire des Ma-
thématiques” (Université du-Maine, 1986)

chefs-d’ceuvre de lesprit humain était
encore soumise au joug tyrannique de nos
vieilles lois gothiques et barbares. [...] nos
absurdes institutions admettaient des
fractions qui contrariaient absolument
Part de la numération, des sols qui étaient
les vingtiémes de la livre, des deniers qui
étaient les douziémes du sol, ete. Cétait
une absurdité dans le systéme des mon-
naies. Les institutions des poids et mesu-
res n’étaient pas moins absurdes. La livre
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pesant se sous-divisait en marcs qui
“étaient des moitiés, les moitiés en onces
qui étaient des huitiémes de marc... Le
temps, cet étre abstrait qui paraissait
devoir &tre soumis au seul empire des
mathématiques était cependant 1’esclave
de I'usage tyrannique qui nous asservis-
sait [...] les jours en 24 heures, les heures
en minutes, les minutes en secondes, les
secondes en tierces, en suivant le calcul
sexagésimal.”

Aujourd’hui (a la notable exception des
usages des pays anglo-saxons) seul le
temps reste “Iesclave de 'usage tyranni-
que”, le jour dure encore 24 heures, 'heure
60 minutes, la minute 60 secondes (la
tierce a cédé la place aux 1/10 et aux 1/100
de secondes) et des erreurs comme celle
que j’ai citée plus haut (4,45 h lu 4 h 45
mn) résultent de I'inadaptation des algo-
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rithmes opératoires (et des calculettes !) a
ce systéme non décimal 3),

Si yai exhumé ces “vieilles lois gothiques
et barbares”, c’est précisément parce qu’el-
les “contrarient absolument l'art de la
numération” et que, par ce fait méme, elles
me semblent pouvoir permettre a des
futurs enseignants, tombés dans le sys-
téme métrique étant petits, de remettre en
cause des évidences trop grandes et de
réfléchir sur la numération et les techni-
ques opératoires.

«Imagine la paysanne ritale, fraiche dé-
barquée, qui a lu sur lardoise que le
kilogramme de patates vaut un franc
trente et qui entend la maraichére lui
dire : “Ca fait pas tout & fait les trois
livres, je vais jusqu’a quarante sous ?” »
(F. Cavanna, Les Ritals, Belfond, 1978)

(3) Les minutes et secondes d'angle, qui avaient longtemps résisté (les grades ne se sont pas imposés)
semblent céder, sous la pression des calculettes, au profit des divisions décimales du degré.
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