1. Une démarche modélisante

L'activité de MODELISATION est une des
plus nobles et des plus difficiles, MODELI-
SER, c'est-a-dire inventer des modéles qui
traduisent le mieux possgible une réalité sou-
vent complexe, débouche aussi sur l'exploi-
tation des modéles créés : cette exploitation va
faire naitre d’autres réalités, gréce a la simu-
lation par exemple, qui va amener des modi-
fications éventuelles,

La modélisation de formes, partie fonda-
mentale de la modélisation géométrique pré-
gente deux facettes : soit modélisation de
formes réelles, préexistantes, soit modélisation
de nouvelles formes, ex nihilo. Elle regoit le
qualificatif de géométrique par référence aux
objets, aux formes géométriques du plan ou de
I'espace qui vont étre modélisés. Les modéles
mathématiques intervenant dans cette modé-
lisation dépendent de l'analyse mathéma-
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tique, de la géomeétrie vectorielle et analy-
tique et de nombreuses autres parties des
mathématiques.

Ce domaine n'aurait pas vu le jour, si aprés
I'invention du transistor, n'avait été inventé
l'ordinateur, et si une science nouvelle, I'infor-
matique, ne s'était créée sur les fondements de
ces nouvelles technologies.

Ce domaine n'aurait pas vu le jour, si
quelque part dans le monde des bureaux
d'études de constructeurs automobiles
(Renault, Citroén, General Motors), ou aéro-
nautiques (Boeing), quelques précurseurs
géniaux ne s'étaient dit :

« Nous disposons d'un nouvel outil ; inven-
tons des modéles mathématiques capables de
donner une mémorisation facile pour des
formes complexes, capables aussi de favoriser
la création et la modification de ces formes.
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Modélisons pour mieux concevoir, puis fabri-
quer nos aulomobiles, nos avions. »

Le domaine de la CAO (Conceplion Assistée
par Ordinateur) était né.

Bézier, De Casteljau, Ferguson, De Boor,
Cox, Coons, Gordan, Riesenfeld, Forest appor-
terent les premiers éléments de modélisation
de 1962 a 1973.

Aprés l'écoulement du temps nécessaire a
la maitrise des concepts, & la compréhension
de I'intérét de leurs apports, ces modéles
deviennent la base de nombreux logiciels de
CAO (conception) ou de CFAO (conception et
fabrication), destinés a l'assistance dans les
taches de conception, de simulation (lien avec
la méthode des éléments finis) et de fabrica-
tion,

Actuellement, en 1993, des dizaines de sys-
témes informatiques, comme CATIA
(Dassault), EUCLID (Matra), PRISM (Calma),
CADAM (IBM), STRIM (Cisigraph)..., sont
disponibles sur un marché sans cesse gran-
dissant, comme en témoignent les nombreuses
expositions et conférences spécialisées (par
exemple, MICAD).

De nombreux modéles sont proposés [2, 14].
Parmi ceux-i, le modele de Bézier et le mode-
le B-Spline sont les plus connus. Ce sont, en
général, des modeles utilisant des fonctions
polynomiales. Cependant on trouve aussi,
depuis le début, des modéles s'appuyant sur
des fractions rationnelles,

2. Du rdle des mathématiques

On peut maintenant poser cette question ;
que viennent faire lea mathématiques, et
par voie de conséquence les mathématiciens,
enseignants ou chercheurs, dans cet environ-
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nement technique, au milieu d'applications
industrielles et informatiques 7

Donnons une amorce de réponse :

— Les mathématiques vont fournir les
outils nécessaires pour la création et la
construction des modéles.

— Les mathématiques vont favoriser la
compréhension, 'explication, la formation, a
propos de ces modéles.

Signalons cependant un écueil possible. 11
n'est pas souhaitable que, par théorisation
excessive spit masquée la motivation qui a
amené la création de ces modéles chez les
ingénieurs et chercheurs, travaillant dans les
bureaux d'é¢tudes de conception : il g’agissait
d'inventer des modéles permettant la créa-
tion, la modification de formes géométrigues,
les plus efficaces et les plus interactives pos-
sibles,

Au contraire, ['explication permanente du
lien entre les modéles et cette motivation en
donnant des présentations différentes d'un
méme modéle donne au mathématicien la
possibilité de favoriser la compréhension pro-
fonde de ce modéle.

Le professeur de mathématiques trouvera
de plus dans ce domaine un vaste champ
d'applications de plusieurs ressources mathé-
matiques (Analyse, vecteurs, dérivation...).
Il pourra aussi varier la nature de sa présen-
tation, selon |'auditoire : en effet, des activités
simples comme la fabrication d’'une forme
plane avec des arcs de paraboles jointifs per-
met une premiére approche au niveau secon-
daire. L'illustration d’un cours sur les courbes
définies en coordonnées paramétriques peut
emprunter des exemples au domaine de la
modélisation géométrique (cubiques par
exemple),



L'étude de familie de fonetions de type poly-
nomial peut étre illustrée d'exemples venus de
la modélisation géométrique : polynomes de
Bernstein, fonctions polynomiales B-Splines.

L'étude de barycentres peut aussi s'appuyer
sur les défimitinns barycentriques du modéle
de Bézier ou du modéle B-Spline. Le domaine
fournit aussi des exemples intéressants de
présentation d'algorithmes itératifs et récur-
sife. Cette longue succession est destinée &
montrer que l'on peut puiser dans ce domai-
ne des exemples illustratifs lors de l'exposé de
certaines notions mathématigues.

Le professeur de mathématiques peut aussi
introduire une formation compléte sur ces
modélisations lorsque les étudiants sont appe-
lés professionnellement & utiliser ces modeles.
Le role de I'enseignant en mathématiques est
alors de découvnir l'inténieur d'une boite noire,
ou les mathématiques fournissent les élé-
ments du modeéle.

(Exemple : Brevet de Technicien Supérieur
en Informatique Industrielle)

Il est souvent difficile de convaincre et de
motiver | Voiei un domaine oi la curiosité
intellectuelle des étudiants va s'exercer de
maniére naturelle. Les étudiants vont capter
Uesprit de ces modéles, vont exploiter ces
modéles en réalisant souvent, sans qu'on les
y pousse, des applications de leur cru, et
auront le confort et l'assurance des utiliso-
teurs connaissant Uintérieur de l'outil utili-
86,

Les fonctions polynomiales, et les fractions
rationnelles sont employées depuis longtemps
en mathématiques — Newton, Lagrange,
Legendre, Hermite, Bernstein... — mais le
plus souvent dans des contextes d'interpola-
tion ou d'approximation.

L'originalité des modéles polynomiaux
intervenant en modélisation géométrique est
due au cunlexte trés différent de la création de
formes géométriques. Certes des liens appa-
raissent ¢a el la entre les modales polyno-
miaux relatifs aux contextes d'interpolation,
d'approximation, de création de formes, mais
chague modéle a sa propre cohérence liée a
I'application visée. A titre d'exemple de lizison,
il a fallu une dizaine d'années pour relier le
modéle de Bézier aux polynimes de Bernstein.
On peut aussi entre plusieurs modéles de B-
Spline candidats & une création de forme,
approchant une forme préexistante, engager
des méthodes d’approximation permettant la
recherche de la meilleure courbe possible,
associées & un critére, comme celui des
moindres carrés.

Au sein d'une longue chaine ou l'on trouye
la perspective de Léonard de Vind, la géo-
métrie descriptive de Monge, appui des tech-
niques du dessin industriel, arrivent
aujourd’hui de nouveaux modéles au service de
la modélisation des formes géométriques. Ces
nouveaux modéles sont ceux des systémes
informatiques de CAO.

Nous allons donner une vue d’ensemble
sur ces différents modéles avant d'aborder en
détail la présentation de deux d'entre eux.

3. Vue d'ensemble sur la
modélisation en CAO

Des modeles de courbes définies paramé-
triquement de type B-Spline, du nom de la lan-
puette de bois flexible gqui servait avant a
créer les formes pratiquement, sont les pre-
miers a étre utilisés par FERGUSON (Boeing)
en 1964. Ferguson utilisa les polynémes les
plus simples 1, ¢, £*,... mais ces modéles exi-
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gent une grande habitude et une grande dex-
térité pour arriver a piloter une forme.

Les courbes B-Spline, (Basis Splines) pro-
posées par De Boor (72), et reprises, dans un
contexte CAQ, par Gordon et Riesenfeld (73)
s'appuient sur la définition des fonctions B-
Splines (définition récursive de De Boor). Ce
modele permet une création interactive, trés
paramétrée, d'une grande famille de formes

géométriques.

Le modéle de Bézier, proposé par Pierre
Bézier, a partir de 1962 a miri au sein dTUNI-
SURF développé dans les bureaux d'études de
Renault. En parallgle, Paul de Casteljau créait
chez Citroén un autre modéle (forme & péle).

Le lien entre ces différents modéles a
notamment été fait par Riesenfeld {polyndmes
de Bernstein).

L'évolution de ces différents modéles est
ordonnée par une relation d'inclusion, cha-
cun étant un cas particulier du précédent :
modéle de Bézier, modéle B-Spline, modéle
NURBS.

Les deux premiers modéles sont a base de
polyndmes, le troisidme est & base de frac-
tions rationnelles.

Méme 51, dés le début de la modélisation,
des modéles a base de polyndmes et des
modéles a base de fractions rationnelles ont
été concurremment expérimentés, ceux a base
de polyndmes se sont développés en premier,
pour des raisons de simplicité évidentes On
a complexifié vers 1985 pour réaliser des
formes difficiles & créer en faisant de nou-
veau appel aux fractions rationnelles avec le
modele NURBS (Non Uniform Rational Basis
Spline), Ce modéle a en outre la propriété
d'unifier dans le méme modele, la réalisation
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exacte de certaines courbes classiques (cercles
et coniques) et la création de courbes créées ex
nihilo.

Pour la création de formes dans l'espace, on
trouve deux classes de modéles :

— Coons propose un modéle ou la forme
volumique est créée a partir de carreaux défi-
nis uniquement par quatre courbes frontiéres.

— D’autres modéles basés sur des exten-
sions des modéles de Bézier et des modéles B-
Splines définissent la surface paramétrique-
ment point par point.

En moins d’'une trentaine d’années, en rai-
son de la présence de l'outil informatique s'est
mis, petit & petit en place, un domaine nou-
veau, ol g'exerce une recherche active : par
exemple modéle avec déplacement de courbes
(offset), modéle NURBS,

4. Deux exemples de modélisation

Détaillons a titre d'exemples, deux modéles
fondamentaux, celui de Bézier 5, 6] et celui
des B-Sphnes [8, 8, 10].

4.1. Modéle de BEZIER.

Sur le plan pédagogique, plusieurs présen-
tations du modéle de Bézier peuvent étre
faites. Chacune de ces présentations apportent
un éclairage différent sur le modeéle, et
découvre des propriétés différentes mettant en
évidence la capacité de ce modéle dans la
création des formes géométriques [3].

Une présentation s’appuie sur le choix des
points de contréle et le choix des poids bino-



miaux affectés a ces points dont les influences
sur la forme de la courbe sont mises claire-
ment en évidence.

Une deuxiéme présentation basée sur des
vecteurs et des contraintes de dérivation
montre le contréle possible de la courbe par un
“moule vectoriel”.

Une troisiéme présentation donne une
construction algorithmique, a la fois numé-
rique et géométrique montrant pas a pas {évo-
lution de la forme vers sa forme définitive. De
plus, le modéle est suffisamment riche pour
offrir d'autres angles pour 'asborder (matrices,
courbures par exemple).

4. 11. Une premiére présentation :
points de contrédle,

A. Définition du modéle.

Soit t une vanable réelle appartenant &
I'intervalle [0,1). On considére un ensemble de
n+ 1points P,, P, ,P,, ... P .

Soit la famille de polynémes définie par :

t—s B ()= C, f£(l-1)""

ou i est un entier prenant les valeurs
0,1,...,n

On définit un point M(Z) dans un repére

orthonormé (O;i,j ) par:
- L —
OM (= X B, (t). OP, 1
i=0
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Exemple.

Pour n=3 les polynomes B, 4 sont les swi-
vants :

By ) =(1- 1)
B, ,(t) =3t (1- 1)?
B, 4(£) =3¢2(1- ¢)
By 4(t) =£5.

Soient les points P(0,0), P,(1,0), Py(2,1),
P,(3,0).

Les coordonnées x,y du point Mif) sont
alors :

{x=ﬁﬂ=03{1-!)34»133(1-():‘#23&9[1-!}-&35{3
y =gtk 0 (1- 040 3 (1- 141 ( 32(1- 1) 40 £

Soit -

x =3t
y=3t2(1-1).

Une équation cartésienne de cette courbe
est :

,zé_%‘ , pour x appartenant a [0,3].

I y,h P2 ]

| |
g

J |

o Py

BT P o
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B. Influence des polynémes
de Bernstein

Les polyndmes précédents sont les poly-
némes de Bernstein. Bernstein les a utilisés au
début de ce siécle dans la théorie de I'approxi-
mation des fonctions.

Dans le modéle des courbes de Bézier, ces
polynomes sont utilisés pour réaliser des
courbes de forme voulue.

L étude conjointe des polynimes permet
de voir ['influence des valeurs des polynémes,
pour une valeur de ¢ fixée, sur la forme de la
courbe,

Compte tenu de la définition du modele, les
valeurs B, (f) sont des “poids™ affectés a

chaque point P,.

Les points P, qui permettent de contréler

la forme de la courbe sont appelés des points
de contrile. Suivant les valeurs de ¢ de l'inter-
valle [0,1], I'influence de chaque point de
contréle est plus on moins forte, en liaison
avec la valeur de B (f) correspondante.

Exemple

Faisons 'étude conjointe de ces polyndmes,
pour une valeur déterminée de n, par exemple
pour n=3.

* By4lt) = (1- P ; Byylt) = -3 (1- 1)

ot o | 1
B, 3 - 0
1 —

Buft) \‘ "
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* B, 4(t)=8t(1- 1) ; By 4(t)=3(1-1)1- 3¢).

— T 1

t 0 _3 1

By |3 4+ 0 - 0
4

B,, . P TN .

* Byylt)=362(1- 1), ; Byylt)=36(2-3 0.

= : ——
t 0 4 1 ‘
B,, 0+ 0o - 3
e . |
B s " 9 \\\ ‘
0 0 J
* Bty =17 ; Byqlt) =3¢,
I t 0 1_
|
By, |0 + 3
. o
B e
3.3 0 —




Si I'on revient a 'exemple précédent (n = 3),
pour t =0 seul le point P, influe puisque
B, 4(0) = B, 5(0) = By 4(0) = 0.

En suivant la variation dans le sens de ¢
croissant l'influence de P, diminue, alors que

les influences de P, , P, , P; augmentent
jusqu’a une influence maximale pour P, obte-

nue pour £ =

)=

Par exemple, pour ¢ = % , les influences

venant des poids polynomiaux B, jet B, ; affec-
tés aux points de controle P, et P, sont égales.

Les polynomes de Bernstein ont quelques
propriétés remarquables (pour les démons-
trations, vair (3] :

{P1) * Pour tout t appartenant a [0,1],

n
2 B, =1
=0

l (P,) * Une conséquence de la propriété (P)
est d'assurer dans la définition du modale
i@ ), l'indépendance de la courbe par rap-
port au point O choisi dans cette définition.

(P3) * Une deuxidme conséquence de la
propriété (P1) conduit & :

n ~ -
Y B, MP =0
i=0

Le point M est le barycentre, pour ¢ fixé, des
points (P) affectés des coefficients B, (¢).
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Cette propriété donne matiére & une inter-
prétation intéressante mettant en évidence
l'influence des points de contréle, et U'influen-
ce des poids polynomiaux B, (¢) sur la position

du point M(¢).

Exemple ; n=3

On peut “imaginer” le point M(#) centre
d'une “araignée a ressort” s'équilibrant en
étant soumise aux forces d'attraction

B 4(¢). MF, de la part des points de contrile.

(P,) * Des relations de récurrence permet-

tent de définir la famille de polyndmes de
Bernstein :

By (th=(1-0By, () ;B ()= B, )
Pour i appartenant a (1, 2, ..., n-1} :
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B (t)=(1-0B,, (t)+ t B, .

(P5) = Une derniére propriété, est relative
a lintégration,

On calcule dans 'exemple précédent suc-
cessivement : |

A0 unité d'aire ;

i
i .1
| By de = 4

|

J B, yt)dt = "_:T
0

Al umté d'aire |

Ir

L
IA2=A3= 2

Cette propriété (aire constante pour une
valeur fixée de n) se généralise :

|
—1——
B, (tdt =
0N

unité d'aire.

unité d'aire.

Ay =

C. Modéle global

Le modele des courbes de Bézier apparait
de maniére claire comme un modéle global
dans le sens ol le changement de position
d'un point de controle modifie l'ensemble de la
courbe. En effet la position de chaque point P,
pondéré par B,  (t) avec t variant de 0 a I,

intervient sur toute la courbe.
Exemple

Construisons les courbes de Bézier, cor-
respondant & n = 2, la premiére courbe étant

définie par les points de contrdle Py(2,0) ,
P,(1,3), Py(-2,0) ; la deuxiéme par les points
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de contréle P, , P'(6,3) , P, (on change le
deuxiéme point seulement).

Premiére courbe (C)) :

{x=-2:'*‘-2t+2
y=-6t2+6¢

Deuxiéme courbe (C,) :

x=-12t2 4Bt + 2
y=-6t2+61¢

A 4Cp)
;)

ey
Q
=
2

Le changement du deuxiéme point de
contréle modifie toute la courbe On remarque
sur cet exemple le lien graphique entre le
déplacement de la courbe qui “suit” le dépla-
cement du point de contréle.

D. Propriétés géométriques

— Le modele de Bézier posséde des pro-
priétés géométriques simples qui permettent
d'obtenir rapidement la forme de la courbe.

(PG1). La courbe passe par le premier et le
dernier point de contréle.

(PG2). La courbe est tangente en P, a (P,P,)
et est tangenteen P, a(P,_|P)



Exemple

Dans l'exemple précédent, on constate que
(C,) et (C,) passent par P, et P, .

Et pour (C)), le coefficient angulaire de la
droite (P,P,) est le méme que celui de la tan-

gente en P, :
Y _6
Xy -6

— Ces propriétés sont générales [3] :

On pourra pour les démontrer, montrer

que ‘1—1\—”(UJ=11F:,‘P1 et que
dr

M y=nr, R

en dérivant

n "

- | »

OM () = 'En Cn t(1- 1) -1 OP;
=

r
| l:’I Pn |
|
| / y
F{'I Pn

E. Réalisation de forme fermée

Pour réaliser une forme fermée, on peut
choisir le premier et le dernier point de contri-
le confondus.

Exemple

Avec Py(0,0), P(-1,3), P,3,3), P,(0,0) = P, on
obtient :

{ x =-2(4t%- 5t+ 1)

y=9{f~ le.
Y4 S
R, Py
| ©
|
| A
e
J
-
g -
Pﬁ PJ x

F. Augmentation de l'ordre
de multiplicité

Si l'on souhaite réaliser un modéle de cour-
be plus proche d'un point de contriéle, on peut
augmenter le degré d'une unité et prendre
deux fois ce point de contréle.

Exemple

La courbe de Bézier (C,) définie avec

.__[‘ £| par les trois points de contrdle
Py(2,0), P,{1.3), P,(-2,0), d'éguation paramé-
trique
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{x=-2£3-2t+2
y=‘6f2+6f<

est remplacée par une deuxiéme courbe de
Bézier (C,), plus "attirée” par le point de

contréle P,

En prenant E et les quatre points
de contrile Py, P, P, , P, , une équation de (C,)

estL:

{x=-4t“+3t?-31+2

y=9¢(1-¢).
Y4 P
(Cz)
(Cy)
-
| 4 |
PR, of 7 P x|

G.Obtention de formes complexes par
Jonction de plusieurs courbes de Bézier

Pour réaliser une forme complexe a base
d'une seule courbe de Bézier, il faut augmen-
ter le nombre de points de contréle. Mais cette
augmentation conduit d'une part a une aug-
mentation de de la complexité du modéle,
puisque le degré augmente du nombre de
points de contrile ajoutés, et d'autre part 4 un
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changement global de la forme puisque toute
la courbe est modifiée,

Cette double contrainte peut étre contour-
née en utilisant une succession de courbes de
Bézier de degré assez faible (par exemple de
degré 3, avec quatre points de contréle), mais
raccordées entre elles, de la maniére désirée
par le concepteur de la forme.

Par exemple, si l'on souhaite un raccord
continu, conservant la tangente, il suffit d’ali-
gner les deux derniers points de contrile de la
courbe de Bézier C, avec les deux premiers

points de contréle de la courbe de Bézier C,, .

Suivant le sens du choix de ces points de
controle, on peut réaliser des formes “ne lais-
sant pas apparaitre” le raccord, ou réaliser des
raccords avec des points analogues aux points
de rebroussement sur une courbe en coor-
données paramétriques (analogue seulement,
car il s'agit alors de deux courbes en coor-
données paramétriques différentes).

Donnons quelques exemples :
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Avec un modeéle trés simple (n = 2, succes- — Une présentation basée sur des suites,
sion d'arcs de paraboles), on peut réaliser trés  qui permettra I'obtention d’un algorithme de
facilement une forme complexe. calcul numérique des coordonnées d'un point

du modéle, et d'un algorithme de construction
géométrique d’un point de la courbe.

— Une présentation basée sur la détermi-
nation du modeéle basée sur des contraintes fai-
sant intervenir les dérivées successives, appor-
tant des conséguences géométriques sur la
forme de la courbe,

— Une présentation basée sur l'écriture
matricielle des résultats maintenant en évi-
dence la maitrise de la forme sur ces modéles,
par opposition & la non-maitrise de la forme
sur des modéles utilisant d’autres bases de
polyndmes.

A. Présentation basée sur des suites

T o B On définit une suite vectorielle, permet-
tant de définir d'une maniére récursive ou
itérative un point M(/) appartenant a une

Remarque courbe de Bézier,

Il serait difficile de réaliser une telle forme Pour ¢ appartenant a [0,1], on considére
avec une courbe de Bézier avec neuf points de  la suite vectorielle -
contréle. En fait on réagit sur le caractére
global du modéle, en créant une aptitude a la
maitrise d'une forme localement, en prenant LR g P !
plusieurs courbes de Bézier. . OM.g (7= (L= 01 OM o trk+ 1 OM , "01)

Ceci sera & mettre dans la classe des '
modéles “locaux” comme celui des courbes B-
Splines qui sera étudié ensuite.

Un point M:(!Jestbétiapartirdespoims

-1 .
4. 18, Aistres presintations du lole M:.lfri etM:I{.‘) lesquels sont res-

de Bézier pectivement bétis, avec la méme suite, a par-
n-2 n-21
En complément de cette premiére présen- tir des points M (7 )et M (7 ) pour

tation du modéle de courbes de Bézier, nous ol 0.2
proposons trois autres présentations. M .., (1), et & partir des points M , | (7)
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r2 |
et M, (tr)pour M, (1} -
La suite est appliquée jusqu'aux points de

base -

0 i} 0 : :
M, My ... M , Qqui sont indépen-
dants de ¢,

Cette suite peut étre représentée par le graphe
suivant ;

Le]

F M n
/M:_J(l.l_ M UM
M
" -3
M, i) Mo
\ o /
M, tn
M:j(n
My

x,f(:}:(l - 1) x,p,k: (ry+t xf'(r)

1 I
y:(:):{'l - !}yE, (1 + 1 y,'r (1),

Analytiquement, on retrouve cette méme suite
sur les coordonnées ;
De cette définition, on déduit un algorithme

n
permettant de tracer le point M (1)
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Entrée du nombre de points de contréole, N+1
Entrée de la position des N+1 points de contréle
Entrée du pas p pour le tracé de la courbe
Faire pour t=0 pasp tantquet = 1
Faire pour I=1 pasl jusqua N
Faire pour I=1 pas 1 tant que J = I
OM,=(1-1)OM,, +1OM;
Fin boucle J
Fin boucle I

Traceé de Mif)
Fin boucle ¢.

Remarque 1

Cet algorithme peut étre vu d’une manie-
re itérative en lisant la graphe de la droite
vers la gauche, ou d'une maniére récursive
en lisanl ce méme graphe de la gauche
vers la droite.

Dans le premier cas, on part des points de
contréle et on remonte au point Mi#)
(Itération) ; dans le deuxiéme cas, le point
Mi?) est déterminé par des points inconnus
d'indice inférieur, jusqu'a arriver aux points
de contréle connus (Récursivité).

‘ Remarque 2

| Cependant, pour le calcul rapide des coor-

‘ données du point M, les algorithmes pré-

| cédents ne sont pas les meilleurs, dans le
sens ou la détermination de chague point
par itération (ou par récursivité) prend
beaucoup de temps. Il est plus rapide
d’avoir les coordonnées, sans autre calcul
que celui de x(7) et de y(t), par exemple en
utilisant les formules basées sur les points
de contrile et les polyndmes de Bernstein,
et en simplifiant ces formules.




— Ce modéle, bati a partir de suites, est
identique au modéle de la premiére présen-
tation : nous allons seulement le vérifier sur
le cas particulier correspondant & n = 3.
On admettra que cette propriété se générali-
se (démonstration par récurrence),

Soient les points de base Mﬂ. MT. Ml:'.

M3

Nous choisissons, par exemple la définition
récursive :

(1 0!\“(:)::!-nOM;z{l)HOM.;“)

(2 OM 3 (1)=(1 - )OM | (1) + 1 OM 3 (1)
K S il
OM_;"U):{I- ')OM;U)‘FIOM;(I)

4 l( ——1{
OM | (1)=(1-1)OM (1) + 1 OM | (1)
(3) c}_ﬁ;[:)=(l - 1OM ?m +10M ;’m

13 . ==
OM_:{nz(l - r}OM;(r}-HOM _?m

En remplacant dans (1), et en utilisant (2) et
(3), on obtient :

- - .
OM 3(f)= (1-1) OM 43 1(1-1)'OM ,
AC1-)OM 5 41°0M 5

On reconnait la définition du modéle de Bézier
avec les polynémes de Bernstein et les points

de controle M:: M?I M'_:. Mg_
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— On peut aussi donner une interprétation
géométrigue A cette suite,

Le point M :[.r ) est le barycentre du point
M (1) affecté du coefficient (1- ¢) et du

; 3 ; .
point M :‘, (t) affecté du coefficient ¢.

La construction géométrique se déduit de cette
propriété ; elle exploite évidemment l'algorith-
me itératif, partant de la donnée des points de
contréle, selon le schéma suivant fait, par

exemple, pourt = — et n=5,

i
3

§ (pour r=J_i }
M point de Ia courbe
de Bézier
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Le schéma correspond a ce graphe :

Barycentration

=
=

z
=

=

(N

M \Mﬁ/ \M‘
W Ny N
ST S|
S 3/ ' poin
-
"

T
sens d'exploitation

AVAVAVA

=>Z

points
de
controle

Cette “toile d'araignée” polygonale faite pour
différentes valeurs de ¢ met en évidence le
pilotage effectif de la forme de la courbe par la
position des points de contréle.

B. Présentation basée sur des contrainfes
Définition du modéle

Une autre présentation du modéle de courbe
de Bézier est basée sur une utilisation des
vecteurs (vecteurs de référence), & mettre en
paralléle avee une utilisation de points (points
de contrdle) et sur une utilisation de
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i née par :
|
|

contraintes vectorielles, 2 mettre en
parallele avec une utilisation des poids
polynomiaux (polynémes de Bernstein).

3

Un ensemble de vecteurs V;

appartient a (0, 1, ... , n] est donné. 11
forme I'ensemble des vecteurs de réfé-
rence,

ou i

} On considére une famille de fonctions
polynomiales f; de degré n ot la variable

¢ décrit l'intervalle [0, 1],

La position d'un point M(¢) est détermi-

T n 5
oM (= 3, f(b. v,
i=0

Les fonctions f; vérifient les contraintes

suivantes, quels que soient les vecteurs
de référence.

(Ch

Zv

OM (D)= Vy; OM (1) =
i=0

et pour p appartenant a (1,2, ... , n - 1]

— ipl ,
Cp) OM @ =?:plr‘f’(0} WV

— () i )
oMh=2 1V,
k=n-p+1




— La contrainte (C,) va “contraindre” la cour-
be & passer par les points M, et M, tels que :

OM u=§'n= OP{: et

OM = V"+V|+--'+Vn=OPn,

| v, )
v, e
v
Py \
. Awmo P
Vs M
OM (0) = V, = OP, |
OM(1)=Vy +V, 4+ V,=OP, |

— Les contraintes (Cp) donnent I'ensemble

de contraintes suivantes faisant intervenir
les dérivées successives, quels que soient les
n+1 vecteurs de référence choisis :

[ pour p=1:
OM (0) = £,(0)-,
OM(h = () V,
pour p=2:
; oTvl: 0) = 1(0)V, + £510)-V,
OM™ (=1 ()-V, + 1NV,
po;n p=n-1:

—+ (n-l)  imel) o

OM ) =f,( - V+I',1n) V,+

vy wel , n:l)y -

L oM (h=f, (1 V,...r m Vy+oafy

el -
OV

(v,
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— Ces contraintes permettent :

- pour p=1, d'imposer une contrainte de tan-
gence au point de départ et au point d'arrivée.
La forme sera ainsi guidée par V| (portant la

tangente pour ! =1en M), et par Vv, (por-
tant la tangente pour ¢ =1 en M,).

- pour p = 2, de diriger la concavité en faisant
intervenir ;

Vet i’, pour ! =0, ‘\/‘_I,l et v; pourf =1.

Les contraintes sont alors de plus en plus glo-
bales, dans le sens, ol elles font intervenir de
plus en plus de vecteurs. Plus le degré n est
grand, plus le nombre de contraintes aug-
mente.

— La détermination des fonctions f est longue

et demande beaucoup de calculs. Elle pré-
sente, par contre, peu de complexité pour des
petites valeursde n (n =2, n = 3).

Exemple (voir [3])
Dans le cas ou n = 3 (cubigues), on obtient en

exprimant les contraintes sur les polynémes
f, de degré 3 :

fo(0)=1 ; £,(1)=3 1-3 24 13 ; [,(1)=3 £ 23 £(1)=t 5.
Soit :

OM (:)-_-Vn+(3r-3:2+:3)\(|
+3 12200ty
Par ailleurs, on montre qu'il s’agit du méme
modele ; les extrémités du “pantin vectoriel”
et les points intermédiaires de ce pantin sont
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les points de contrdle.En effet, comme

— —

V:=RPB et

OM (1) = (1 - £,(1) OBy + (f, (1) - £,(1)) OP,

+ (1500 - f,tmOP; +f4(n OP,

— 3 *
=1y OPF, +31(1-1" OP,

+317(1-1) OP; 4 ¢* OP,

OM ()= B, (1) OF, + B, (11 OP,

+ By(n &5 +B, () 0P1

C. Présentation matricielle

— L'égalité vectorielle

OM (t) = igﬂ B, (1). OP,
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peut étre notée matriciellement :

Bn.n‘”
By (0

[x{r)]_ Xg Xy - %%, )
y{n Yp¥) - ¥ - ¥q | Bia(0)

B, (1)

— Cependant, au lieu de prendre comme base
de polynémes, les polynémes de Bernstein
B, (#), il est possible de prendre comme base,

la base canonigue, plus simple, formée par
les polynémes B’ (¢):
t— 1t — ot f—s 22

[ Y L e 2

— Les points de contréle P, , sont alors rem-

placés par de nouveaux points, que nous allons
appeler points canoniques P,

On définit alors la méme courbe par ;

e 0 —
OM (t) = E“ B (). OP;
=

— n .
OM (t)=X t.OP’
1=0

— Cette base de polynémes a été, historique-
ment, utilisée en premier pour la modélisation
des formes par Ferguson.

Comme |'exphque trés bien Richard Riesenfeld
dans sa communication de 1973, il était trés
difficile d'arriver a diriger la forme de la cour-



be A partir de la position des points cano-
niques. En effet, il n'y a pas de lien visible
entre la position des points canoniyues et la
forme de la courbe. Seuls des utilisateurs
expérimentés arrivaient, mais avec beaucoup
de mal, & posséder un certain savoir-faire per-
mettant de piloter la forme, Dans le modéle de
Bézier, au contraire le lien est trés fort. On
contréle trés bien la forme de la courbe & par-
tir des points de contrdle.

Ilustrons cette affirmation sur un exemple
(n=3)

Exemple

X =X (1674 x 3t (1- 0P+ x, 32(1-t) + x4 17
{y =y (1 t¥ 4y 3t (1- 1P ¢y, 32 (1 1) » yy £

x =Xg1+ X1+ Xgt2 + X5 #?
{y =Y l+ Yt + Yot? + Yo 8

Comme les coordonnées sont uniques dans la
base (1, ¢, 2, 19} :

x=xXg L14(-3x,+ 3% +(3x,-3% +35, W2 4(-x 43, -
3x,+x)%

Y=y 141-3y,+3y i +(3y,-3y +3y, )t 24+(-y +3y,
By +y it

On obtient les formules de passage donnant

les points canoniques 4 partir des points de
contréle

Xo= X

X, =-3x, + 3x, et de méme pour

X, = 3x;- 6x, +3x, Yo Y. Yp. ¥y,

Xy= Xy + 3%, - 3%, + Xy

MODELISATION
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Le passage s'écrit matriciellement :

Xo] (1 0 0 oY%
X X soit (X) = (Pl x)
s 3300 ! et de méme
X, 36 3 0]x (Y) = (Piy).
X, 1 3 -3 1 X3

Soit, par exemple , la courbe de Bézier définie
par les points de contrdle :

Py(1.1), Py(1,5), P,(3,5), Py(4.3).

Ona:
Xo)l (1 0 0 oY1) (1
Xl 13 300ft] |o
X, |36 3 0]|3] |6
X I3 -3 1)04) |-3

De méme on obtient :

Y, 1
Y, 12
Y,| |12
Y, B

Soit :

Py (1, 1)
P, (0.12)
P, (6,-12)
P’y (-3.2)
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A v Les nou-
12 P veaux
- | points
| n'ont pas
de lien
[ avec la
forme de
| la courbe.
P P
| 5 x X
|
P;
L]
|
3 01 6

S po_ir{lscanoﬁ]ucs_‘

= — __F

I X fpoinls de ccmEﬁE
|
|

-

4. 13. Deux exemples d’utilisation

Dans le cadre de 'enseignement de ces
modeles & des techniciens supérieurs, extra-
yons deux exemples représentatifs.

Exemple 1 : Sujet d'examen (1990 BTS I1).

Dans le sujet d'examen du BTS Informatique
Industrielle, on fabrique une “fleur”.

Dans une premiére étape, on construit la cour-
be de Bézier (C,).
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I (Cy)
|
|

Une deuxiéme étape améne, par un bon choix
des points de contrble, a compléter avec (C,)

pour fabriguer un pétale.

() (Cp

Une troisiéme étape, utilisant des transfor-
mation géométriques du plan (similitudes)
permet de réaliser “la fleur”. ..
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Exemple 2 : Travaux pratiques.

— On demande de réaliser un logiciel per-
mettant de concevoir des formes planes a par-
tir de cubigues de Bézier.

— En réponse, un étudiant a, par exemple,
proposé un logiciel, en Pascal, permettant le
tracé automatique de la courbe de Bézier,
aprés cliquage via la sourig, de la position
des points de contréle choisis. Ce logiciel per-
met le tracé de plusieurs arcs jointifs de
Bézier, pour réaliser une courbe plane fer-
mée.

Exemple d'utilisation |

1. La courbe de Bézier passe par les 4 points
de contrdle alignés,

b
>

:

o]
:
®
3

Ersrgeg
PERRESND
ABANAREE|

T
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2. On déplace un point de contrdle : P, vient en P, en conservant les autres ; on obtient alors
la courbe de Bézier associée.

Ecran 2
Q— 1 _}pn \
‘.f
ém’ ~Orz
N 4 4
\\ )
R - .
$ - g -T

Hog 1/

Exemple d'utilisation IT :
On réalise un premier arc (écran 3), puis un deuxiéme arc (écran 4), puis un troisiéme arc (écran
5) pour réaliser une courbe fermée (écran 6).

Ecran 3

Opy
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Ecran 5

Ecran 4

Ecran 6
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