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L'INTRODUCTION DU CONCEPT DE
PROBABILITE CONDITIONNELLE :
AVANTAGES ET INCONVENIENTS

DE L'ARBORESCENCE

Le présent article se centre essentielle-
ment sur la notion de probabilité condition-
nelle, discipline d'enseignement. Rappelons
le concept. Soit (€2, B, p) un espace probabili-
sé, (£ est 'ensemble fondamental, B une
tribu sur Q et p probabilité définie sur ) et
A un élément de B, de probabilité non nulle.
La probabilité conditionnelle sachant A est
I'application de {3 dans [0, 1], qui a tout évé-

nement B de [ associe le réel
palB) = % On démontre que (£, B,

pa) est également une probabilité. Une pro-

babilité conditionnelle est généralement dif-
férente de la probabilité initiale. Il est clair
que c'est le concept qui donne son sens au
symbole, et non 'inverse comme le font
constater parfois certaines productions
d'éléves en premier apprentissage de la pro-
babilité conditionnelle selon la notation uti-
lisée. Une étude didactique suffisamment
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profonde PARZYSZ [22] conduirait a adop-
ter la notation indicielle lors de sa premiére
introduction. En effet, I'événement condi-
tionnant joue un rdle qui serait plus rappro-
chable a celui joué par un paramétre que par
une variable. La notation p(B‘A) pourrait
donner aux débutants I'impression d'une
fonction p appliquée a deux variables B et A.
Quant au mode de lecture, adopter la locu-
tion probabilité sachant A de (l'événementt)
B , de la méme maniére que logarithme de
base a de x pour log,(x), par exemple, sem-

blerait moins dépaysant aux débutants.
Une enquéte que j'ai menée aupres d'étu-
diants de Deug en 1991 a montré |'existence
de deux conceptions réductrices relatives au
concept de probabilité conditionnelle [28],
lex conceptions causaliste et chronologiste,
sur lesquelles peuvent se fonder de véri-
tables obstacles épistémologiques [7] :

— conception chronologiste dune probabilité
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conditionnelle : c¢'est le fait d'impliquer sys-

tematiquement la “chronologie “ ou le
“temps” dans la facon d’appréhender ce
concept ;

— coneeption causaliste d'une probabilité
conditionnelle : c’est le fait d'introduire
(implicitement) une relation de “cause a
effets” ou de “cause a conséquences” dans la
fagon d’appréhender ce concept.

Se pose alors la question de savoir en quoi
justement ces conceptions risquent de pré-
senter des obstacles dans la facon de
résoudre des problémes qui relevent de la
notion de probabilité conditionnelle. [l
semble que la réversibilité de la probabilité
conditionnelle ne soit pas possible ou soit
tout au moins précaire si les conceptions
chronologiste et causaliste demeurent pré-
gnantes chez les éleves. En effet, la concep-
tion chrenologiste suppose que dans l'expres-
sion “la probabilité de B, sachant A", A preé-
cede B, ou A préexiste avant B ; par suite il
n'est pas possible d’exprimer la “probabilite
de A, sachant B". La conception causaliste
suppose que dans I'expression “la probabilité
de B, sachant A” A est la cause de B, donc
c'est un non sens d'exprimer la “probahlité
de A, sachant B”, RFALK (1989) mentionne
également ces deux difficultés et propose
une situation concréte qui aiderait entre
autres les éleves & surmonter la résistance
liée & cette conception chronologiste. L'idée
de la situation proposée est la suivante. On
considére quatre boules identiques, indiscer-
nables au toucher, et dont deux sont noires
et les autres blanches, contenues dans une
urne opaque, Apres avoir agité I'urne, on en
tire une boule que 'on maintient cachée
dans sa poche. De la méme urne, on tire
ensuite une deuxiéme boule que I'on montre
cette fois a la classe entiere : elle est blanche,
On demande alors d’évaluer la probabilité
que la boule gardée dans la poche soit
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blanche aussi. Cette situation demeure
naturellement trés modulable selon le
niveau des éleves, De plus, il apparait égale-
ment que le mode traditionnel qui consiste a
introduire cette notion par le rapport de car-
dinaux engendre une autre conception faus-
se, la conception cardinaliste [29] : c'est le
fait de transporter systématiquement la
quantification traditionnelle d'une probabili-
té correspondant a une hypothése d'équipro-
babilité d'événements élémentaires : “cas
faverables sur cas possibles” a la probabilité
conditionnelle ; cela se concrétise par la ten-
dance systématique a se représenter la pro-
babilité conditionnelle de B sachant A :

(B) | ¢ By MBS Card(B A)
Ps , par le rapport Py Ca_-]'dA
A tort, par pa(Bl= =S gy
au , a tort, par Ppal CardA e

s'oppose done a la conception fondamentalis-
te qui consiste a utiliser la définition formel-
le de ce concept. On pourrait évoquer
d'autres obstacles (¢f. par exemple [24a] avee
ses analyses approfondies et suivies des
suggestions intéressantes sur les plans
pédagogique et recherche). Entre autres, il y
a la conception subjectiviste renforcée par
I'idée qu'une information nouvelle apportée
au sujet modifie la probabilité de 1'événe-
ment. A mon sens, les deux premiéres
conceptions relévent du cognitif, et la troisie-
me de 'opératoire ou de la transposition
didactique. Dans le présent article, je propo-
se une méthode pédagogique qui tente juste-
ment de contrler ces trois représentations
de Ja notion de probabhilité conditionnelle.

L. Objectifs
Mon objectif est double.

Primo : essayer de donner a la notion de
conditionnement d'un événement et a celle
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de probabilité conditionnelle un sens intui-
tif. En effet, l'incompréhension de cette
notion de conditionnement d'événement me
semble une des origines des obstacles qui
seraient en amont de certaines difficultés
récurrentes, telles la confusion entre plAnB)
et pglA), la confusion entre la notion d'indé-

pendance (V' stochastique et celle d'incompa-
tibilité d’événements, le comportement car-
dinaliste, etc. Par contre, la formule des pro-
babilités composées peut apparaitre d'une
maniére presque spontanée, méme chez des
éléves non initiés a cette notion de probabili-
té conditionnelle,

Secondo : introduire la notion en ques-
tion a l'aide d’une résolution de probleme ,
un probléme qui mettrait en ceuvre la formu-
le de Bayes (d'une maniére implicite, car elle
n'est pas au programme du secondaire) sans
que l'éléve ait besoin de mobiliser les prére-
quis supposés nécessaires (entre autres,
nous pensons a 'acquisition du voeabulaire
élémentaire des ensembles : intersection,
réunion etc). Alors comment faire ? Ma pre-
miére réponse s’oriente vers l'utilisation
d’un outil graphique (en l'occurrence un
arbre des probabilités), permettant de sortir
du cadre numérique. On tentera donc de par-
tir d’'une rationalité vécue quotidiennement,
qui a en fait la signification d'une probabili-
té, en l'occurrence la notion de pourcentage
ide chance). Remarquons que cette derniére
met souvent en gcte la notion de probabilité.
Pour cela, je renvoie a Particle de M.

HENRY [186].

{1) Il conviendrail de ne pas utiliser ce terme isolément.
pour faire déja une distinction avec d'autres types
d'indépendance rencontres egalement en mathéma-
tigues. en l'occurrence lindépendance linéaire etc. ou
ailleurs,
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II. Hypothése : attente sur les réactions
d’éléeves

Remarque historique préliminaire :
dans I'Encyclopédie Méthodique des Sciences
(article PROBABILITE, p. 644), un texte qui

date du XVIII® siécle nous confirme qu’a
I'époque, du moins en France, la notion de
probabilité conditionnelle n'avait pas encore
le statut de concept formalisé. Mais, comme
I'extrait suivant va nous le montrer, elle
était déja bien présente implicitement : elle
était pratiquée a lintérieur de la notion de
probabilité composée. Cette derniére était
définie comme suit (sic) :

“Une probabilité composée est la probabi-
lité d’'un événement qui ne peut arriver
qu'au cas qu'un autre événement , lui-
méme finement probable, arrive”.

Un exemple va lexpliquer.

Je suppose que dans un jeu de quadrille
de 40 cartes, ['on me demande de tirer un
ceeur, la probabilité de réussir est 1/4 de
la certitude, puisqu'il y a 4 couleurs et 10
cartes de chaque couleur également pos-
sibles. Mais, si 'on me dit ensuite que je
gagneral si jaméne le roi de ceeur, alors la
probabilité devient composée ; car,

1° 1l faut tirer un ceeur, et la probabilité
est 1/4; 2°:supposé que jai tiré un ceeur,
la probabilité sera 1/10, puisqu’il y a 9
autres ceeurs que je peux aussi bien tirer
que le roi.

Cette probabilité entre sur la premiere,
n'est que la dixiéme d'un quart, ou le 1/4
de 1/10, c'est-a-dire 1/40 de la certitude.
Cette probabilité composée s'estime donc
en prenant de la premiére une partie, telle
qu'on la prendroit de la certitude entiére,
si cette probabilité étoit une certitude....
On peut appliquer ce calcul a toute sorte
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de preuves ou de raisonnements, réduits
pour plus de clarté a la forme prescrite par
l'art de raisonner : si l'une des prémices est
certaine & l'autre probable, la conclusion
aura le méme degré de probabilité gue
cette prémice; mais st l'une et l'autre sont
simplement probables, la conclusion
n'aura qu'une probabilité de probabilité,
qui se mesure en prenant de la probabilite
de la majeure, une partie telle que l'expri-
me la fraction, qui mesure la probabilité
de la mineure.”

Il est clair que I'on parle bien (intuitive-
ment certes) d’'une probabilité conditionnel-
le dans ce 2" malgré son absence concep-
tuelle, contrairement a la probabilité com-
posée, ou il y a composition d’événements.
Soit : en utilisant le symbolisme moderne,
en désignant par C I'événement “obtenir un
ceeur”, par R I'événement “obtenir un roi”,
la locution employée au 2°} “supposé que jai
tiré un ceewr” exprime un conditionnement
qui est aléatoire ; la formule instanciée est
plCAR) = patR) x p(C) : la quantité p(R) est

acceptée intuitivement comme une probabi-
lité, p, étant une probabilité effective,

ayant les mémes propriétés formelles que p.
Le raisonnement ainsi présenté décrit un
mode de caleul sur un exemple concret qui a
été ensuite formalisé et généralisé. Il est
vrai que p. était a4 I'époque admise comme
probabilité, mais essentiellement de fagon
opératoire. Par ailleurs, la locution comme “
1/4 de 1/10", qui rappelle la notion de par-
tage, pour exprimer 1/4 x 1/10 parait égale-
ment trés intéressante; d’autant plus
qu'une expression de ce type figurait déja
dans quelques copies déléves de I'année
1989/90. Elle ensemence, me semble-t-il, un
champ intuitif important, comme le dit
R. Gras dans sa thése ([13], p. 21), Mais,
puisqu'on n’a pas dégagé formellement la
généralité du raisonnement, tout en étant
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conscient de sa portée puisqu'on le prend
pour exemple explicite : c'est le contraire
d'un théoréme en acte. En revanche, on
pourrait atteindre ce dernier. Vailleurs,
certains auteurs, comme B.V. Gnedenko &
A.L. Khintchine [12], T.H. Wonnacott et
R.J. Wonnacott [40], n’hésitent pas a affir-
mer que la notion de partage serait juste-
ment 'arriére-fond de la formule des proba-
bilités compasées P(A et B) = P(BIA).P(A)
tlisible sous la forme : P(B|A) de P(A) } les
nombres étant exprimés sous forme frac-
tionnaire). C'est donc une possibilité de
metire une probahbilité conditionnelle en
acte. Bien sur, cette opération de proportion
se connote également de cardinalité, mais
c’est l'esprit probabiliste qui prédomine. Ce
texte explique en partie le choix du mot
“composée” : on parle de la probabilité d'une
probabilite.

Choix didactiques et les hypothéses
sous-jacentes : eu égard a cette remarque
et aux objectifs ci-dessus, en vue de préparer
aux séquences didactiques, je suis amené a
conjecturer, a des fins didactiques, que :

— a) la notion de pourcentage et celle de par-
tage faciliteraient I'appréhension de la for-
mule des probabilités composées. Cette der-
niére servirait ensuite de tremplin pour faire
émerger le concept de probabilité condition-
nelle. On sait en effet que la notion de pour-
centage posséde au moins les caracteres
épistémologiques suivants :

— étre indissociable du concept de proportion ;

— en plus, étre attaché a des contextes qui
évoquent le modele exclusivement multi-
plicatif , ou tout simplement un opérateur
de multiplication.

Mais, ceci n'est pas sans danger. Car il
n'est pas rare d'entendre des propos comme
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“...Dans un pays X , il y a 150% d’infla-
tion 1...". Or 150% est lu aussi en terme de
fraction 150/100, soit un nombre supérieur
a 1. Heureusement, pour des cas pareils, le
mot chance est hors de question, donce cela ne
doit pas nuire a l'intuition probabiliste. On
propose aux éléves d'interpréter provisoire-
ment P(A) par “pourcentage de chance de
réalisation de A”. On terminera la séance
d’introduction en faisant une courte synthése
résumant et “généralisant” les résultats obte-
nus. De la relation P(A et B) = PIB| A).P(A),
obtenue a partir d'un exemple, on tire

P(A et B)

P(A)
nécessaire, 4 mon avis, car nous savons
bien qu'un concept ne se construit pas en
une seule fois, il s’affine progressivement.
De plus, quelquefois, certaines conceptions
fausses ou approximatives peuvent égale-
ment étre didactiqguement utiles, surtout
si elles apparaissent ou sont débusquées
pendant la séance du cours. Je pense qu'il
est donc préférable de procéder avec des
représentations qui évoluent ou qui se
modifient , plutét que de penser radicale-
ment éliminer les conceptions fausses en
leur substituant les conceptions visées. En
outre, pourrait-on ainsi diminuer l'éven-
tuelle robustesse du comportement cardi-
naliste par rapport a la probabilité condi-
tionnelle ?

P(BIA) =

. Cette étape parait

— b) I'analyse arborescente (c’est-a-dire
I'utilisation d'un arbre des probabilités
(ef. B. PARZYSZ [23])) permettrait de sau-
ter sans trop de risques l'étape des opéra-
tions ensemblistes, comme on V'a déja
signalé plus haut, en l'occurrence la distri-
butivité de l'intersection par rapport a
I'union. En outre, la pratique de cette ana-
lyse arborescente pourrait diminuer égale-
ment l'obstacle éventuel de renversement
de situations du cas bayesien, grace a ce
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travail dans un cadre graphique. Et la
séquentialité d'une telle analyse ne ferait
qu'accroitre son effet utile pour résoudre
un probleme de probabilité conditionnelle,
méme celui du type bayesien qui est déja
relativement complexe.

A titre d'exemple anecdotique, mais didac-
tiguement instructif a mon avis, je me per-
mets de présenter le probléeme suivant sur
lequel un stagiaire est venu discuter ;

Soit un jeu a deux issues : gagner et
perdre. Deux joueurs A et B jouent chacun
a leur tour jusqu'a ce que le premier
d'entre eux gagne.

A joue le premier et peut gagner avec la
probabilité p, et perdre avec la probabilité
I-p,;.

B joue ensuite et peut gagner avec la pro-
babilité p,...

Calculer la probabilité des événements (A
gagne/ et (B gagnel, en fonction de p,;, p,.

Ma premiére réaction était de lui présen-
ter ainsi une solution :

“Il s’agit d'un probléeme ou I'espace proba-
bilisé est infini dénombrable...A joue au
2k + 1™¢ coup, et B au 2k *™¢ coup... Done,
par exemple, l'une des probabilités deman-
dées est :

+
p(A gagne|)= Y p((A gagne au 2k + 1¥m* coupl)
k=0
oy 3 (1-pyh(lpgk =PI
k=0 - l'fl"p]l‘l“p2l

Le stagiaire réagit :"Non, je ne comprends
pasla..”

Alors j'ai produit le graphe ci-dessous :
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Fig. 1

Ensuite, j'ai présenté I'arbre des probabi-
lités de la figure 2 :

“...Durant les 9 premiers coups, on a :

{A gagne au 1*f coup), ou |A perd au 1¢r
coup| et {B perd au 2°coup) et |A gagne au
3¢ coupl, ou..., ou {A gagne aux 1*7, 3%, 5*
et 7¢ coups) et (B perd aux 2¢, 4°, 6¢ et 8¢
coupsl...” Enfin, le stagiaire se déclara
satisfait : “...Ah! oui... la, c’est plus
clair... et je pense que c'est avee cette der-
niere figure que j'arriverais a4 mieux
convaincre les étudiants...”

Toutefois, nous verrons plus loin une
éventuelle frontiere de validité du procédé
par arborescence (21]. A propos de cette pro-

Gagne

| . . 2 Gagne

cédure par dichotomie arborescente, on sait
que, méme en s'adressant a des étudiants déja
initiés a la notion de probabilité conditionnel-
le dans l'enseignement supérieur, il n'est pas
rare de fonder le raisonnement sur un graphe.
En plus de sa richesse en information, cela
permettrait aussi de gagner énormément de
temps par rapport a d'autres méthodes alge-
briques. Enfin, une fois cette représentation,
si l'on peut dire, “maitrisée” dans le cas de
deux “conditions” et deux “produits”, il serait
envisageable de généraliser a 3, 4, ete.

II1. Méthodologie sur I'action
didactique effective

Je propose donc de :

¥ présenter un probléme qui ne contient que
des pourcentages et qui ne présuppose pas
l'utilisation d’'une probabilité uniforme, afin
d'éviter surtout une éventuelle complication
d'ordre combinatoire; une situation qui de
plus préte peu a une causalité et a une
conception chronologiste, ni d'une maniére
évidente, a un comportement cardinaliste,

* faire émerger et définir I'algorithme de cal-
cul a partir d'un exemple,

* donner enfin une définition formelle d'une
probabilité conditionnelle,

- Gagne
P, . Gagne
g _ Gagne
B _,_’f”._‘~ pl/ £
— =
l-p2 A l‘:"‘u B...
Py
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* ne pas insister sur les opérations ensem-
blistes.

Notons que le but d'une telle entreprise
n'est pas exclusivement de faire apprendre
a résoudre un probléme particulier, ana-
logue aux technigues générales de type
“problem solving” (méthodes générales de
résolution de problémes explicitées, entre
autres, par des organigrammes) ou a des
apprentissages algorithmisés vers les-
quels se précipitent volontiers les éleves
en difficulté, mais de faire comprendre a
travers la représentalion engagée une
methode pour traiter une classe de situa-
tions-probléemes plus ou moins proches de
celle présentée. On vise également a trans-
mettre aux éléves “la technique d’abstrac-
tion” sous-jacente, et ce, en sollicitant leur
participation active. Cette derniére aurait
une chance assez forte pour faciliter I'inté-
riorisation, c’est-a-dire I'appropriation par
une majorité d’éleves, de la notion en ques-
tion.

IV. Un exemple de probleme
IV.- A: Enoncé

U'n magasin stocke un certain produit
dans des boites. Ces boites sont e deux
couleurs :

rouge dans la proportion 25%, hleue dans
la propartion 75%. Elles sont protégees
par des cartons identiques entre eux.
Chaque carton ne contient gqu'une seule
bolte. Certains cartons portent, en-dessous
et a lexterieur, la marque M, les autres ne
portent aucune marque. On precise
d'autre part que :

parmi les cartons contenant une boite
rouge, 45% portent la marque M ;| parmi
ceux qui contiennent une boite bleue, 60%
portent la marque M.
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On prend au hasard un carton du maga-
sin.

Questions :

Q1I- Définir un univers des possibles.

Q2- On auvre le carton tiré. On remarque
qu'itl contient une bolte rouge.

Quelle est la probabilité que le carton
porte la marque M ¢

(Q2bis : si la boite contenue dans le carton
était bleve, quelle serait la probabilité que
le carton porte la marque M ?) (question a
mettre en réserve),

@3-Quel est le pourcentage des cartfons
qui portent la marque M ¢

En déduire la probabilité qu'un carton tiré
porte la marque M,

Q4 - On n'ouvre pas le carton tiré. On
remarque toutefois qu'tl porte la marque
M.

Quelle est la probabilité que ce carton
marqué M contienne une boite rouge ?

On adoptera les notations suivantes pour
les événements (par souci d'uniformité) :
M : “obtenir un carton margué M". R :
“obtenir un carton contenant une boite
rouge’”.,
B : “obtenir un carton vontenant une boite
bleue”,

IV.- B. Gestion du déroulement de la
séquence et analyse a priori

IV.- B.1. Plan

* Présenter le probléme, sans avoir mis le
titre du chapitre, objet de 1'étude,
“Probabilité conditionnelle”. Cela devrait
éviter une trop grande directivité, On sollici-
te I'éléve (ou la classe) a conclure par lui-
méme (elle-méme), aprées avoir mis a ['épreu-
ve ses éventuelles conceptions. Ces der-
niéres auraient ainsi une grande chance
d’étre corrigées au cas ou elles seraient erro-
nées,

Qq
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* Poser des questions au fur et a mesure, et
non dun seul coup.

* Parler de l'objet du chapitre, seulement
apres la résolution collective de la question

Q2.

* Donner la définition axiomatique d’une
probabilité conditionnelle seulement apres
une petite synthése du probléme traité.

* Prévoir un test apreés le cours.

IV.-B.2. Résolution collective de la
situation-probléme

— Pour la question Q1 : la classe sera
invitée a proposer une réponse, La réponse
attendue est que 'univers associé se définit
par : €} = {cartons dans le magasin|. On peut
s'attendre aussi 4 d'autres propositions, par
exemple Q =lbleue, rouge, marque M| qui
n'est pas pertinente évidemment, car les
événements “contenir une boite rouge” et
“porter une marque M” ne sont pas incompa-
tibles. On rappellera ensuite la définition
d'une probabilité p en tant qu'application de

P () vers [0, 1] avec les deux axiomes clas-

siques. Dans l'espoir de rendre les éléves
conscients de I'acception probabiliste de la
notion de pourcentage ici, on demandera
également les probabilités respectives de A,
B et M. On pourrait ainsi s'attendre a une
réaction directe des éléves a la simple lectu-
re de I'énoncé pour les deux premiers événe-
ments. Par contre, la valeur de p(M) n'est
pas immédiate.

Remargue : d'une maniere plus formelle,
remarquons que cette situation peut tres
bien étre transposée sous forme d’'un schéma
d'urnes. Il suffirait de considérer deux urnes
non équiprobables d'étre tirées, soit une
urne rouge U_ et une urne bleue U, par
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exemple, telles que I'urne rouge ait la proba-
bilité égale a 0.25 d'étre tirée et la bleue
0.75. Chaque urne contiendrait des boules
identiques indiscernables au toucher dans
les proportions suivantes : 45% des boules
contenues dans 'urne rouge porteraient
cette marque, et 60% des boules dans 'urne
bleue porteraient également la marque M.
L'expérience consisterait a tirer une urne,
puis de cette urne extraire une boule. A un
niveau scolaire un peu plus élevé, il serait
envisageable également de prendre 'espace
probabilisé (82, B, P) avec, comme univers
Q=0 x Q,, ot €, = IR, B} et Q, =

(M, M ),comme tribu B=PQIxPQ,),
comme probabilité P = p, @ p,. ol p, est la

probabilité sur (€, ®(€4)), i = 1, 2. Le proble-

me est que dans ce cas, les événements élé-
mentaires cessant d'étre équiprobables.,
Vintuition probabiliste en serait affectée. De
plus, avec un tel modéle d’'urnes, la chronolo-
gie introduite sur les tirages pourrait facile-
ment créer une résistance chez des éleves
débutants relativement a la notion nouvelle
de probabilité conditionnelle.

— Pour la question Q2 : il s’agit de
reconfirmer la position du probléme, notam-
ment l'existence et le role d'une information
supplémentaire. Par exemple, on pourra
poser la guestion comparative suivante :
cette question Q2 est-elle “identique a” :

On prend au hasard un carton du maga-
sin. Quelle est la probuabilité que le carton
porte une marque M ?

La réponse attendue a cette question est
Non. En fait, il s’agit donc de calculer la pro-
babilité de I'événement M, sous une condi-
tion bien précise, & savoir le carton contient
une boite rouge, et non “on sait que le carton
contient une boite rouge”. On peut encore
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poser une autre question pour amener l'éléve
a prendre conscience de I'impaortance de
Pinformation supplémentaire (c'est-a-dire la
réalisation de R ici) qui conditionne I'événe-
ment M . Elle est de type métamathéma-
tique traduisant en quelque sorte les notions
de restriction et de trace mathématiques. Par
exemple :

Intuitivement, cette probabilité de M qu'on
se propose de calculer est-elle la méme gue
p(M) ( c'est-a-dire la probabilité de M,
sans tenir compte d'aucune information
supplémentaire) ¢

Réponse attendue : Non.

A propos de la notation

Cette probabilité (qui est conditionnelle)
ne pourra pas étre notée pfM). Comment
faire pour la distinguer de p(M) ?

Réponse attendue : on recueillera les éven-
tuelles propositions des éleves. 1l est pro-
bable que la notation indicielle Py(M) figu-

re parmi la liste qu'ils vont proposer. En
tout cas, le probléeme est ainsi dévolu a la
classe qui doit vivre une sorte d'amorce
d'un échange intellectuel. ¢ il y aura parta-
ge des points de vue, contestation, rejet,
consensus,...). On dira a la classe qu'on va
noter cette probabilité (conditionnelle)
d’une maniére qui contienne les deux infor-
mations R et M, et qui laisse des places non
symétriques aux variables considérées R
et M . Une notation comme P'(M), par
exemple, est a rejeter car elle ne comporte
rien qui puisse rappeler R, événement
conditionnant. Il faut aboutir a ce que les
éleves considerent qu’'il s’agit d’'une autre
probabilité. On demandera ensuite d'éva-
luer la probabilité conditionnelle py(M).

" LINTRODUCTION DU CONCEPT
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Erreur attendue : caleul de p(M~R) au lieu
de p,(M). II serait profitable de signaler une

telle confusion pour le reste de la classe, afin
d'atténuer sa chance de répétition. Cela ne
suffit pas a lever l'obstacle, car les raisons de
I'erreur peuvent étre diverses. En particu-
lier, les éléves peuvent étre troublés par le
fait gu'il ny a pas de calcul a faire ici. Ce
qui est peu habituel dans le contrat didac-
tique habituel. Il est surtout question de per-
cevoir le role du conditionnement de ['événe-
ment M. Enfin, remarquons également que
la notion de temporalité (ou de chronologie)
reste présente dans cette activité : on peut
voir d’abord la marque, puis aprés la couleur
de la boite. Par contre la notion de causalité
est pratiquement effacée, sauf celle inférée
par l'ordre dans lequel le texte est donné.

A propos du travail sur le cadre gra-
phique : arbre des probabilités. On peut
faire allusion a un “arbre de dénombre-
ment “, technique traditionnellement déja
pratiquée dans le chapitre sur le dénombre-
ment, éventuellement antérieur au présent
chapitre des probabilités. On pourra
demander aux éléeves de s'en inspirer en cas
d'éventuelle hésitation. Je propose les
représentations suivantes. Il y a au moins
deux possibilités d'analyser ce probléeme a
I'aide d’un arbre :

Chemins : [

|
| M »ReM|
| :

Q< ROM |
| Univers BH:,'_'_:’_- M > BOM |
M > BAM |

Fig. 3 |
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Chemins :

R > RAM |
M B » BAM
Q 5
R RJJ_.IM
Univers M-, i
B » B M |
Fig. 4

Convention a adopter ;

Placer sur chaque branche de 'arbre la pro-
babilité correspondante qui représentera le
“poids de la branche” sous la condition d’étre
passe par le neeud de son origine, la lecture
s'effectuant de gauche a droite.

Une question. ;

Lequel de ces deux arbres peut-on remplir
directement @ partir de ['énoneé ¢

Evidemment. la bonne réponse attendue est

I'arbre initial ou direct, c'est-a-dire la figure 3
ci-dessus (voir PARZYSZ [23] ) :

Chemins :

043 M O PPIR M=
0.23 ?
Q R M
0.75 0.60
: o : M
Univers B. ,
M

Fig. 5

Dans les conventions, il y a le produit
p(MAR) = 0.45 = 0.25 qui signifie icl 45% de
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25%. On est confronté ainsi au probleme des
arbres, outils de représentation et non de
justification des fondements. Vu les conven-
tions précédentes, les éleves ne peuvent pas
faire autrement que proposer : Pp(M) = 0.45,

459
100 20

sens donneraient-ils 8 R—M ? Je suggere, a
cette oceasion, d'amorcer le concept de condi-
tionnement : la probabilité de I'événement
M. li¢e & la condition “le carton contient une
boite rouge” est Pp(M) = 0.45. D'un point de

vue dynamique, il est clair que c'est une pro-
babilité de transition de I'événement R vers
I'événement M, comme l'indique la figure
R — M. Pour conforter la précédente amorce
de l'institutionnalisation, si le temps est suf-
fisant, on pourra demander 'évaluation de
chacune des probabilités conditionnelles sui-

ou encore Pp(M) = . Sinon, quel

vantes : puy(M). pgyf M et Pg! M ). Ainsi,
intuitivement, py, et py prendraient déja le

statut d’'une probabilité chez les éléves. Ces
derniers ont quelque chance de prendre
conscience du caractére relatif a l'univers
d'une probabilité. Il ne reste plus que l'insti-
tutionnalisation compléte pour valider la
“conjecture” intériorisée.

Vers la redécouverte de Pexpression
formelle d’'une probabilité
conditionnelle

ai Premiére question de mise en doute :

Evaluez les probabilités (qui figurent dans
Uarbre direct) données dans [l'énoncé sous
forme de fraction irréductible.

La réponse attendue est :
25 1 45 9
{R}:—:— it lM}: =
PP =100 ¢ & P® 100 20

Sous I'hypothése présente déquiprobabilité
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{le tirage se faisant au hasard et les cartons
étant identiques, au sens de “indiscernables
a vue d'eeil”), il est clair que 1/4 représente la
fraction des cartons du magasin qui contien-
nent une boite rouge (I'événement R).

bl Deuxieme question :

Quelle est la proportion des cartons (R et
M) dans le magasin ?

La réponse attendue est :
9 1 98 1 9
— de —=—x—=— .
20 4 20 4 80

Le premier membre de cette double égali-
té devrait étre fourni presque spontanément
par la classe elle-méme comme je 'ai déja
remarqué lors du pré-test de I'année précé-
dente (c¢f [29] chap. 111). Il ne serait cepen-
dant pas étonnant que certains éléves propo-
sent d'autres combinaisons d’opérations

25%

45%

arithmétiques, comme par exemple :

cl Troisiéme question :

Quelle relation vy a-t-il entre les trois pro-
babilités p(MR), p/M) et piR) ?

En cas d’hésitation prolongée, on précisera
quelque peu la question.
Par exemple, on suggérera :

Exprimez la probabilité pitM~R) en fonetion
de pp(M) et p(R)

La réponse attendue est :

9
(MARI=—=pg(Mi-piR) .
ptM ™ 30 Pr P

La notion de probabilité conditionnelle
apparait ainsi comme un outil pour le calcul
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de la probabilité conjointe p(M~R). On profi-
te de cette premiére mise au point pour fixer
d'une maniére anticipée quelques terminolo-
gies au sujet de |'utilisation d'un arbre des
probabilités selon le schéma ci-dessous :

- pMNR) = pR) x prM)
e e — —_—
le poids le poids le poids
du chemin de la de la
(RetM) branche branche :
Q = R R - M
|
| ‘—".—‘ |
| Produit des poids
respectifs
des branches
compasantes

du chemin (R et M)

Précisons qu'il ne s'agit pas ici d’'une institu-
tionnalisation, mais d’'une simple traduction
schématique dune situation mathématique.

A supposer maintenant que seules les
deux probabilités p(M~R) et p(R) soient
connues, la probabilité py(M) se calculerait

alors par la formule :

PR‘-MZHM
p(R)
Vraisemblablement, on vient ainsi

d’obtenir une nouvelle probabilité, p,, a par-
tir de la probabilité initiale p : c'est la proba-
bilité conditionnelle sachant R. Remarquons
également qu'une telle heuristique sur cette
notion de probabilité conditionnelle permet-
trait d'éviter le classique recours préliminai-
re 4 un rapport de cardinaux, donc de limiter
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045 _—— M
025 R 0% _
| Q<7 07 0.60
[ o B . — o M
; ~_ 040
M

un éventuel comportement cardinaliste'?) qui
risque de devenir réducteur, chez les éleves.
Je renvoie 8 M.HENRY [17]) qui parle de
I'introduction fréquentiste de probabilité.

Afin de conforter ce nouveau concept, on
propose ensuite de revenir a l'arbre initial des
probabilités et de solliciter les éléves pour
qu'ils complétent convenablement les diverses
branches par leurs poids respectifs (en fait,
c'est une situation a trous). On prépare ainsi le
caleul de p{M). On obtient la figure 7 ci-dessus
{qui reste encore a compléter évidemment).

Pour la question Q3 : détermination de p(M)

Vraisemblablement, on peut s'attendre a
ce que la classe trouve la solution de fagon
plus ou moins spontanée, par simple analyse
de I'arbre des probabilités ci-dessus. Soit :

p(M)=p(MAR)+p(M~B)

ciB X8 8 bEiTE
20 3175 %1

(2) Il s'agit du comportement qui consiste a croire qu'une
probabilite conditionelle p,(M) necessite toujours la
détermination du cardinal de M ~ R et de celul de R (ce
gui esl possible ici d'ailleurs en fixant a prori l'effectit de
1), comme nous 'avons déja observé lors des tests de
l'année 89/90 (cf. [29]. chap. 1),
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Cheminsy :

9 1 9
. RAM)= ) =
> P =20 % 4 )
?
2
? Fig- 7

Ensuite, dans le souci de renforcer la com-
préhension du mécanisme de calcul ainsi
pratiqué, il est loisible de demander a la

classe de déterminer la probabilité p( M ) de
I'événement complémentaire de M. On
observera sans doute alors deux modes dif-
férents , c'est-a-dire :

— évidemment, par passage a I'événement
contraire : p{ M) = 1 - p(M);

— mais également, par caleul direct comme
p(M), a savoir : pl MAR) + pl MAB) = p( M),

En ce qui concerne la question Q4

I1 s’agit d’'une question analogue a la
question Q2. Seulement, les réles joués ici
par les événements R et M sont inversés. Ce
qui me semble important ici, c'est la possibi-
lité de renforcer la connaissance a faire
acquérir aux éléves, c'est-a-dire une bonne
perception du conditionnement, une attitude
non cardinaliste sur une probabilité condi-
tionnelle via une pratique de 'analyse arbo-
rescente. On invitera la classe, en cas de
besoin , c'est-a-dire en cas d’hésitation trop
longue, a s'inspirer de ce qui vient d’étre fait,
c'est-a-dire utiliser une analyse arborescente
pour résoudre le probleme. Il s’agit alors de
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compléter 'arbre inversé (ou I'arbre obtenu
par l'ordre inverse par rapport a 'arbre qua-
lifié de direct) :

Chemins :
pMR)-_- R——-’ pl MmR) ——890
pM M< B ;
R 7
Univers M /
\ " 5
Fig. 8

On remarquera que les deux événements
(M~R) et (RnM) sont identiques, mais ceci
peut poser probléme aux éléves qui ont une
conception chronologiste, donc non symé-
trique, pour une telle situation, d'ailleurs
connotée d'une légére sémantique chronolo-
gique. Cette fois, la classe sera nécessaire-
ment amenée a résoudre en x des équations
du type p(MnR) = x.p(M) ; soit

p(MnR)

X = pM{R)z _;[W

Comme exercice d’entrainement, on pourra
ensuite demander de calculer de deux facon
les probabilités py(B), pgr(R), et p3r (B).

Petite synthése en guise de conclusion
pour cette phase d’introduction

Etant donné deux événements M et R
dans un univers Q fini , et une probabilité p
définie sur cet univers, avec p(M) et p(R) non

L'INTRODUCTION DU CONCEPT
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nulles, on a les relations du type :

pMnR)=p(RAM)
pPr(M) x p(R) = py(R) x p(M)

Ce qui permet d’avoir :

p(M A R)
pR)

py (R) x p(M) _
piM ~ R) + p(R n M)

P“(M)=

si l'on connait py(R} et p(M); ou

PMNR) pr (M) x p(R)
p(M) pM A~ R)+ pMAR)

pu(R) =
si I'on connait py(M) et p(R).

C'est a partir de ce moment seulement
qu’on se propose de donner le titre du chapitre
en question, Probabilité conditionnelle, et
de passer a la définition formelle classique,
suivie de quelques propriétés. Soit © un uni-
vers des possibles, et p une probabilité définie
sur §2. On procédera ensuite ainsi : 1) Faire
rappeler par les éléves la définition formelle
d’une probabilité p. 2) Définition : Seit B un
événement de probabilité non nulle,

De méme qu'on a défini une probabilité p
comme application p : P{Q) [0, 1]: A— p(A)
on appelle probabilité conditionnelle sachant
B, l'application de ®(Q) vers [0, 1] qui, & tout
événement A, associe un nombre noté py(A)
(se lit p(A sachant B)) :

Cette application sera notée donc py:

plAn B)

pp: P -0, 11: A — py(A) = o)

Cette définition entraine que py est bien

une probabilité, et différente de p. On peut
noter que si A et C sont tels que p(A) # p(C)
et AnB = CrB alors py(A) = py(C).
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3) Faire vérifier que py est effectivement une
probabilité. Admettre la distributivité de
I'intersection par rapport a 'union (tout au
plus, on fera une analogie avec la distributi-
vité de la multiplication des réels par rap-
port a l'addition). On peut vérifier ce qui suit
en exercice ;

* pg est une probabilité sur  (cest
aussi une probabilité sur B) :

En effet :
p(BAQ) p(B) 1
p(B) p(B)

2%) Soit A et C sont deux événements incom-
patibles. En s’aidant d'un support gra-
phique, c'est-a-dire d'un diagramme de Venn
ou de Carol [1], on admettra que
BA(AUC)=(BnA)L(BAC), avee (BNA) et
(BAC) incompatibles. PylAUC) =
P(BAAUC))/P(B) = P((BRA)UBNC)IH/P(B)
[P((BNA)+P(BAC)I/P(B) ; soit Py(AUC)
P,(A4P,C). En fait, une telle vérification
(de niveau plutot universitaire) n’est pas
nécessaire au niveau secondaire, me semble-
t-il, £ étant constitué d’événements élémen-
taires en nombre fini w,,..., @ : il suffit que

1) pg(Q)=

i=n

> Pglo)=1.
i=1

Note : On admettra alors que p;, satisfait les

axiomes de probabilité, et done qu'elle en pos-
sede toutes les propriétés. En particulier : On
vérifie que : pylA) = 1-pglA) ; pp(D) = 0 ;
pulAUC) = pylA) + pp(Cl-prlAnC). Puis, "l y
a hypothese d'équiprobabilité pour la probabi-
lité p, alors la probabilité conditionnelle se
réduit & un simple rapport de cardinaux.

A titre de remarque a faire, on indiquera les
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autres notations qui sont aussi d'usage fré-
quent.

Ainsi, il existe d’autres notations possibles
qui ne seraient signalées aux éléves qu’a
titre informatif : pg(A) = p(A/B), ou p(A[B),
en indiquant I'éventuelle conséquence infon-
dée de croire que (A/B), ou (A|B) sont des
événements '3, pourtant le pli est pris en ter-
minale.

Enfin, terminer en traitant un exemple
simple, mais qui n'est pas issu d’'un méme
modele que celui de I'étape introductive pré-
sentée précédemment :

Une urne contient 3 boules rouges et 2
boules noires. On tire successivement 2
boules de l'urne sans remise.

1°) Quelle est la probabilité de tirer 2
boules rouges ?

2°) La premieére boule tirée est rouge.
Quelle est la probabilité pour que la
deuxiéme le soit aussi ?

La premiére question est posée en vue de ne
pas donner aux éléves I'impression de rompre
complétement avec les connaissances
“acquises” lors de la le¢on qui précéde celle-c,
c'est-a-dire le cas d'une probabilité discréte uni-
forme. Soit R I'événement “tirer 2 boules
rouges”. R est 'ensemble des combinaisons a 2
éléments de I'ensemble des 3 boules rouges.

C: 3

CardR=C2 et P(R)=—3
ar 3 e Cg 10

(3) Dans notre étude 29) sur les conceptions causaliste et
chronologiste effectuée chez des étudiants de Deug,
celle méme année, quelques semaines avani le présent
enseignement, nous avons pu remarqué 'existence
d'un obstacle qui prendrait son origine dans la fagon de
noter la probabilité conditionnelle d'un événement.
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Pour la deuxiéme question, on insistera
surtout sur le rile de Vinformation supplé-
mentaire, ou du conditionnement de 1'événe-
ment inféré par la succession de tirages
effectués sans remise. On laisse les éleves
faire des propositions sur la possibilié d'éva-
luer la probabilité conditionnelle en question
de deux maniéres, et ce sans utilisation sys-
téematique de 'analyse arborescente. Avec
les notations d'événements telles que :

R1:"la 1™ boule tirée est rouge “; R2:"la
2¢ boule tirée est rouge”,

il s’agit de calculer pg (R2). En fait, il y a
deux meéthodes ici :

Méthode directe :

A priori, on a pp,{R2) = 1/2 . A cette occasion,

il est loisible de redemander la probabilité de
I'événement R1 m R2 = R, pour faire constater
la différence avec pg,(R2) , ou py,(R1).

Deuxieme méthode :

Par définition d’une probabilité condition-
nelle,

p(R1NnR2) _ p(R)

{R2)=
Pr1IR2) p(R1) p(RD)
Or p(R) = 3/10 et ptR11 = 3/5. D'ou
3/10 1
{R21=2—" ==
PR 3/5 2

On termine ensuite par le renforcement sui-
vant pour le caleul de p(R):

plR) = p(R1~R2} = pp,(R1) % p(R2)
= pp,(R2) x p(R1) (de préférence ici...)

Je renvoie a l'exemple des jetons dans

M. HENRY (1993).
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V. Bilan qualitatif d'une
expérimentation

L'expérimentation fuaite aupreés des éléves
d’une classe de terminale D 4 du lvcée de
Bréquigny @ Rennes en 1991 a permis de
dégager les points suivants (cf.[35] chap. V,
pour le détail) :

1} Iidentification d'un pourcentage a une
probabilité n'est pas spontanée. Elle nécessi-
te un apprentissage supplémentaire chez les
éléeves, méme s'ils ont acquis une certaine
notion de probabilité. Cette résistance peut
tenir au fait que le pourcentage est connoté
par les contextes concrets ou il est la mesure
d'une partie d'un tout ; mais, cela mérite une
reconfirmation car d'autres résultats mon-
trent le contraire ; on se demande également
de ce qu'il est de la notion de proportion ?

2) la conception cardinaliste apparait
comme un obstacle a 'acquisition de la
notion de probabilité conditionnelle ;

3) l'utilisation d’un arbre des probabilités
comme signifiant figural semble offrir une
possibilité d’intégrer en acte l'apprentissage
de la formule de Bayes dés le niveau de la
terminale, sans demander un coat cognitif
énorme ; il n'empéche qu'elle est expressé-
ment exclue du programme, car cela deman-
de un cout épistémologique que de contredi-
re trop tot 'approche fréquentiste, a moins
d’une précaution particuliére ;

4) aucun indice de conception causaliste
de cette notion ne s'est manifesté ;

{4) Cette classe est lenue sous la responsabilité de M.
A.Simon un collégue de recherche, membre de I'équipe
didactique de I'\R.MA R. Je le remercie d'avoir accepté de
jouer le rble d'acteur didactique, sans degreé de liberte. Ce
qui m'a perrmis de mieux observer les réactions des éléves.
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5) par rapport a d'autres méthodes
d'introduction de la notion de probabilité
conditionnelle (motivation par fréquences
conditionnelles (M. HENRY [17]...}, celle
consistant & partir du caractere intuitif de la
formule de probabilités composées n'appa-
rait pas absurde ; mais il reste quand méme
a trouver le bon contexte ;

6) enfin, la remarque la plus importante est
que l'analyse d'un texte par dichotomie arbo-
rescente semble favoriser la conception chrono-
logiste de cette notion. d'autant plus que la
conjonction et peut induire une chronologie
entre les événements connectés, Cest la un
défaut de cette procédure par dichotomie arbo-
rescente. Elle est vraisemblablement associée a
la conception chronologiste de la probabilité
conditionnelle, une conception dont le renforce-
ment devient un obstacle didactique. D'ot la
nécessité de présenter plusieurs approches et
de passer de I'une a 'autre, Par exemple, il nous
semble maintenant utile d’alterner avec un
autre mode de représentation de la situation et
celui du niveau des conceptions. Pour étre clair,
il serait possible d'indiguer, concurremment a
I'arbre, une représentation a l'aide d'un
“tableau & double entrée”,

M M

|

ou tout simplement a l'aide d'une “patate”
comme dans la pratique traditionnelle. On
verra plus tard les difficultés introduites par
cette représentation : la probabilité condition-
nelle est lue comme une probabilité conjointe,
Toutefois, tous ces points demeurent hypothé-
tiques. Seule l'analyse des productions d'éléves
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sur des problemes suffisamment variés peut
éventuellement conforter ces premieéres
impressions. 1l faudrait lancer une expérimen-
tation a plus grande échelle,

VI. Evaluation immédiate : le
lendemain de la séance du cours

VI.-A Evaluation 1 :

Enoncé : Fabrication des boulons

Une usine dispose de deux machines M1 et
M2 fabriquant des boulons.

La machine M1 fabrique 40% de la totali-
té des boulons ; 5% des boulons fabriqués
par cette machine sont défectueux ; 1% des
boulons fabriqués par M2 est défectueux.
On tire un boulon au hasard. Tous les
boulons ont la méme probabilité d’étre
tires.

L'examen du boulon tiré montre qu’il est
défectueux. Quelle est la probabilité qu'il
ait été fabriqué par la machine M1 ¢

Bréve analyse liminaire de I'énoncé. [l
s'agit d’'un probléme isomorphe a celui traité
collectivement pendant la séance d'introduc-
tion du chapitre sur la notion de probabilite
conditionnelle. La seule différence est que les
questions préliminaires sont absentes cette
fois, Les éléves ont la possibilité de consulter
leurs notes manuserites. Pour justifier un tel
choix de situation, mon argument est simple. Je
me place dans une situation classique d'ensei-
gnement ou le premier test doit comprendre au
moins un exercice qui se préte a une application
directe du contenu du cours suivi. Justement
ici, comme je viens de le dire, il est & remarquer
que seul I'habillage a changé par rapport a
I'énoncé du probléeme d'introduction de la lecon.
[ est le plus “familier” pour que Uéventuel équi-
libre existant chez les éléves ne soit pas com-
promis. Vu la nature du probléme traité pen-
dant la séquence d'enseignement qui a précédé
ce test, je pense qu'une indication sur la décom-
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position sus-mentionnée n'est plus nécessaire,
de méme pour la question préliminaire.
Concernant la prévision des démarches
déployées par les éléves, mon attente repose
sur une utilisation massive de 'arbre des pro-
babilités aboutissant a une réponse pertinente.
Toutefois, il n'est pas impossible de retrouver
l'attitude cardinaliste, a savoir la considération
d'un échantillon de 100 boulons par exemple,
comme je l'ai déja signalé au début de la pre-
miére séquence d'enseignement de la notion de
probabilité conditionnelle. On s'attend égale-
ment a I'écriture formelle de la probabilité cher-
chée, avant calcul numérique

VI1.- B Evaluation 2

Enoncé : Probléme d'urnes

Deux urnes Ul et U2 contiennent respective-
ment 2 boules blanches et 3 boules noires, et
4 boules blanches et 1 boule noire, On tire au
hasard une des urnes, puis on tire de cette
urne une boule : on obtient une boule
blanche. quelle est la probabilité que cette
boule provienne de {'urne U1 ?

Bréve analyse liminaire de 'énoncé. 11
s'agit d'un cas particulier du modéle d'urnes du
probléme abusivement dénommé des “proba-
hilités de causes ou d’hypothéses”. Deux
“causes” (les deux urnes), avec deux “effets”
possibles (couleur blanche ou noire de la boule
tirée) pour chaque “cause” sont présentées ici.
Comme démarches de réponses attendues, on
peut prévoir aussi bien l'utilisation que la non-
utilisation d'un arbre des probabilités. Quelle
est la procédure qui favorise le plus la réussi-
te 7 e premier cas montrerait la capacité de
I'éleve a faire une transposition de la méthode
arborescente qui vient d'étre institutionnalisée
dans une situation-probleme ou les probabili-
tés sont exprimées en pourcentages. Le second
cas serait di a la résistance présentée par le
caleul basé sur le rapport “nombre des cas favo-
rables sur nomébre des vas possibles”, c'est-a-
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dire di a un comportement cardinaliste, sur-
tout pour la détermination de la probabilité de
I'événement conditionnant. En effet, les deux
urnes étant équiprobables, on peut considérer
comme univers des possibles 'ensemble des 10
boules {le mélange des contenus des deux
urnes), celles-ci étant indexées par 'urne qui
les contient, soit W =[b,,, b,;, n,;, n,, nyy, by,
b,y bay, by, 0yl Ainsi, dans ce cas la probabi-
lité de I'événement “obtenir une boule blanche”
est égale a 6/10. Mais, il serait possible aussi de
rencontrer une méthode qui consiste a faire le
rapport 2/6 = 1/3, ou 2 = card(|h,,, b, }} et

6 = card(|b,,, by, by,, byy, by, b)), En résumé,
je m'attends a deux démarches :

— une démarche qui traduit un comporte-
ment cardinaliste : elle consiste ici, nous le
repétons, a évaluer la probabilité condition-
nelle comme rapport des cardinaux :
card(U,; n B)
card(B)

formule qui n'est valable que sous hypothése
d’équiprobabilité des urnes U, et U,,.

pp(Uy) =

*

— une démarche plutot fendamentaliste,
c’est-a-dire qui mobilise la définition donnée
d'une probabilité conditionnelle et la formu-
le des probabilités composées :

p(U;nB) Py, [BrpUy)
piB) p(B)
avec piB)=p(BnU ) +p(BrU,) ;

pB{.U|)=

or p(B)= pUilBJ-p(U11+pU2(B)-p(U2}

2 1 4 3
—t—x—=—
5 2 5 b
D'ou la probabilité que la boule blanche tirée
provienne de I'urne Ul est :

*

1
==X
2

pB(UlJ=%= 0.33
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Enfin, chacune de ces deux procédures de
résolution pourrait également s'accompa-
gner d'une analyse arborescente du genre ci-
dessous.

I @ .1

= =
0y 28 B T RBALT o R5 T
2
‘IQ I _i )
1J2 ; -
T b3 B ™ PBnL 4= % =
== 2 B 5 5
N
Fig. 9

VII Analyse des démarches effectives
de réponses des éléves |5

Sommaire : ces deux exercices sont propo-
sés également aux éléves de la terminale Al
du Lycée [le-de-France (professeur Madame
A. Larher) qui venaient de recevoir un ensei-
gnement sur la notion de probabilité. Mais la
situation didactique menée dans cette classe

FABRICATION| MODELES| .
4 | DESBOULONS| DURNES | 3

@ 2 a 3

.t =]

& g |2 | 2
TA 5 38 13 | 30 [ 43
™| 20 12 9 RN
Fig. 10

(5) Le mo! “réussite” signifiera que le probléme esl résolu
correctement par l'éléve. Le mol "Echec’ s'y oppose
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ne pouvait pas mobiliser I'arborescence en
tant gue connaisance institutionnalisée
contrairement a la terminale D précédente
oll se passait l'expérimentation véritable.
Pour indiquer bricvement une comparaison
entre les performances globales des deux
classes, voir le tableau de réussites-échecs
relatifs a ces deux situations et aux deux
classes (figure 10).

I1 serait tentant de conclure, hativement,
que les rapports de réussites a ces deux pro-
blemes sont quasiment inversés dans les
deux classes. On peut se poser la question
sur les eventuels liens entre ce phénomene
et les variables et hypotheses didactiques a
priori, et avec dautres conceptions sous-
jacentes a certaines procédures des éléves a
travers leurs réponses.

Analyse statistique de quelques croise-
ments de réussites-échecs

Classe TD : Tableau de Réussites-Echecs
aux deux problémes du premier test

Fabrication des boulons

Reéussite Echec
37.5%
S Réussite 12 0 12
=
™
= £2.5%
-
g Fchec 8 12 20
£ 20 12 12
=
= g5 AT5%
Fig. 11

Le tableau ci-dessus suggere qu il v
aurait donc dépendance entre les résultats a
ces deux problémes. Vraisemblablement, le
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“probleme d'urnes” apparait plus difficile
que lautre probléeme, le taux de réussite
étant plus faible. Ce résultat se trouve
conforme a notre attente. Le probléme
demeure maintenant de faire investir cet
outil ou cette méthode, c'est-a-dire I'arbores-
cence, pour attaquer des problémes relevant
de la notion de probabilité conditionnelle ot
I'information supplémentaire n’apparait pas
aussi évidente.

Croisements de “l’arborescence” avece
les deux problémes

Fabrication des boulons

Réussite Echec
] R
Présence 19 11 30
R | _ !
5 6.3%
g Absence 1 | 2
.g r — e —
= 20 12 i 2
| 62.5% 37.5%
Fig. 12

Ces deux tableaux (fig. 12 et 13) nous
indiquent une légere diminution de la pra-
tique de 'analyvse arborescente pour le pro-
bleme d'urnes ot ne figurent plus des pour-
centages 6. Ce phénomene est tout a fait
normal dans un début d’apprentissage. Il
demeure encore une forte prégnance
presque naive du cours que les éleves vien-

{6) Pour le 1°Mableau (fig.12) © X%\ nemar comge = 87, 81

pour le 2° (fig. 13) © ¥¥ac namar comgs =96,
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nent de suivre. La preuve est que certains
éleves tentent de ramener les nombres

Problemes d'urnes

|
Réussite  Echec
| 78.1%
Présence 11 [ 14 25
3
— _
§ 21.9%
7 Absence | | 6
| £ |
_E t 1
= 12 | 20 | 3 :
W% | 623% | |
Fig. 13

figurant dans !'énoncé du “probléeme
d’'urnes” a des pourcentages (¢f. les
exemples de productions écrites relevées
dans [29] chap. V).

Quelques éléments d’explication sur les
démarches non pertinentes

Je me contenterai ici de 'évaluation 1
(Pour la consultation de quelques copies
d’éleves, voir [35], 239-260). Grosso modo les
erreurs les plus marquantes portent sur
deux points :

Difficultés procédurales : en plus d'adop-
ter une démarche métamathématique (par
opposition a une démarche formelle, c’est-a-
dire : 'univers des possibles reste non ou mal
défini, les notations d’événements sont
implicites), certains éléves tentent de s'aider
d'un support graphique pour mieux appré-
hender la situation. Par exemple, a propos
du “probléme de boulons”, examinons les
deux réponses proposées par deux éleves de
terminale Al ci-dessous :
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Réponse 1 :Une telle réponse
témoigne d’'un besoin de se repré-

senter graphiquement la situation, M, | Wq

en loccurrence par un tableau a .

double entrée. Mais comme Uaties- ml :

tent les deux cases non remplies (en e Slise \ Mo

réalité cela correspond a une trace o %

de gomme), cel éléve ne peut placer

convenablement tous les nombres = élee da bewors ot M. * pCﬂ}r L
qui apparaissent dans l'énoncé. Le a - L . e
fait de placer 5/100 (i.e.5%), par B plA)= £
exemple, dans la case intersection D:~ékee Jbon baon = S )

de la ligne “boulons défectueux * E - , O

avec la colonne “M1" laisse penser =¥ —— 4 tulon PR )"_'uio

qu'il v a la confusion entre probabi-
lité conditionnelle et probabilité P.’_f,’lﬁ‘) = Tusr
conjointe. Pour cet éléve, ce mode de

représentation figurale en tableau

ne semble pas bien refléter le condi-

tionnement d'événément,

Réponse 2 ;

H CG ’4.;..._ ,ﬁ dt-?ﬁf-ﬁhr}' ng'uw
: . panmi ar 0,6 nab de.Cc(HM
"‘ Qﬁ@“ t.*h.g Q L A q\A""c“'&.rlLt GIQP
- c“)ﬂ Gevlenn -
O/ '1 b d:f..c‘{'hqn.}‘
sy Dfcrees =D
T\ D)+ p(e0D) = p (D)

SYriOotee 25

)}‘A
Saulan d"{:-cfw-h W /’:‘LI"

= el
cindimenity FD\\*V = POOAML piom,
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On constate ici que, malgré la pertinence de
la formule des probabilités totales et de la
probabilité conditionnelle a évaluer, Uéléve
auteur de la “Réponse 2" se trouve blogué.
Cela provient-il tout simplement d'une mau-
vaise identification des informations ?

On peut formuler diverses hypothéses pour
expliquer ce type de blocage. En tout cas, la
représentation ainsi choisie, en J'occurrence
un tableau a double entrée, s'avére non-
congruente (7). 4  cette situation.
G. Vergnaud [38] avait déja montré que “la
fonction des signifiants langagiers et symbo-
liques est de favoriser la conceptualisation
(identification et objectivation) et de per-
mettre la communication et le débat ; ils
jouent en outre un role de régulation de
I'action dans la résolution de probleme. La
diversité des signifiants, des signifiés et des
référents pose le probleme de la congruence
sémantique : tous les signifiants ne se valent
pas, certains refletent mieux que d'autres les
propriétés du signifié”. Le probleme qui se
pose est : comment mesurer cet écart signi-
fiant-signifié ?

Rappelons que d’'une maniére générale, on
parle concurremment de plusieurs types de
registres en mathématiques, a savoir le
registre (au sens de R. DUVAL [8]) de nota-
tions symboliques {ou formalisme), le registre
langagier mathématique, le registre langagier
naturel, le registre figural. A, MESQUITA a
montré dans sa thése [20] que dans une tache
mathématique, en géométrie en l'occurrence,
les informations issues de ces registres peu-
vent étre soit concordantes, cas ou il y a une
congruence sémantique entre les registres

(7) Ce terme de congruence (cu de non-congruence)
samantique est utilisé ici au sens de R. Duval (1988) el
de A. Mesqguita (These, 1988, chapitre 1) a propos de
I'apprentissage de la démonstralion mathematique chez
des jeunes éléves,
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mobilisés (les objets sont alors identifiables
par simple appréhension), soit non concor-
dantes, cas de non-congruence sémantique
entre les registres en question. En fait, on dis-
tingue deux types de congruence : une, inter-
registre, entre registres différents ; une
deuxiéme, interne a un registre, intra-registre.
Il importe done de considérer l'articulation
entre différents registres pour hiérarchiser, ou
pour expliquer, la complexité d'une tache
mathématique. Pour une étude plus détaillée
de ce jeu d'articulation inter ou intra-registre,
nous renvoyons a [20] (ibid).

Néanmoins, pour ma part, il semble que ce
conflit, disconcordance inter-registres, appa-
rait dans la résolution d’'une situation-proble-
me spécifique de la notion de probabilité
conditionnelle. Par exemple, dans le cas d'un
tableau tel que les éléves le construisent ici, la
forme d’appréhension séquentielle (qui est en
accord avec le conditionnement) s'oppose a
Fappréhension perceptive de I'intersection (ou
d'événements conjoints) directement suggérée
par un tel tableau : ce qui explique la non-
congruence sémantique entre ce mode de
représentation figurale et un probléme de pro-
habilité conditionnelle. En effet, le tableau a
double entrée est communément lu de fagon
symétrique, alors que le conditionnement est
non symétrique. Ce qui explique aussi en par-
tie I'échec des éléves pour ce “probleme de
fabrication des boulons” comme l'attestent
leurs productions écrites. Le tableau a double
entrée apparait ici en quelque sorte comme un
piege de l'intuition. Alors que, contrairement a
cela, comme nous venons de le voir dans le
paragraphe précédent, I'exploration d'un
arbre des probabilités, qui suggére une per-
ception séquentielle d'événements, joue un
role a la fois descriptif et heuristique pour ce
qui concerne la résolution du présent problée-
me : une représentation arborescente apparait
alors comme sémantiquement congruente a la
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notion de probabilité conditionnelle, mais
risque d’ériger un obstacle dans les problemes
bayesiens et renforce 'aspect temporel ou suc-
cessif que les programmes voulaient exclure.
En conséquence, une prudente réserve didac-
tique s'impose. Cette notion de congruence
sémantique, semble expliquer en partie une
conclusion de S MAURYI[19] qui affirme que
la difficulté de résolution d’'un probléme de
probabilité élémentaire depend du contexte en
Jeu, du vocabulaire et de la facon de formuler
la question. En effet, si le contexte qui sous-
tend le probléme est par exemple en accord
avec le registre langagier naturel (i.e. confor-
me avec la rationalité quotidienne), son réle
heuristique sera différent de celui d’un contex-
te formel.

D'une maniére plus rigoureuse, la théorie
des représentations calculables exige l'exis-
tence des homomorphismes [31] du systéme
représenté dans le systeme représentant. Ce
sont de tels homomorphismes qui diminuent
le cout cognitif lors d'un processus d’appren-
tissage. Or, pour ce qui concerne le concept
de probabilité conditionnelle, on peut
démontrer que parmi les deux signifiants
candidats, 'arborescence et le tableau a
double entrée, le premier permet de
construire un homomorphisme signifié -
signifiant. Car 'arborescence est orientable,
donc compatible avec une dissymétrie qui
caractérise justement le concept en question
ici; au contraire, avec un “tableau”, c’est plu-
tot la symétrie ou la commutativité qui est
priviligiée (chaque case représentant une
intersection). Un exemple d’homomorphisme
est proposé dans Totohasina ([29], 237-238).

Obstacles conceptuels : ils se situent
essentiellement a trois niveaux :

— I'évaluation de la probabilité de I'événe-

ment conditionnant et la reconnaissance de
'expérience aléatoire dont il est issu ;
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— la confusion entre probabilité d'une
intersection et probabilité conditionnelle ;
plus précisément, une telle confusion s'effec-
tue dans les deux sens a savoir : prendre la
probabilité conditionnelle a la place de la
probabilité composée, et inversement, consi-
dérer la probabilité conjointe au licu de la
probabilité conditionnelle ;

— l'obstacle au renversement de situation
qui consiste a inverser le réle de I'événement
conditionné et celui de l'événement condi-
tionnant, en l'occurrence considérer py,(D)

au lieu de py(M1). Ce type d'obstacle peut

s'expliquer par une éventuelle conception
chronologiste ou causaliste de la notion de
probabilité conditionnelle. En effet, on peut
penser que, dans J'écriture p,(B), I'événe-

ment B ne jouerait plus chez I'éléve (causa-
liste) que le role d'une simple variable, et
que A serail un générateur de conséquences.
Mais, il me semble relever d’un obstacle psy-
cho-cognitif plus général, celui de la réversi-
bilité. “Le sujet ne se connait psychologique-
ment et biologiquement (adéquation et de
l'esprit et du corps) qu'en s’adaptant, en assi-
milant l'objet et en s’y accomodant comme le
fait I'ceil lors des visées a des distances
variées.., Mais ces régulations ne se distin-
guent véritablement des perceptions que
dans la mesure ou elles sont susceptibles de
composition et de réversibilité. C'est en cela
que l'acte intelligent conscient se distingue
de l'acte réflexe. Autrement dit, c’est dans
I'aptitude & opérer selon la fonction réci-
proque d'une action directe, annulant son
effet, que se revelent les facultés accommo-
datrices, signes de l'intégration entiére aux
schémes sensori-moteurs du sujet, lesquels
constituent un ensemble d'actions intériori-
sées... L'homomorphisme de transposition,
qui permet la substitution d'une action par
un autre, doit étre réversible pour étre signi-
ficatif de l'acceés a la représentation en tant
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que telle”R. GRAS ([13], 15-16)). Ainsi, on
peut penser que c'est cette carence de réver-
sibilité relativement au conditionnement qui
fournit au mieux un élément d'explication de
la résistance des conceptions chronologiste
ou causaliste au concept formel de probabili-
té conditionnelle.

Pour terminer, nous faisons la remarque
suivante. Cette régistance lide i la réversihi-
lité peut se rencontrer dans l'apprentissage
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d’autres notions mathématiques. 1l est fre-
quent, par exemple, d'observer chez des
eleves une difficulté énorme lors de l'intro-
duction de la notion de primitives (opération
“inverse” de la dérivation) d'une fonction
réelle, méme en ayant sous les yeux le
tableau des dérivées usuelles. On sait
d'ailleurs que ce probleme de réversibilite
explique également la difficulté classique
des jeunes éleves lors du passage de l'addi-
tion vers la soustraction des nombres.
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