LA DEMONSTRATION EN GEOMETRIE
EN QUATRIEME ET EN TROISIEME

INTRODUCTION

“L'enseignement des mathématiques
concourt a la formation intellectuelle de
léléve et doit notamment développer les
capacités de raisonnement : observation,
analyse, pensée déductive”,

[Vapres les instructions officielles, I'un
des objectifs au collége est d'apprendre a
argumenter. Cet objectif est exprimé en
termes généraux :

— en sixiéme, “l'éleve doit étre Initié au rai-
sonnement déductif™.

— en cinquiéme, “il doit étre progressive-
ment initié au raisonnement déductif”.

— en quatrieme, “le travail effectué doit per-
mettre a l'éléve de s'entrainer progressi-
vement au raisonnement déductif”.

— enfin, en troisieme, “l'éleve doit étre
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entrainé constamment au raisonnement
déductif”,

Les instructions parlent beaucoup de rai-
sonnement déductif, expression génératrice
de nombreuses questions pour |'enseignant :

— quels objectifs veut-on faire atteindre aux
éléves 7

— quelles sont les stratégies d'apprentissage
de la démonstration ?

— quels obstacles les éléves rencontrent-ils ?

— quelles situations leur proposer pour une
meilleure compréhension ?

— les structures logiques mises en ceuvre
carrespondent-elles a la maturité des
enfants ?

Au college, géométrie et introduction au
raisonnement déductif sont étroitement
lices. Si les éléves ne rechignent pas a
g'investir dans des problémes de géométrie
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comportant des éléements metriques (utilisa-
ton du théoréme de Pythagore, de la tragono-
metrie, du caleul de distances dans un repere
arthonorme,.., ils s montrent par contre
recaleitrants larsqu’il s'agit de laire une
demonstration. Linitiation au raisonnement
déduetit est percue comme difficile et beau:
coup denseignants sont désorientes devant
'échec de leurs éleves dans ce domaine,

I'ineapacite de la plupart des eleves i
faire une demonstration correcte me conduit
souvent a4 m'interroger sur mes praligues
pedagogiques. a essayer de comprendre 'on-
gine de certames difficultes et les processus
qui conduisent aux erreurs afin de pouvoir
apporter des remédes et devoluer vers des
ehjectifs d'efficacite,

Sans faire une etude exhaustive sur la
demonstration, je vais developper sur ce
theme quelques pistes de réflexions suscep-
tibles d'éclairer certains points et dapporter
des fléments de réponse aux questions
posees,

I. — QUEST-CE QUE LA
DEMONSTRATION ?

1. Représentation de l'éleve

Au milien de I'année scolaire. j'ai propose
aux deux elasses de quatrieme da collége un
petit questionnaire sur la demonstration. La
premicre question posée était @ “pour vous,
qu'est-ce  que la  démonstration 77
tef. unnexe 14

Diunie maniere générale, pour 'éleve, Ia
démonstration est une suite daffirmations
qui s'enchainent togiguement permettant de
passer des hypotheses a la conclusion. De
son point de vue, démonstration signifie svl-

8

logisme. Cette vision est d'ailleurs entrete-
nue par la plupart des manuels scolaires qui
proposent des demonstrations sophistiquees
des le debut de 'annee,

Lorsqu'on fait une analyse plus approfon-
die des réponses, la démonstration apparait
pour certains éléves comme un pur exercice
de redaction dont le but est de savoir s'expri-
mer en francais en utilisant le langage
mathemauque. D'nutres eleves ont fourm
des réeponses plus vagues, voire incohe-
rentes. muntrant ainsi qu'ils ne donnent pas
un sens a la démonstration : c'est “quelque
chose™ d'abstrait, d'ésotérigue servant a
“expliquer”™ une figure. Ces éleves ne voient
ni P'utihté ni la raison détre dune démons-
tration, ils ne la ressentent pas comme un
moyen efficace de nature a convaincere.

2. Preuve et démonstration

Dans la pratique usuelle des mathéma-
uques, la démonstration est une lorme de
preuve ayvant comme role de rendre indiscu-
table tel résultat dans la communaute a
laguelle elle s'adresse, Jean HOUDERINE
(IREM de RENNES) propose une définition
de la démonstration lui donnant un sens
plus géneral gque le sens classique | "la
démonstration est un texte argumentatil
specifique des mathemauques dont la
sémantique est hiee a la resolution de proble.
me et a la preuve”

Ainsi, la démonstration met en @uvre
toute une démarche de pensée comportant
plusicurs phases ;

— phase de recherche - trouver des raisons :
— phase d'argumentation : sequérir une
conviction ;



— phase de production d'un discours : com-
MUNIGUEr sa conviction aux autres,

La démonstration nu sens sirict n'est
done quun temps de Factivite de resolution
d'un probleme  Elle g'inserit dans une
demnrche camplexe de raisonnement ou
imterviennent des capacités cognitives (dis-
ponibilite et maitrise des oulils sallicités par
la resolution, des enpacités dordre metho-
dologiques | <orgamser pour chercher, obser-
ver, analyses, emettre des conjecturesi et des
capacites dordre hinguistigues (formulation
des arguments .

3. Modification du contrat didactique
concernant la preuve

D, GAUD, J-P. GUICHARD. M MAROT.
(!, HOBIN (IREM de POITIERS! représen-
tent 'evolution du raisonnement déductif en
geometric an college par le schémn suivant ¢

lu rue < observation lusion
Cevidence
! P
la mesure < experimentation approximation
-verification
T
la raison -justification vihidaton
-demonsteation

{¢ schema illustre la progression des
competences en geométrie au college. Au
cours des deux premiéres anndes, les ohjec-
tfs essentiels sont la connaissanee et ln des-
eription des objectifs géometriques. Les tra-
vaux sont basés sur I'observation, le dessin,
les mesures @ ils donnent lieu a des activités
de construction, de description, de formula-
tion mais la démonstration n'yv a pas su
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place, La regle graduee, 'dquerre. le rappor-
teur sont les instruments privilegies pour
'observation des figures et de leurs proprié-
tes - la qualite des tracés et la precision des
mesures sont primordiales puisqu'elles
interviennent directement dans la resolu-
tion des problemes.

En quatriéme et en tromsieme. les exi-
gences par rapport a la géométrie changent,
L'eleve rencontre de nombreuses proprietés
appelées définitions, théaremes et ne com-
prend pas toujours [usage qu'il doit en faire
dans les rasonnements. Lobservation de la figure
ol les mesures ne sont plus des outils et ne peuvent
plus servir 4 justifier une propriété. Cette modifi-
ention du contrat didactique est un des prncipaus
obstacles a lapprentissage de la demonstration.
L'enseignant doit temir compte du chingement de
contrat en foumissant des situations mettant en
cause la fiabilité du dessin et de la mesure comme
outils de preuve.

1. — LES OBSTACLES ET LES
ERREURS

1. Le statut de la figure

Dans l'apprentissage du raisonnement en
geometrie, le role de la ligure est amportant
et son statut cvolue au college. Les pre-
mieres années, la figure a un statut de preu-
ve comme ¢ela a éte dit plus haut ; les éleves
savent identifier les figures, reconnaitre sur
un dessin des paralléles et des perpendicu-
laires et la construction d'une Ngure précise
est une tache en soit pour l'eleve. La seule
vision de la Agure ou le [ait d'efTfectuer des
mesures permetient de valider un résultat ;
¢’'est done le modele physique gqui predomine
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Puis la figure géométrique ne doit plus
étre considérée comme une représentation
de la réalité physique mais comme la repré-
sentation d'un modele mathématique, d'un
concept. Par exemple, lorsqu'on demande
aux éleves de construire une tangente a un
cercle passant par un point extérieur, la
majorité dentre eux prennent leur regle et
tracent avec la meilleure precision possible
une droite “touchant”™ le cercle. La détermi-
nation du point de contact avec le cercle est
empirique et le concept de tangente (droite
perpendiculaire & un rayon) n'intervient pas
dans la construction. Ce changement de sta-
tut de la figure constitue un obstacle car il
est demandé aux éleves de raisonner sur le
concept et non sur le dessin.

En géométrie, un dessin inexact ne
devrait pas empécher de raisonner correcte-
ment. Beaucoup d’eléves de quatrieme et
troisiéme n'osent plus faire état des évi-
dences qu'ils voient sur la figure car ils
savent que le professeur attend d'eux qu'ils
écrivent des propriétés. Cependant, la pre-
gnance de la [igure intervient dans
I'approche de résolution de problemes et
induit des formes de raisonnement comme
on va le voir dans une séquence proposée a
une classe de quatrieme en début d'année.

Theme de la sequence

Problemes de plus courte distance : exercices
d'application sur les conditions d'existence
d'un triangle et sur I'inégalité triangulaire
taprés institutionnalisation ).

Structure de la classe
Les éléves sant répartis en 7 groupes de 3
éleéves.

Enoncé

Que peut-on dire de
la longueur CM ?
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Justifier la réponse.

Par
4 ’// 6
/_f 4 '-.\
rg :
i o ' A

| A M B
| 10
Réponses des éléves

{Chaque groupe devait rédiger une réponse),

— 3 groupes ont fourni comme réponse :
CM = O, car le triangle ABC est “aplati”
(44 6=10)

— 2 groupes ont donné comme réponse :
1<«CM<9 car5-4<CM<5+4
dans le triangle ACM
et . 1<CM<1lcar6-5 <CM<64+5
dans le triangle BCM

— 1 groupe :
CM < 9 carb+4= 9
.CM <11 carf+6=11
done CM < 9
— 1 groupe :
CM =5 car les triangles ACM

et BCM sont isociles,

Clommentatres

Un seul groupe n'a pas mis en ceuvre le
concept d'inégalité triangulaire et ne s'est



donc pas investi dans le probleme en prope-
sant un résultat “gui se voit sur la figure”.

Les autres groupes appliquent correcte-
ment mais partiellement les conditions
d'existence d'un triangle connaissant les lon-
gueurs des cotes, Les eleves ayant donne
comme réponse CM = 0 ont bien vu que le tri-
angle ABC était aplati mais ils ont privilégié
un point particulier du segment | AB | : son
milieu.

Tous les éléves ont été fortement influen-
cés par le support visuel de la figure pour-
tant fausse et aucun n'a pensé a refaire un
dessin en respectant les longueurs données,
Lorsque les éléves ant éLé mnvités a refaire
une figure exacte, 6 groupes sur les 7 ont
fourni la réponse attendue CM = 1.

Cette emprise de la figure peut étre un
frein dans I'évolution du raisonnement. C'est
le cas notamment pour les éléeves qui
construisent des figures particuliéres (un
triangle quelconque devient socéle, deux
droites sécantes deviennent perpendicu-
laires...). Il utilisent ainsi des hypotheéses
supplémentaires lues sur le dessin mais
n'apparaissant pas dans I'énonceé du proble-
me, introduisant alors des erreurs dans la
solution,

2. Les illusions de la figure
et le probléme des mesures

L'activité suivante a eté proposée en
déhut d’année dans une classe de quatriéme
pour disqualifier le dessin en tant qu'outil de
preuve et faire apparaitre la nécessité d'une
démonstration puis plus tard dans une autre
classe de quatriéme, a une époque ou, pour
les éléves, la figure n'a plus statut de preuve
(¢f. annexe 2 : le role de la figure pour les
éléves),
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Enonce :

ABCD est un carré de coté 8 em
AFB est un triangle rectangle tel que

AF = 5cm
BCE est un triangle rectangle tel que
CE=13em

Les points F, B, E sont-ils alignés ? Justifier
la réponse,

F .

! Al —*-.B

|

' I
D C E !

Notions étudiées antérieurement ;
. Problemes de plus courte distance
. Projections.

Structure de la classe : Les éléves travaillent
par groupes de deux,

L'activite s'est déroulée en deux temps :

I phase :

Cette premicre phase ou les éléves ne
devaient pas solliciter I'intervention du pro-
fesseur n'a duré que 15 minutes, Tous les
groupes sans exception ont répondu que les
points étaient alignés mais aucun n'a pu
fournir de justification. Les éleves ont été
déroutés par le probleme : I'évidence de la

1



LA DEMONSTRATION EN GEOMETRIE
EN QUATRIEME ET EN TROISIEME

fipure donnart la réponse et tous les discours
clatent imutiles Ce qui m'n pare surprenant,
¢'est quaucun ¢leve ne s'est pose de ques-
tions sur les donnees numernques. Un seul
groupe a émis des conjectures sur e fait que
le dessin étail representé a4 une certaine
echelle mas il n'a pas ewé plus Join dans ses
imvestigations.

Le fait egalement, gue 'activite proposce
ne presente aucun lien bien apparent avec
les deux notions de geometrie étudiées ante-
rieurement a accentue lembarras des éleves.

2 phase :

Apres un court debat. certains eleves ont
suggere que les donnees numernques per-
mettaent de ealculer des aires. Cela a per-
mis de débloguer la situation puisque
T groupes onl ennstate que atre du tnangle
FDE etait différente de la somme des aires
duo carre et des triongles FAB ot BCE 1écart
de 0.5 em?r done que les points F, B, E
n'ctment pas alignés, Trois groupes ont par
ailleurs fait une figure approximative, fni-
sanl apparaitre le triangle FBE.

Tous les éleves ont éte convaineus que la
lgure en elle-méme n'était pas toujours
fiable et quil etait necessarre de mobiliser
d'autres outils pour resoudre le probleme.

La meéme activite a ¢lo propnsée au
secomndd trimestre dans Pautre classe de qua-
trieme, le travail ¢ant individuel,

A cette époque de Iannée, pour les éleves,
la figure n'a plus statut de preuve
putsyu’aucun n'affirme a priori que les points
sont alignés, Les outils utilisés par les ¢leves
qui s¢ sont investis dans le probleme sont
explicitement le theoreme de Pythagore et
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implicitement le concept dinegalite triangu-
luire, Parmi coux-cl

— Y0 % font un raisonnement juste mats
trouvent que les points sont alignes @ pour le
caleul des longueurs, les éleves donnent des
valeurs approchees a 0,1 ou 0,01 prés et
aboutissent a I'égalite FB + BE = FE,

10 % des eleves concluent que les points
ne sont pas alignes car FB + BE = FE. mais
deux longueurs sont arrondies au centieme
ef une longueur arrondie ao dixieme pres.

En conclusion, pour les éleves, le statut de
la mesure n évolue, 11 n'y a plus de mesures
effectuces a I'nide de la regle graduée mais
des mesures caleulées a partir d'éléments
connus (dimensions du carré et des triangles
rectangles). Cependant, pourcux, il n'y a pas
de prohleme dapproximation et les calculs
en cux-memes constituent une preuve. Le
résultat fournt par la calculatrice avee un
nomhbre suffisamment grand de décimales
est considéré comme un caleul exact. Le pro-
bleme des calculs approchés a é1é le princi-
pal obstacle et la source des erreurs : les
éleves de quatrieme ne connaissent pas les
techniques de calculs sur les racines carrées
et les résultats effectues a la caleulatrice ne

differaient gqu'a partiv du 4* chiffre décimal.

3. e contrat didactique

Le contrat didactique entre le prolesseur
et I'éleve demeure un paint erucial dans les
problemes avec preuve. Le passage de la geo-
metrie d'observation & une géomeétrie dedue-
tive fait decouvrir anx ¢léeves un statut ditfe-
rent aux objets géometriques comme cela a
ete developpe precedemment. Du fut que la
figure n'a plus statut de preuve. il devient
necessaire d'amener les éleves a des formes



d'explications soumises a certaines regles
qui ne sont pas toujours evidentes pour eux :

— tri des informations de 'énonce idegager
les hypotheses) ;

— mobilisation et ubilisation doutils mathé-
matiques (définitions. théoremes, fur
mules! permetlant d'argumenter |

— articulation logique de ces narguments,

La multiplicite des tiaches a gerer simul-
tanement (faire une figure, dégnger les hypo-
theses, emettre des conjectures, trouver les
“bonnes” propriétes, établir un schema de
résalution, formuler la reponse! est souvent
une source d'echec pour I'éleve. Pour eux, les
regles regissant le contrat didactique ne sont
pus loujours claires. Dans une classe de troi-
steme. j'ar instaureé un cours-débat pour
expliciter les principes, les methodes pour
réuskir une démonstratien. Vaici en vrac
quelques reflexions des éleves

— il faut toujours commencer par [aire une
figure et coder les donnees de 'enonce
tlongueurs et angles égaux, droites per-
pendiculaires ;

— il faut éerire les hypothéses et la conclu-
s101

— on doit expliquer ¢n utilisant des proprie-
Les ;

— 1l faut utiliser toutes les hypotheses |

— on n'a pas le droit d'utiliser des données
qui ne sont pas cerites dans les hypo-
theses ;

— il faut savoir ses théorémes |

— les proprietés utilisées sont celles elu-
dices duns la dermere legon

— il faut mettre les proprietés utilisees duns
un bon ordre ;

— il fuut citer les théoremes généraux puis
les appliguer en “utilisant les lettres
ecrites sur la igure™

— il faut s'exprimer correctement en francais |
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— dans une démonstration. il n'v a pas de
caleul.

Ces reflexions mettent en évidence que
les conventions regissant la démonstration
sont comprises, dans les grandes lignes, de
la majorité des eéleves, 1] n'en est pas moins
vrai gquelles ne sont pas mises spontané-
ment en aruvre et que de nombreux obstacles
subsistent. On rencontre encore les memes
erreurs d'eleves qui tournent en rond entre
conclusion et donnees, ou qui affirment sans
Justifier, ou gqui justifient a tort et & travers
en énumerant toutes les propriétes d'une
figure a défaut de trouver la propriete ade-
quate,

4. Les difficultés d'ordre méthodologique
et le probléme du réinvestissement
des connaissances

Devant un probléme de géometrie, une
dex difficultes rencontreée par les eleves est
la mobilisation d'une procedure de resolu-
tion. Comment demarrer ? Quelles connais-
sances doit-on utiliser ? L'eléve d do mal a
deceler dans le texte de 'énonce les indices
qui eonduisent a utiliser telle propréte. Par
exemple, la présence de donnees numeénques
el de droites paralleles conduisent a penser
au thevreme de Thales. Or le processus men-
tal qui permet, a partir de données, de mobi-
liser les savoirs adéquats n'est pas automa-
tique pour l'éléve. Instinctivement. il a ten-
dance a utiliser les propriétés étudiées dans
les dermieres legons 1) apprends et ) npplique)
et eprouve des difficultes a utiliser ses
connaissances antereures. F[il:e 4 une silua-
tion de blocage. ou bien I'éleve a le réflexe de
demander au professeur des explications
avant de commencer le travail, ou bien il se
décourage et cela se traduit souvent par un
evitement de la question on par une réponse

13
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absurde. Ce phenomene s'accentue pour les
eleves de troisieme en difficulte car le “volu-
me” des connaissances a mobiliser s'est
accru rapidement au cours des qualre
années du college.

5. Les obstacles linguistiques

L'acquigition d'un lungage correct consti-
tue un des objectifs au collége. Beaucoup
d’eéleves lisent peu et ont du mal i décompo-
ser une phrase, a analyser le role de chaque
élément. Les mols sont les premiers outils de
la démarche intellectuelle : comment dire sa
pensée e, a plus forte raison, comment
I'écrire si on ne dispose pas des mots néces-
saires 7 La difficulté pour les éleves a lire
intelligemment un message et |'incapacité
d'en produire un avec un minimum de voca-
bulaire approprié¢ débouchent inévitable-
ment sur une inaptitude a percevoir les
textes les plus simples, notamment les énon-
cés de problemes, et sur une inaptitude a
¢laborer une réponse avee des arguments
articulés en un Lexte cohérent.

Les informations contenues dans un
enonce obéissent a des regles grammaticales
précises. En comprendre le sens global, cest
étre capable de sélectionner les informations
principales et de déceler les relations
qu'elles entretiennent. Une mauvaise lectu-
rée peut conduire a un non-respect des
consignes et ainsi a faire commettre des
erreurs. Voici un exemple de probléme pro-
posé en quatriéme sous la formulation sui-
vante :

“Soit un cercle de centre 0. On veut lins-
ertre dans un triangle ABC dont les angles
mesurent A = 40, B = 60°, C = 80°.
Construtre le triangle en justifiant les
etapes de la construction”,
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La consigne principale était de tracer le
cercle avant le triangle. Trois groupes sur
sept n'ont pas compris que l'ordre de la
construction était fixé : pour ces éleves, la
figure linalement faite était la réponse au
probléeme posé. (Une analyse plus compléte
des stratégies de résolution et des reponses
sera développée plus loin. |

La rédaction des démonstrations consti-
tue un obstacle trés important. Beaucoup
d'éléves ont un raisonnement correct et
entrevoient la solution d'un probléme mais
la formulation de la réponse avec des argu-
ments précis n'est pas aisee pour eux. Les
productions textuelles sont souvent suc-
cinctes et exprimées dans un langage
approximatif voire un charabia incompré-
hensible pour le lecteur,

Les difficultés portent d'abord sur
I'emploi d'un vecabulaire mal approprié :
confusion entre droite et segment, centre et
milieu, points A et B paralléles a C et D..
Mais il est vrai aussi gque les textes mathé-
matigues qui passent pour étre rigoureux
comportent parfois des abus de langage. Par
exemple, une hauteur désigne tantdét une
droite, tantit un segment, tantot la longueur
d'un segment. D'autre part, les régles régis-
sant les textes argumentatifs comportent
des mots comme “soit, en effet, parce que, or,
si ... alors, quel que s0it...", expressions qui
ne gont pas toujours bien comprisex des
éleves. Ces termes peu utilisés dans le lan-
gage courant sont souvent a la base de la
confusion entre hypothése et conclusian,
theoreme et sa réciproque.

Si une redaction rigoureuse ne doil pas
étre une exigence prématurée de la part de
I'enseignant, il est cependant nécessaire
d'inciter I'éleve a donner suflisamment de
repéres pour savoir 7l a résolu le probleme.



STRATEGIE DE REPONSES
AUX OBSTACLES

111, -

Dans les activités de résolution de pro-
blémes et de recherche dexplications, com-
ment amener les éleves a ressentir la
démonstration comme un outil de preuve
efficace 7 Comment agir pour que les difficul-
tés d'expression de certains éleves ne se
convertissent pas aussitot en difficultés rela-
tivement a la géométrie ? Pour l'enseignant,
il n'existe pas de recette infaillible mais la
connaissance des obstacles majeurs rencon-
trés par I'éléeve peut étre prise en comple
dans I'apprentissage de 'argumentation.

1. Le réle de la figure et le
contrat didactique

Nous avons vu qu'au début de la quatriéme,
le passage de la géométrie d'observation a une
géométrie de déduction était un des principaux
obstacles a la démonstration. La figure, liée au
changement du contrat didactique, voit égale-
ment son statut évoluer. Pour que la démons-
tration apparaisse comme un moyen efficace
pour convaincre, il faut que les outils mis spon-
tanément en ceuvre par les éleves solent mis
en échec. Concernant la figure, 'enseignant
doit fournir le plus tot possible des activités ou
l'observation et le mesurage ne permettent pas
de valider un résultat, impliquant Putilisation
d'autres outils. On peut donner quelques
exemples de situations ou la conviction des
éléves sera remise en cause ;
— probleme comportant des points

“presque” alignés ;

— triangle possédant un angle proche de 90+
donnant l'illusion d'un triangle rectangle ;
— figures usuelles de formes différentes et
ayant méme aire |ces aires calculées a par-
tir de dimensions mesurées donc appro-
chées ne seront pas égales pour les éléves),
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Jai evoqué également le cas de certains
éléves avanl tendance a produire, a partir
d'un énoncé. des figures particulieres et uti-
lisant dans leur raisonnement les hypao-
théses supplémentaires vues sur la figure.
Cela peut faire 'objet d'un travail spécifique
sur l'association énonce-figure :

— & partir d'une figure donnee, ecrire I'énon-
cé d'un probleme ;

— reconnaitre la méme configuration dans
des figures différentes (cela permet de
détecter les figures particuliéres).

En ce qui concerne le contrat didactique, il
apparait nécessaire d'amener l'éléve a reflé-
chir sur les outils qu'il s’'autorise a utiliser.
L'argumentation a pour but de communiquer
sa conviction aux autres ; elle obéit 4 certaines
régles qui ne doivent pas rester implicites :

— les observations ou les mesures sur un
dessin ne suffisent pas pour prouver ;

— toute affirmation doit étre justifiée par
une propriété |

— dans la progression du raisonnement, on
ne peut utiliser que les données ou des
resultats prouvés ;

— dans la recherche de preuve, on peut pro-
ceder par conditions suffisantes (pour
montrer que..., il suffit de prouver que.. 1.

De méme, il est indispensable de définir
précisément les mots que l'on rencontre dans
les questions des énoncés de probleme -
prouver, démontrer, justifier, expliquer,
vérifier.

2. Les problémes de méthode
Dans les activités de démonstration, on se
contente souvent d'un apprentissage par ana-

logie. Le professeur propose un modeéle sounmis
a l'observation de 'éléve gui est ensuite appelé
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a imiter ln methode de resolution dans une
situation proche. Cet apprentissage par imita-
tion n'n men d'evident pour les éleves - <71 réns-
siL avee certains, une majorite dentre eux a
des difficultés pour mohiliser les savairs, Pour
demarrer un probleme. il 'y a pas de imethode
generale ¢ cest done ditficile pour 'enses-
mant dapporter une uide dans ce domaine,
Donner un coup de pouce a I'éleve en situntion
de blocage, c'est déja donner une partie de Ia
reponse et certains ont pris 'habitude d'en pro-
fiter. Faire une lisle exhaustive des methodes
feomment demontrer que deux drintes sont
parnlléles, qu'un point est le nulivu d'un =eg-
ment.. | est inconcevahle parce quielle serait
trop longue et done inutilisable pour les éleves.
On ne peut simplement quiattrer Pattention
sur ['utilite d'un theoreme institutionnalise au
cours de Iapprentissage d'un concept. Par
exemple, & quoi peut servir le theoreme sur "la
dronte des milicux™ dans un trangle 7 On peut
mnsi fare apparaitre quil peut étre utile pour
montrer gue deux droites sont paralleles.

Pour mettre en valeur les procédures de
résolution d'un probléme, on peut libérer I'élieve
du souct de produire un caleul pour centrer son
atlention sur la signification d'un texte quil
doit presenter. Voiel comme exemple un exerci-
ce propasé 4 des eleves de troisieme :

“Dans un repere orthanorme, on connuit
les eonrdonnées de f points A, B, C. D On
vewl prouver que le quadrilatere ABCD est
wun parallélvgranime.

11 Indiquer toutes les procedures possibles
pour resoudre le probleme

20 Quelle est celle qui vous semible la plus
efficace ¢ Pourqued ¢°

Pour cet exercice, la plupart des éleves
ont compulse lear hivre ou leur cahier de
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cours. Voici les differents types de réponses :

1+ I faut montrer que les coordonnées du
milieu de | AC | et du milieu de | BD | sont
Ggales 122 réponses sur 25 éleves ),

2111 faut montrer gue 2 vecteurs sont egaux en
caleulant leur coordonnees 1 18 réponses|,
311l faut montrer que AB = CD et AD = BC
en calculant les distances (13 reponsesi.

41 1l faut montrer que les cotes opposes sont
paralleles | 7 réponses,

5111 faut montrer que deux cotes oppnscs
sont paralleles et de méme longueur
Ih reponses)

61 11 faut montrer que DA + DC = DB
1 reponse.

La plupart des éléves répondent que la pre-
miere ou la seconde procedure sont les plus
efficaces car il y a peu de calculs a etfectuer,

Certains eleves se sont contentes de reco-
prer les différentes methodes pour demon-
trer qu'un quadrilatére est un parallélo.
gramme (reponses 4 et 5) sans preciser s'il
existe une procédure pour montrer que deux
droites sont paralleles dans un repére. Un
seul éleve a indique qu'il fallint déterminer
des equantions de droite et verifier 'egalite
des ceefficients directeurs.,

Un autre exemple de travail spécifique
sur une méthode de résolution, sera proposé
en quatreme,

3. La rédaction des textes
mathématiques

Les probléemes de formulation mathéma-
tique sent lom d'étre résolus au college. Les
obstacles se situent au niveau du vocabulai-
re. de la lecture (comprehension des enon-
ces) et de la redaction (formulation d'argu-
ments), Le travail d'ecrture doit étre propo-



se le plus Lot possible, Cela veut dire qu'il ne
faut pas attendre la quatrieme pour rédiger
des textes mais commencer dés la sixieme,

Il faut autant que possible séparer les objec-
tifs d'apprentissage : résoudre des problemes
et rédiger des démonstrations. Certaines acti-
viteés peuvent étre congues dans cetre optique :

— écrire un énoncé de probleme 4 partir
d'une figure ;

— rédiger une solution sur un probleme
résolu (4 partir d’'un organigramme) ;

— compléter des propriétes : donner les
hypotheses, trouver la conclusion ;

— démonstrations de tyvpe puzzle (remettre
les arguments dans le bon ordre’ ;

— critiquer une démonstration .

4. L.a gestion de la classe

L'allergie ressentie par certains éleves
pour l'apprentissage de la démonstration
peut trouver son origine dans des méthodes
de travail inadaptées. Quelques-uns appren-
nent par ceeur des définitions et des théo-
rémes sans toujours comprendre ce gu'ils ont
retenu, incapables de les appliquer dans les
exercices. Parce quiils sont démobilisés, ils
ont souvent un comportement passif dans la
pratique traditionnelle de la classe. Pour
tenter de les réconcilier avec la géométrie,
jorganise ponctuellement des séquences de
travail en groupes suivies d'un débat collec-
tif. La démonstration prend ses origines
dans des actes de communication : dans le
travail en groupes, les diverses confronta-
tions entre éléves mettent en évidence les
conceptions justes ou fausses, les erreurs de
raisonnement, les différentes procédures
utilisées, les conjectures émises. Le débat qui
s'en suit permet de faire une synthése et d'insti-
tutionnaliser les différentes méthodes de résolu-
tion et les savoirs relatifs a la situation traitée.

LA DEMONSTRATION EN GEOMETRIE
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Des séquence de cette nature ont éte utili-
sées en classe de quatriéme au mois de mai.

Théme - La bissectrice.

Ohjectifs ;

Apprentissage du concept de la bissectrice
en tant qu'ensemble de points équidistants
des cotés d'un angle.

Prérequis :
Somme des angles d'un tnangle.
Tangente 4 un cercle,

Gestion de la classe :

7 groupes de 3 éleves,

Chaque groupe doit produire une formula-
tion de sa solution,

Enoncé :

“Soit un vercle de centre 0. On veut l'inscrire
dans un triangle ABC dont les angles mesurent
A =40°, B = 60°, C = 80°. Construire le triangle
en justifiant les étapes de la construction”.

Au début de l'activité, il a été nécessaire
de définir le mot “inscrire”,

Stratégies utilisées par les éleves :
Dans la recherche. deux méthodes sant
apparues :
— construction du cercle puis du triangle
par tatonnement ;
— construction du triangle puis du cercle.
Le centre du cercle es1 vite apparu comme
le point dintersection des bissectrices (un
groupe essayant les médianes),
Demarches de la construction :

1) Paur 3 groupes -

— construction du trangle avec les angles
donnes ;
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— construction des bissectrices ;

— construction d'un rayon perpendiculaire a
un cote ;

— construction du cercle,

21 Pour 1 groupe :

— construction du cercle et d'une tangente ;

— congtruction d'un angle de 60° tla tangen-
te étant le support d'un coté) |

— construction d'une parallele tangente au
cercle {le point de contact est déterminé
par LAtonnement] ;

— méme procédure avec un autre angle.

3) Pour 3 groupes :

— construction du cercle ;

— construction de 3 angles au centre de
mesures 1407, 1207 1007 ;

— construction des perpendiculaires aux
rayons pour obtenir le triangle.

Tous les groupes décrivent les étapes de la
construction mais rarement les justifient,
Les outils mis en ceuvre seront explicités
dans la phase de débat.

Débat

* Concernant la premiére démarche, les
éleves sont vite convaineus que la consigne
de construction n'a pas éte respectée : tracer
le cercle puis le tnangle.

* Concernant la seconde démarche, tous
les éleves sont convaincus par le procédé de
construction. Aucune remarque n'est faite
a priori sur la détermination empirique des
points de contact des tangentes avec le
cercle. Apres discussion, certains éléves ont
suggéré de construire des rayons perpendi-
culaires au deuxieme coté de I'angle avant la
construction de paralleles tangentes au
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cercle. Les outils nécessaires a la justifica-
tion sont mis en evidence :

— tangente a un cercle ;
— angles correspondants |
— droites perpendiculaires it une méme droite,

* Concernant la troisieme démarche, les
eléves sont convaincus par la construction
mais sont génés par les valeurs des angles
1407, 1207, 1007 qui n'apparaissent pas dans
I'énoncé du probleme. La propriété de la
somme des angles d'un guadnrlatéere est for-
maliseée au cours du deébat.

Cette forme de travail comporte de nom-
breux points positifs :

— les éleves se sentent investis de la respon-
sahilité de la recherche d’une solution ; méme
les éleves en difficulté participent activement
et meénent une réflexion plus approfondie ;

— se mettre d'accord, a l'intérieur d'un grou-
pe, pour la production d'une réponse unigue
favorise I'émergence d'une argumentation !
les exigences de rigueur gui paraissaient
inutiles dans la mesure ou chacun s'estimait
se comprendre lui-méme prennent de la
valeur quand les autres ne comprennent pas ;

— lors du débat, les éléves sont motivés par
la volonté de convaincre les autres de la jus-
tesse de leur solution ;

— I'éléve ne comprend pas toujours la sanc-
tion de I'erreur par le professeur : il a un com-
portement plus eritique lorsque ce sont les
autres éléves qui ne valident pas son résultat.

Par contre, ce mode de travail ne peut étre
que ponctuel car il faut prévoir une durée
suffisante : il faut du temps a l'éléve pour
s'approprier la situation et le débat se pro-



longe quand de nombreuses divergences se
font jour. Ainsi le temps prévu pour ce type
de sequence est souvent dépassé. De plus,
j'a1 remarqué que certains “bons” éléves
rejettent un peu ce mode de travail, ayant
I'impression de perdre du temps dans des
taches annexes, convaincus qu'ils auraient
pu apprendre davantage dans le méme
temps dans le cadre d'une pédagogie tradi-
tionnelle a laguelle ils sont bien adaptés.

CONCLUSION

Les enseignants de mathématiques sont
conscients des difficultés rencontrées par les
éleves dans les problemes conduisant a une
démonstration mais la complexate des concepts
qui interviennent dans lapprentissage du rai-
sonnement ne permettent pas de théonser les
strategies pédagogiques : il n'existe pas de
recettes miracles apportant remede aux échees
des éleves dans ce domaine.

A travers l'observation du comportement
des eleves en classe, de leurs représenta-
tions, les diverses réflexions qui viennent
d'étre développées tentent de mieux cerner
les cireonstunces dans lesquelles apparais-
sent les abstacles auxquels se heurtent les
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eleves et la nature de ceux-ci, Cela m'a per-
mis de clarifier certains points lies a
I'apprentissage du raisonnement et de
mettre en reliel des pistes de travail pos-
sibles pour tenter de les diminuer

Pour réussir en géometrie, il ne suffit pas
d'apprendre par corur définitions et théo-
remes, L'apprentissage de la démonstration
ne repose pas uniquement sur la memonisa-
tion et 'application de connaissances dont
I'éleve n'a pas compris vraiment le sens. La
solution aux difficultés est a rechercher du
coté d'un apprentissage fondé sur 'activite de
I'éléeve pu celui-ei construil ses propres
SHVOIrS.

I’enseignant doit proposer un choix varié
d'activités favorisant un comportement de
recherche. la mise en @uvre de conjectures
el suscitant ainsi le rasonnement tout en
évitant un formalisme excessif dans la for-
mulation, 1l doit aussi admettre que les
erreurs des éleves sont normales dans le
processus d'apprentissage, qu'elles doivent
done étre banalisées et que leur prise de
conscience permetlra 4 'éleve le franchisse-
ment dobstacles ¢t par conséquent d'évo-
luer dans son développement cognitil,
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ANNEXE 2 : le réle de la figure pour les éléves
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