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ECLAIRAGES HISTORIQUES POUR
L'ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE

De nombreuses réformes ont ponctué
I'enseignement des mathématiques des
trente dernieres années, et plus particulie-
rement en analyse. Ces réformes ten-
taient, apparemment en vain, de concilier
deux impératifs : un impératif de rigueur,
propre a tout enseignement des mathéma-
tiques, et un impératif pédagogique de
compréhension et de transmission du sens.
Mais lorsque ce sens concerne des notions
qui mettent en jeu l'infini (nombres irra-
tionnels, infiniment petits, infiniment
grands, limites, etc.) I'intuition, qui est le
support du sens, se heurte & des contradic-
tions et est incapable d’appréhender

Jean-Pierre FRIEDELMEYER
Irem de Strasbourg

d’emblée la richesse conceptuelle des
notions de ’analyse élaborées par des
générations de mathématiciens. La solu-
tion qui semble avoir été adoptée durant
ces derniéres années est un certain aban-
don du sens au profit de méthodes essen-
tiellement calculatoires qui préserve une
illusion de rigueur. Mais celle-ci n’est en
réalité conservée que dans des ilots disper-
sés qui empéchent toute perception globale
et structurée du sens, au profit de réegles
purement formelles. Une autre solution
est possible préservant a la fois le sens,
tout en structurant la pensée mathéma-
tique de I’éleve en un tout cohérent et
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rigoureux : elle consiste & situer les
mathématiques et leur enseignement dans
P’histoire. Alors le sens et la rigueur ne
sont plus absolus, contradictoires ou inac-
cessibles, mais se construisent en interac-
tion, en méme temps que se structure la
pensée de I'éleve, selon un processus dyna-
mique et vivant.

1 — Grandes variations
dans les programmes
d’analyse du lycée.

Si Ion parcourt les programmes d’ana-
lyse enseignés au lycée depuis 1945 on peut
distinguer assez nettement trois périodes.

1) Jusqu’en 1961 le mot analyse ne
figure pas dans un tel programme, bien
qu’il y ait des rubriques que nous plagons
aujourd’hui sous ce titre comme V'étude des
fonctions, de la dérivée, etc. Mais ces
rubriques sont placées dans le chapitre
Algebre-trigonométrie. Cette situation pro-
longe en fait celle qui régnait tout au long
du 19&me siécle et du 20&me sidcle d’'avant
la guerre dans les programmes et les
manuels scolaires, mémes supérieurs, ou
I’étude des fonctions, des séries numériques
etc. faisait partie des questions d’Algébre.

2) La période 1961-1985, par opposi-
tion a la précédente connait une grande
instabilité. Elle est marquée par la volonté
d’introduire un enseignement moderne de
I’analyse, bien séparé de l’algébre mais
visiblement avec beaucoup d’hésitations et
de tatonnements : par exemple pour les
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différents programmes de lere Scienti-
fique :

— En 1966 on introduit la notion de conti-
nuité et de limite en un point, ainsi que
celle de différentielle.

— En 1970 la différentielle devient “fonc-
tion linéaire tangente”.

— En 1982 ces notions sont remplacées par
celles de développements limités d’ordre 0
et 1.

En méme temps on introduit I’étude
des suites numériques et on insiste sur une
pratique de ’analyse par encadrements,
approximations ou inégalités.

3) depuis 1985 les instructions offi-
cielles se distinguent par deux caractéres :

a) une volonté affichée de stabilité, puisque
les programmes “conservent pour lessentiel
les objectifs des programmes mis en appli-
cation en 1983. Le bilan de trois années de
fonctionnement ayant montré la nécessité
de les infléchir.”

et un commentaire analogue en 1991 :

“les programmes qui suivent reprennent
pour lessentiel les objectifs et la substance
des programmes précédents.”

[N

b) 'insistance apportée a privilégier un
enseignement plus pratique, visant & “don-
ner un contenu intuitif et concret aux objets
mathématiques” et dans lequel “on dévelop-
pera une vision géométrique des problemes
notamment en analyse, car la géoméirie
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met au service de l'intuition et de l'imagina-
tion son langage et ses procédés de repré-
sentation”.

On trouvera dans l'encadré ci-dessous
quelques extraits des programmes de 1985
et 1991 mis en paralléle.

Le libellé : “limite d’une fonction en un
point” devient sous le titre langage des
limites :

“aprés observation des fonctions

h->h?,n=1,2,3 et h »>+h

au voisinage de 0, on dit que ces fonctions
admettent en 0 la limite 0.”

ECLAIRAGES HISTORIQUES POUR
L'ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE

Pour le Professeur de Premiére ou Ter-
minale qui essaye de préparer son cours,
tout ceci peut pour le moins, laisser per-
plexe. Comment par exemple donner du
sens a la notion d'intégrale telle qu’elle est
définie & gauche et faire le lien avec les
notions d’aire, de volume, etc. ?

Ensuite il peut s’étonner quune science
— lanalyse — dont les résultats et les mé-
thodes enseignés au lycée sont acquis
depuis au moins 150 ans et souvent bien
plus, subisse aujourd’hui encore d’impor-
tantes modifications dans les programmes
d’enseignement tous les cing ou dix ans. On
peut comprendre que lirruption des calcu-
latrices et des ordinateurs puisse modifier
certaines approches et faciliter les calculs

1985

1991

en Premiére

la notion de continuité est hors pro-
gramme

idem

mais quelques lignes auparavant :
“Comme en 2de, on mettra en valeur
lutilité du concept de fonction pour
létude des phénoménes continus”.

Calcul intégral en TC

“Etant donné une fonction f continue
sur un intervalle I et un couple (a,b)
de points de I, le nombre F(b) — F(a)
o F est une primitive de f, est indé-
pendant du choix de F. On lappelle
intégrale de a 4 b de f et on le note :

b

J fide”

a

idem

avec cet objectif : “Familiariser les
éléves avec quelques problémes rele-
vant du calcul intégral et qui, en
retour, donnent du sens a la notion
d’intégrale : calcul de grandeurs géo-
métriques (aires, volumes...) de gran-
deurs physiques (calcul de la distan-
ce parcourue connaissant la vitesse,
valeurs moyennes, valeur efficace...)”
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et les représentations. Je ne pense pas que
cela change les définitions des objets
mathématiques.

2 — Ces variations
révelent une contradiction

En fait je crois que toutes ces varia-
tions, hésitations, inflexions, manifestent
une contradiction fondamentale entre deux
impératifs aussi contraignant 'un que
Pautre et dont le révélateur est justement
Uinfini.

d’une part un impératif pédagogique.

Enseigner des notions qui parlent a
T’éleéve, qu’il puisse comprendre, imaginer,
qui stimulent son intuition et son imagina-
tion. On utilise alors des mots trés chargés
de sens intuitif comme “continu, limite,
infini, infiniment petit ou grand etc.” mais
trés éloignés de leur définition et de leur
traitement mathématique actuels.

Non seulement ces mots sont inca-
pables de rendre compte de la richesse et
de la finesse des concepts de I’analyse, mais
plus grave, l'intuition est incapable de les
appréhender, ou lorsqu’elle le fait, elle
tombe facilement sur des paradoxes, ou
conduit a des erreurs. Songez par exemple
aux réponses spontanées de vos éleves sur
ces limites classiques :

. 1\7
lim (1+ﬁ)

n —ee
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ou encore :

lim( 1+1+ +1
nae n+l n+2 77 n+n’’

C’est pourquoi B. Russell dira :

“Uintuition n’a rien a voir avec linfini-
ment petit”

et Bachelard :

“la rigueur ne peut donc provenir que
d’une correction radicale de Uintuition”.

Ensuite un impératif de rigueur

Or, qui dit mathématique, dit rigueur ;
d’oi1 le second impératif en contradiction
avec le premier : la nécessité d’'une présen-
tation précise et rigoureuse de définitions
et de théorémes mettant en jeu I’infini.
Cette présentation est la plupart du temps
trop difficile, trop abstraite pour la majori-
té des éleéves du lycée et ne peut donc é&tre
donnée telle quelle. Pour prendre un
exemple précis : I’éléve a une certaine
intuition du concept de vitesse instanta-
née ; mais s’il demande la définition mathé-
matique le professeur peut-il lui répondre
autre chose que ceci :

soit fit) la distance parcourue en km au
bout d’'un temps t. Alors, dire que a lins-
tant ty la vitesse est de 100km | h. signifie :

Ve>0,In>0,lt—tyl <m

1t) — Rto)

Py -100| <¢.
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La méconnaissance du premier impéra-
tif fit échouer les introductions prématu-
rées et formelles, sans préparation, des
notions de limite, de continuité, de différen-
tielle, etc., dans les année 60-70.

Au contraire sa prise en compte n’est
certainement pas étrangére aux inflexions
apportées depuis 1985. Mais cette prise de
conscience ne supprime pas la difficulté lide
au second impératif : la nécessité pour
toute activité mathématique d’étre précise
et rigoureuse. Comment sortir d’une telle
impasse ?

3 — La solution adoptée
aujourd’hui : P'abandon du sens.

Il me semble que la solution adoptée
aujourd’hui, c’est ’'abandon de toute défini-
tion et de toute démonstration impliquant
d’une fagon ou d’une autre ’infini en
mathématique. Cela commence au collége.
Dans les manuels des années 50-60 on
trouvait des démonstrations ou des
esquisses de démonstrations du théoréme
de Thalés ou de la formule de P'aire du rec-
tangle. Une fois ceci mis en place, on
démontrait des choses comme le fait que
y =ax + b est représenté par une droite et

.o -
en seconde que, si u et v sont deux vec-

teurs, alors A( U+ V)=A U +A V.

Je crois que vous auriez du mal
aujourd’hui 4 trouver de telles démonstra-
tions dans les livres de collége ou de lycée.
On ne dit méme plus : il faudrait démon-
trer que ou, on admettra que... Non, on af-
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firme : “Les nombres a, b, ¢ étant donnés
el ) g

Lensemble des points M(x,y) tels que
y=ax+b est une droite sécante ¢ Oy.

Lensemble des points M(x,y) tels que
x = ¢ est une droite paralléle @ Oy.

Pour tout

Au point qu’il vous arrive aujourd’hui
de devoir discuter pendant un bon moment
avec des jeunes collégues pour les
convaincre que ces propriétés élémentaires
nécessitent effectivement une démonstra-
tion et que celle-ci est difficile parce qu’elle
met en jeu linfini. Comment par exemple
démontrer la formule de ’aire d’un rec-
tangle, lorsque les cdtés sont incommensu-
rables ? Pour eux, elles sont devenues des
vérités innées et a fortiori elles le sont pour
les éléves. Or les programmes ne manquent
pas de répéter :

qu’il faut “Entrainer les éléves & la pra-
tique d’'une démarche scientifique, en
développant conjointement les capacités
d’expérimentation et de raisonnement,
d’imagination et d’analyse critique.”

En fait, 'analyse enseignée se limite &
la mise en place d’un certain nombre
d’outils uniquement calculatoires et gra-
phiques dont la vérité et la pertinence sont
toujours affirmées mais jamais démontrées,
jamais justifiées.

L’avantage de cette fagon de procéder
est qu’elle conserve l'illusion d’une certaine

115



ECLAIRAGES HISTORIQUES POUR
L'ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE

rigueur. On pose des objets avec leurs pro-
priétés : fonctions, vecteurs, points, droites,
etc. On demande d’admettre un certain
nombre de régles de calcul et de résultats a
leur sujet. Le travail de 1’éléve consiste
alors uniquement & bien appliquer ces
régles sans se poser la moindre question
sur le sens de ces objets et de ces régles.
L’ennui c’est que I’éléve ne sait plus recon-
nafitre dans les situations concrétes les
modéles mathématiques. Comment peut-il
faire le lien entre, par exemple

— un phénoméne exponentiel et la fonction
du méme nom?

— une aire, un moment d’inertie, une
valeur moyenne et 'intégrale telle qu’elle
lui a été présentée ?

Ainsi la contradiction entre I'intuition
de V’éléve et une gestion rigoureuse de I'infi-
ni est levée par ’'abandon du sens. Refuser
d’affronter I’infini étroitement impliqué
dans des questions comme le théoréme de
Thalés, les irrationnels, la notion de limite
etc., c’est refuser de se poser les questions :
qu’est ce qu'un nombre ? le continu ? une
droite ? une aire ? un volume ? Clest faire
des mathématiques une activité unique-
ment formelle o1 le calcul remplace le rai-
sonnement qui est articulation du sens.

Il y a une expression tout & fait signifi-
cative chez 1’éléve, qui refléte bien cet
abandon du sens : c’est I'expression “avoir
le droit de”. “On n’a pas le droit de diviser
par 0 ; a-t-on le droit de simplifier ? On a le
droit de dériver une série terme a terme
sous telle ou telle condition.”

Comme les objets mathématiques ne

sont pas régis par le sens mais uniquement
par des régles, I’éléve remplace trés natu-
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rellement une attitude de pensée, de discer-
nement du vrai et du faux, par une attitude
de respect par rapport a des régles qui sont
alors 'expression d’un certain droit au sens
juridique.

Pour le professeur, adopter cette attitu-
de juridique peut présenter des avantages :
s’exercant en termes de droit, elle reléve-
rait du “surveiller et punir”. Au contraire,
poser la question du sens met d’une-certai-
ne facon le professeur 4 égalité avec I’éléve,
vis & vis de quelque chose qui est extérieur
4 tous deux, indépendant de tous les deux :
le sens.

Au total, ’enseignement des mathé-
matiques me parait rester prisonnier d’un
schéma trop rigide, d’une vision trop sta-
tique de ce que sont les mathématiques ;
quelque chose comme la caricature de la
page ci-contre...

Dans un tel schéma, seule I’'Université
semble étre en mesure d’enseigner des ma-
thématiques qui, & la fois, ont un sens et
sont rigoureuses. Auparavant, ou bien ’on
est obligé de sacrifier la rigueur (particulié-
rement pour les questions qui mettent en
jeu Pinfini) ou bien 'on sacrifie le sens
(pour permettre un calcul rigoureux mais
qui du coup reste formel).

4 — Une autre solution :
assumer la contradiction
en situant les mathématiques
et leur enseignement
dans I’histoire.

Personnellement, je préfére voir les
mathématiques dans l’histoire, selon un
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XIXe siecle

| WEIERSTRASS

objets de
l'intuition
réponses Espace
Nombre

inventions
A

XXe siecle

HILBERT

BOURBAKI
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autre schéma, moins rigide, plus perturbé
certes, mais vivant et en mouvement,
comme celui de la page de gauche...

Dans ce schéma il y a d’abord un
donné, une réalité extérieure qui fournit
des objets & notre intuition : essentielle-
ment Pespace(?) et le nombre.

Ces objets suscitent des problémes,
par exemple ceux de la comparaison et de
la mesure des grandeurs. Ils soulévent des
questions, et quelquefois aménent 4 des
découvertes imprévues (par exemple la
découverte qu’il existe des grandeurs
incommensurables).

Ces problémes, ces questions trouvent
des réponses qui sont organisées &4 une
moment donné en une théorie mathéma-
tique. Celle-ci codifie le discours mathé-
matique et impose un modéle de rigueur,
par exemple le modele euclidien. L'ensei-
gnement joue souvent un réle important
dans cette organisation rigoureuse du
savoir, car I’enseignement a besoin de
poles de stabilité.

Il n’en demeure pas moins que ce
modele de rigueur ne répond pas i toutes
les questions, ne résoud pas tous les pro-
blemes.

Par ailleurs, il peut étre assailli par de
nouvelles questions, de nouveaux pro-
blémes, de nouvelles découvertes ou inven-
tions qui peuvent & un moment donné
déstabiliser complétement le modéle, au
point de nécessiter la construction d’un
nouveau modéle. Voici deux exemples.

(1) Ou plutdt objets spatiaux : I'objet "espace” est
tardif (le 17éme siécle avec la perspective et
la mécanique), et ce qu'on appelle "espace
euclidien” est une invention de ce méme
17éme siécle.
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Premier exemple : linvention du calcul infi-
nitésimal

L’invention du calcul infinitésimal au
17eme siécle développe des idées et des mé-
thodes extrémement efficaces, mais totale-
ment étrangéres, voire contradictoires au
modele euclidien. On peut s’en rendre
compte a la lecture de la question suivante,
posée en 1784 par I’Académie de Berlin,
pour un prix mis & concours :

“La classe de Mathématique propose
la question pour le Prix qui sera décer-
néen 1786.

L'utilité qu'on retire des Mathéma-
tiques, lestime qu’on a pour elles, et
Uhonorable dénomination de Sciences
exactes par excellence qu'on leur donne
a juste titre, sont dues & la clarté de
leurs principes, & la rigueur de leurs
démonstrations, et a la précision de
leurs théorémes.

Pour assurer & cette belle partie de
nos connaissances la continuation de
ces précieux avantages, on demande
une théorie claire et précise de ce
qu’on appelle Infini en Mathéma-
tique.

On sait que la haute Géométrie fait
un usage continuel des infiniment
grands et des infiniment petits. Cepen-
dant les Géométres, et méme les Ana-
lystes anciens, ont évité soigneusement
tout ce qui approche de linfini ; et de
grands Analystes modernes avouent
que les termes grandeur infinie sont
contradictoires.
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L’académie souhaite donc qu’on
explique comment on a déduit tant de
théorémes vrais d’une supposition
contradictoire, et qu’on indique un
principe sir, clair, en un mot vraiment
mathématique, propre & étre substitué a
UInfini, sans rendre trop difficiles, ou
trop longues, les recherches qu'on expé-
die par ce moyen. On exige que cette
matiére soit traitée avec toute la généra-
lité, et avec toute la rigueur, la clarté et
la simplicité possibles.”

Le 19&me siécle avec Cauchy, Abel, Bol-
zano, Weierstrall réussit & mettre en place
une telle théorie claire et précise.

Deuxiéme exemple : le modeéle de Weierstraf3

Mais le modele de Weierstrall fut inca-
pable d’empécher quelques décennies plus
tard apparition des paradoxes surgis de la
théorie des ensembles de Cantor. Presque
150 ans apreés la question de ’Académie de
Berlin, en 1925, Hilbert est amené a repo-
ser le méme probléme, en des termes dont
la similitude avec ceux du texte précédent
ne peut que nous frapper :

“Il faut admettre que la situation
dans laquelle nous nous trouvons pré-
sentement en regard des paradoxes ne
peut étre supportée plus longtemps.
Pensez donc, en mathématiques, ce
modele de certitude et de vérité, les for-
mations des concepts et les raisonne-
ments tels que tout un chacun les
enseigne, les apprend ou les applique,
conduisent ¢ des absurdités. Et ou
pourra-t-on trouver ailleurs certitude et
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vérité, si méme la pensée mathématique
est défaillante ?

Mais il existe un chemin totalement
satisfaisant pour échapper aux pa-
radoxes, sans trahir notre science. Les
points de vue pour trouver ce chemin et
les souhaits qui nous en indiquent la
direction sont ceux-ci :

1. Nous voulons scruter soigneuse-
ment la formation des concepts et les
raisonnements fertiles, si faibles que
soient les perspectives qu’ils nous
offrent, et les cultiver, les consolider, les
rendre efficaces. Du paradis que Cantor
a créé pour nous, nul ne doit pouvoir
nous chasser.

2. I est nécessaire de mettre en place
d’un bout & lUautre du raisonnement la
méme certitude que celle qui régne dans
la théorie ordinaire et élémentaire des
nombres de laquelle personne ne doute
et oz contradictions et paradoxes ne sur-
gissent qu’'a cause de notre inattention.

Ils ne nous est manifestement pos-
sible d’atteindre ce but que si nous réus-
sissons & éclaircir totalement “la natu-
re de Pinfini”” (Wesen des Unendli-
chen).

Comme vous pouvez le constater, a
chaque fois c’est 'infini, ce sont les ques-
tions posées par I'infini, qui sont & la base
méme de ’évolution des modeéles de
rigueur, des espaces de sens, qui sont le
moteur méme de lhistoire des mathéma-
tiques.

Insérer les mathématiques et leur
enseignement dans l’histoire c’est alors
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accepter l’'idée qu’il n’y a pas un modéle
absolu de rigueur, c’est comprendre que
celle-ci est solidaire d’un approfondisse-
ment du sens.

5 — Le point d’achoppement :
la liaison entre le continu
spatial et le continu numérique.

Cet infini est présent aussi bien dans
I’intuition de I’espace que dans celle du
nombre, mais une des évolutions princi-
pales qui se soit produite au cours de T’his-
toire porte sur la relation entre les deux,
sur l’idée que l’on se fait de la relation
entre géométrie et nombre. Les grecs dis-
tinguaient soigneusement les nombres des
grandeurs géométriques ; pour eux ce
n’étaient pas entités de méme nature. En
créant la géométrie analytique, en propo-
sant de repérer l’espace par des coordon-
nées numériques, Descartes a identifié le
continu spatial et le continu numérique.
C’est cette identification qui sous-tend
I'identification entre une droite et
I’ensemble des points d’équation y = ax + b.
C’est elle qui certainement peut justifier les
recommandations des programmes de
“développer une vision géométrique des pro-
blémes, notamment en analyse”.

Mais je ne suis pas siir qu’elle soit tou-
jours bien consciente et comprise, si jen
juge par certaines réflexions d’éléves ou
méme de professeurs stagiaires.

Ainsi, lors d’un récent stage, un col-
b ?
légue me demande : “étant donnés deux
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segments BD et BC, peut-on construire un
segment BE égal au produit BD.BC #”

de lui donne la solution qu’expose Des-
cartes au début de sa “Géométrie” et jus-

BE _BC
BD  BA’

BE = BD : BC si BA est pris pour unité
(figure 1).

tifiée par 1’égalité : d’ol

\
\

A D
Figure 1

o]

Mon collégue n’est pas satisfait : il vou-
drait une construction sans recours a une
unité, comme cela se fait avec la construc-
tion d’une longueur AD égale & YAB.AC
(figure 2).
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Je lui explique que cela n’est pas pos-
sible : dans le deuxigme cas, il s’agit de la
construction d'une moyenne proportionnel-

le AD, vérifiant AD = Ac qui ne dépend

nullement de 'unité de longueur choisie, et
qui a une existence géométrique indépen-
dante de toute mesure. Par contre dans le
premier exemple, il s’agit d’exprimer Daire
d’un rectangle, qui dépend forcément de
Punité de longueur choisie.

Ce type de questions révele bien une
mauvaise assimilation de cette identifica-
tion entre le géométrique et le numérique.
Cette identification s’est accompagnée
d’une perte de sens remplacé par un jeu
formel de calcul sur des lettres. Il n’en a
pas toujours été ainsi, et je voudrais mon-
trer dans quelles conditions le numérique
s’est imposé peu & peu et a supplanté le
géométrique dans I’analyse, jusqu’a oublier
totalement ses origines géométriques, par
exemple : dans le probléme générique de la
mesure des grandeurs.

6 — La rigueur comme correction
radicale de l'intuition.

Au 17&me et 18éme siécle I’analyse
c’est ’étude des grandeurs géométriques au
moyen de ’algébre. Voici la définition que
donne T’Encyclopédie Méthodique de Dide-
rot-D’Alembert du mot Analyse.

“Analyse est proprement la méthode de
résoudre les problemes mathématiques
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en les réduisant a des équations. L'ana-
lyse pour résoudre tous les problémes,
emploie le secours de ’Algébre ou calcul
des grandeurs en général : aussi ces
deux mots : Analyse-Algébre sont sou-
vent regardés comme synonymes.” (cela
rejoint le fait évoqué au début de cet
article sur la place de analyse incluse
dans ’Algébre jusqu’en 1961).

Mais alors que les géométres grecs
s’appuyaient sur 'intuition de l'espace phy-
sique, les savants du 17éme et 18&me siécle
s’appuyaient sur ce qu’ils appelaient les lois
de la nature, lois qu’ils cherchaient & déga-
ger et & décrire.

Ce qui par exemple fait la gloire d’un
Newton ce ne sont pas les résultats mathé-
matiques en tant que tels mais le fait qu’il
ait su donner “les principes mathématiques
de la philosophie naturelle”. Et, aussi pro-
fonde que peuvent étre leurs divergences
quant a la “Philosophie de la Nature”, New-
ton et Leibniz s’accordent pour penser
celle-ci dans le contexte théologique de la
Création.

Cette création est régie par des lois ou
principes immuables, que le savant
s’applique & découvrir. C’est donc la phy-
sique, (philosophie naturelle) qui pose les
questions clefs 4 1’analyse, particuliére-
ment & travers 'astronomie et la méca-
nique. Cest elle qui va déplacer 'objet des
recherches longtemps centrées sur la géo-
métrie, vers I’'analyse infinitésimale, c’est &
dire vers 1’étude des fonctions. Celle-ci va
rapidement prendre la place centrale de
Pactivité des géomeétres en faisant le lien
entre les trois aspects solidaires du phéno-
meéne physique.
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Premier aspect

— celle d’une relation réciproque entre
deux variables (ou groupes de variables)
qui légifére un phénomeéne donné, par
exemple le mouvement des plandtes. La
fonction exprime la loi de ce mouvement.
Ces fonctions sont forcément continues
— car “la nature ne fait pas de sauts”.

(Leibniz)

Deuxiéme aspect

— celle d’un lieu géométrique, c’est & dire
la courbe qui visualise la loi : c’est 1a loi qui
fait naitre (natura) la courbe.

Troisiéme aspect

—- le polyndéme éventuellement infini qui
permet le calcul des valeurs numériques de
la fonction.

Il y avait en effet un probléme a
résoudre : c’est que la plupart des lois
s’exprimaient par des fonctions échappant
a priori a algébre, et que Leibniz qualifie-
ra de transcendantes : fonction circulaires,
logarithmes, exponentielles... Comment cal-
culer ces fonctions avec les seules opéra-
tions dont dispose le calculateur : addition,
soustraction, multiplication, division,
extractions de racines, les seules pour les-
quelles il posséde un algorithme ?

Voici comment Newton résout ce pro-
bléme, en développant ce qu’il appelle une
Arithmétique universelle : 'idée principale
est la suivante :

— de méme que tous les nombres, qu’ils
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soient rationnels ou irrationnels peuvent
g’écrire uniquement a l’aide des nombres
entiers par leur développement décimal
(celui-ci pouvant étre fini ou infini). De
méme toute fonction peut s’écrire unique-
ment 4 Paide d'un polyndme généralisé en
une série (suite) de puissances de x (pas
nécessairement positives).

“Comme les fractions décimales ont
l’avantage de transformer en quelque
facon toutes les fractions ordinaires et
tous les radicaux en nombres entiers, de
sorte que lorsque ces fractions et ces
nombres sourds sont réduits en Déci-
males, ils peuvent étre traités comme
des Nombres entiers, de méme les suites
infinies ont lavantage de réduire a la
classe des quantités simples, toutes les
espéces de Termes compliqués, tels que
les fractions (...) les racines et d'autres
semblables.” (Newton, la méthode des
‘fluxions et des suites infinies).

L’exemple le plus typique en est la for-
mule du binéme de Newton justement qui
va bientdt devenir le pivot méme du nou-
veau calcul, dans la détermination des
séries nécessaires pour le calcul des fonc-
tions.

Et Leibniz s’émerveillera de ce que la
série :

=1-

ol =
N =
|
3| =
4+

T
4

substitue au désordre des décimales de =,
Pordre des termes de la série. Et qu’ainsi,
une série puisse rendre raison d’une réali-
té que l'on croyait irréductiblement “irra-
tionnelle”.
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Exemple : le développement de sinx en
série entiere par Euler.

En voici les étapes principales :

(cosz+V-1sinz) ® — (cosz—V-1sinz) ®

24-1

sin(nz) =

. n .
sin(nz) = I (cosz)n-1 sinz

3 n(n—1)(n-2)

-3( g1 3
19.3 (cosz)n-3(sinz)3 + ...

Soit z un infiniment petit,

alors sinz=1z et cosz=1.

Soit n un infiniment grand, tel que nz =v
soit fini,

alors :
inveyv_ D n-1 n-2 3 +
sinv = 15 "3 '3
. n-1 1 n-2 1
Mais 5n =9 et 3 — 3 , car n est
infiniment grand. Donc :
. v3 v5
sSInvV =V — ﬁ + ﬁ + ...

Par ailleurs, si P(x) est un polyndéme de
terme constant égal 4 1, alors l'opposé du
coefficient du terme linéaire est égal a la
somme des inverses des racines.

Par exemple (x - a)x-b)=0 ou:
x2-(a+b)x+ab=0

. 1 1 1
peut s’écrire : —~x2—(a+—)x+1=0.

ab b
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Or les racines de :

sinx x2 x4
- = - — 4+

X 6 120
sont:x=kmn,(ke Z*).

Posons x2 =u, les racines de

-4, v
- % *t 12~

sont : k272 | d’our :

Z 1 1 1 72
x=1 k2n2 ~ 6 ou k=1 k2 ~ 6

Des calculs de ce type, on en trouve des
centaines de pages chez Euler, pour qu'ils
ne faisaient pas 'ombre d’une doute (“c’est
clair comme le jour & midi” — aimait-il &
dire) et effectivement ils sont exacts. Pour-
quoi alors nous mettent-ils mal & V’aise?
Pourquoi les considérons nous comme non
rigoureux ? Ils sont soutenus par deux atti-
tudes : 1. une intuition trés sfire de l'infini,
2. une croyance trés forte en la puissance
du symbole.

Ce qui caractérise Euler comme ses
contemporains, c’est qu’il semble surtout
préoccupé de développer toutes les res-
sources de ce nouveau calcul, de multiplier
les découvertes et les résultats, plutét que
de passer son temps a en justifier les
méthodes. Bien plus, il est douteux qu’ils
auraient pu arriver a ces résultats, s’ils
avaient été contraints de les passer au
crible de nos critéres de rigueur. Par
ailleurs ces calculs manifestent une foi
extraordinaire en la puissance du symbolis-
me et & son caractére indubitable, et les
résultats nombreux qu’il fournissait, ne

‘pouvait que renforcer leur conviction. Clest

pourtant de ce c6té 12 que viendront les



REPERES - IREM . n°13 - octobre 1993

premiers problémes sérieux. Pour Euler
par exemple ’égalité

1 2 3 4

—— =1-x+x2-x3 +x% .. etc.
1+x
a un sens quelle que soit la valeur donnée a
X car écriture 1 — x + x2 — x3 + x4 ... ete.
n’est qu'une autre écriture de la fonction

1

1+x et:

“elle peut étre utilisée dans des opéra-
tions mathématiques comme équi-
valente & cette expression, méme pour
des valeurs de la variable pour
lesquelles la série diverge” [Euler ;
Opera Omnia : De Seriebus Divergenti-
busl.

Nicolas Bernoulli lui objectera bien que
la méme série pourrait découler du dévelop-
pement de deux fonctions différentes. Euler
ne le croit pas : “Bernoulli ne donne pas
d’exemples et je ne crois pas possible que la
méme série puisse venir de deux expressions
algébriques vraiment différentes.”

C’est Cauchy qui donnera les exemples

-1
lorsqu’il remarquera que les fonctions e X2

-1
ou e 802X ont un développement en série
de Mac Laurin réduit & zéro et que donc
-1
—x2 —x2 x2
par exemple e X" et e X + e ont le
méme développement en série convergente.

Mais d’autres raisons ont poussé les
mathématiciens a se préoccuper de la mise
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en place de nouveaux critéres de rigueur.

Tant que I’intuition était capable
d’appréhender de facon suffisamment sfire
les objets du calcul — comme cela apparait
nettement chez Euler — les risques
d’erreur étaient minimes, et de fait, il y a
étonnament peu d’erreurs de calcul au
18&me siécle. Mais les développements
méme de P’analyse conduisent les mathé-
maticiens a construire des objets de plus en
plus inaccessibles a l'intuition : fonctions de
variables complexes, de plusieurs variables.
Les nouvelles recherches en physique :
équation des cordes vibrantes, théorie de la
chaleur, aussi bien que les développements
liés & la dynamique interne des mathéma-
tiques vont inverser le point de vue. Au lieu
que la série découle d’une fonction, ce
seront de plus en plus fréquemment des
séries qui définiront les fonctions.

Par exemple, durant tout le 18éme
siécle des dizaines de démonstrations de la
formule du binéme se sont succédées sans
jamais convaincre. Pour en venir a bout il
faudra que 1’on inverse le probléme, en
considérant la fonction ¢ définie par la
série :

m m(m-1)
X

om)=1+ = x+

11 21 2+

Montrant que ¢ vérifie :

¢lm+m’) = ¢(m).p(m’},

Cauchy est amené a mettre en évidence
Timportance du concept de fonction conti-
nue. Cauchy, Abel et bien d’autres insiste-
rons sur la nécessité de ne placer la vérité
que dans la stricte égalité numérique et a
écarter les dérives auxquelles I'utilisation
inconsidérée du symbolisme peut entrainer.
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“Quant aux méthodes, jai cherché a
leur donner toute la rigueur qu'on exige
en géométrie, de maniére & ne jamais
recourir aux raisons tirées de la généra-
lité de l'algébre. Les raisons de cette
espéce, quoique assez communément
admises, surtout dans le passage des
séries convergentes aux séries diver-
gentes, et des quantités réelles aux
expressions imaginaires, ne peuvent
étre considérées ce me semble que
comme des inductions propres a faire
pressentir quelque fois la vérité, mais
s’accordent peu avec Uexactitude si van-
tée des sciences mathématiques.” [Cau-
chy Analyse algébrique].

Il se limitera donc strictement aux éga-
lités entre quantités réelles. Mais cette éga-
lité numérique stricte portant sur des
séries donc des sommes infinies, seul un
calcul par inégalités pouvait la justifier.
L’égalité entre des nombres inaccessibles
est remplacées par ’équivalence suivante
de 'analyse :

“X =Y sietseulement si
Ve>0,|X-Yl<e”.

Weierstrafl reformulera toutes les défi-
nitions de ’analyse au moyen de séquences
dutype:”Ve>0,30.. etc. ”. Ce faisant,
il ouvre la porte a toute une série de
monstres mathématiques, totalement cou-
pés de Yintuition comme :

— fonctions continues sur un intervalle,
nulle part dérivables,

— fonctions continues mais non monotones
sur aucune intervalle.

Mais quel est encore le sens d’une
phrase comme :
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“la fonction :

fx) = Eo b" cos(a® 7x)

1 .
avec b = 5 et a =19 est partout continue,

4

nulle part dérivable 2”

Y-a-t-il autre chose qu’une conformité
formelle & des relations numériques du

type :

Vxpe R,Ve>0,In>0,1x-x5] <7
= [fx) - fxg)| <&
et

¥xge R,VAe R,3e;>0,vn>0, Ix—x5l<n

=>]M-]|>gl ’
X=Xy

Pourquoi trouvons nous cet exemple
paradoxal ? Parce qu’il est coupé de l'intui-
tion géométrique. Il n’a plus qu'un sens for-
mel numérique, sans aucune représenta-
tion a lintuition.

Ce qui fait dire & Hilbert que bien que
Weierstrall ait ainsi réalisé un fondement
remarquablement rigoureux du calcul infi-
nitésimal, il n’en a pas pour autant clos la
discussion sur les fondements de 1’analyse :

“La raison en est que la signification
de l'infini pour les mathématiciens
n’est pas encore éclaircie totalement.
Certes linfiniment petit et Uinfiniment
grand sont éliminés dans lanalyse de
Weierstraf3, dans la mesure ol ces
expressions sont ramenées & des rela-
tions entre grandeurs numériques infi-
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nies qui définissent les réels, et plus
loin encore dans le concept méme du
systéme des réels, lequel est ainsi congu
comme un ensemble existant de fagon
achevée et compléte.

Les formules du raisonnement
logique, dans lesquelles s’exprime cette
conception : notamment lorsqu’on
s’occupe par exemple de tous les réels
ayant une certaine propriété, ou qu’il
existe un réel ayant une certaine pro-
priété, ces formules sont utilisées sans
restriction, et continuellement appli-
quées.”

Cependant, si le formalisme coupe
Pintuition de son support géométrique, il
n’en permet pas moins un enrichissement
de cette intuition &4 un autre niveau, et par
cela méme, un enrichissement et un appro-
fondissement du sens. Pensez a la richesse
du continu numérique réel aujourd’hui, par
rapport 4 ce qu’il était encore au 18eéme
siécle. Il ne s’agit pas de condamner le for-
malisme, il s’agit seulement de situer son
opportunité et sa pertinence dans un degré
donné de Penseignement.

7 — En conclusion

Le neeud des difficultés pour enseigne-
ment de I’analyse est d’abord dans une
contradiction : celle d'une analyse qui gére
uniquement le continu numérique, alors
que lintuition de I’éléve s’appuie d’abord et
longtemps sur la perception d’'un continu
géométrique. I1 me semble que c’est une
erreur pédagogique de notre enseignement
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de ne plus explorer autre chose que le
continu numérique, en court-circuitant
Pexploration du contenu géométrique et
spatial, présent dans les formules de mesu-
re des grandeurs, ou dans le théoréme de
Thales.

Si I'on veut effectivement donner un
contenu intuitif et concret aux objets
mathématiques, si 'on veut développer une
vision géométrique des problémes, notam-
ment en analyse, est-il judicieux de faire
Téconomie de ’exploration du continu spa-
tial ? N’est ce pas lui qui donne sens et réa-
lité aux irrationnels ? N’est-ce pas la mesu-
re des grandeurs qui, peu & peu, a construit
les réels ?

Ce rapide survol de quelques épisodes
de Phistoire de I’analyse du 17éme siécle
jusqu’au début du 20&me siécle nous
montre assez combien les raisons internes
aux mathématiques qui ont fagonné la
rigueur exigée en analyse, dépassent de
trés loin les questions que ’on peut exposer
a nos lycéens, et je crois qu’il est important
pour un professeur d’en étre conscient. Cela
ne résout évidemment pas le probléme posé
par les questions : que faut-il enseigner,
comment faut-il enseigner, sachant I'impor-
tance des calculatrices et des ordinateurs ?

Du moins lintroduction d’une perspec-
tive historique dans ’enseignement des
mathématiques nous permettrait :

— de voir fonctionner des espaces de sens
plus proches de intuition de 1’éléve, tout
en étant percus comme rigoureux,

— de ménager des étapes dans la construc-

tion des concepts et des outils fondamen-
taux de I’analyse,
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— de comprendre la relativité des notions
de sens et de rigueur, ainsi que leur ca-
ractére solidaire. Cest ce qu’écrit Hermite
4 son ami Mittag-Leffler :

plique. C’est un fait d’expérience abso-
lument certain, que lerreur a été bien
souvent plus utile que des vérités par-
faites, pour la marche de lesprit et le

“Je crois (...) qu’il ne serait point
sans péril d’exposer d'emblée a des com-
mengants ces mathématiques nouvelles,
si incontestablement meilleures et plus
rigoureuses que les anciennes. Mon sen-
timent est qu'il faut d'abord préparer a
ces nouvelles théories, et suivre
lUancienne route, en montrant soit des
erreurs, soit des insuffisances des
démonstrations restées longtemps
inapercues, et annongant que d'autres
méthodes les feront disparaitre. Et la
raison est que quelque chose du déve-
loppement historique de la science doit
se trouver dans lenseignement. Je m’ex-
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progrés de la science. N'a -t-on pas été
bien heureux jusqu’ici d’avoir cru é tort,
que toute fonction continue admet une
dérivée, que toute équation différentielle
admet une solution, et plus ancienne-
ment que toute fonction est dévelop-
pable par la formule de Mac Laurin ?
J'en tire peut-étre en me trompant, la
conclusion que Uappareil si complexe de
la rigueur moderne, et le caractére abs-
trait qu’elle revét, peut n’étre ab-
solument pas profitable pour des com-
mengants, ou du moins qu’il est utile de
reléguer a la fin, en le réservant pour le
couronnement de Uédifice, cette rigueur,
qui n’est point toujours suffisamment
instructive.”
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