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Le texte de cet article est issu d’'un exposé a
la réunion élargie de la commission inter-Irem
“Analyse” (Nice, Mai 1991).

La commission inter-Irem “Analyse” a,
par ses travaux, influé sensiblement sur les
changements intervenus ces dix derniéres
années dans 'enseignement de ’analyse au
lycée. Dix ans aprés la parution du Bulletin
inter-Irem : “Enseignement de ’Analyse”, &
un moment ol les programmes sont une
fois de plus remaniés, il n’est peut-étre pas
inutile de s’interroger sur la fagon dont les
idées clefs qui ont sous-tendu la réforme de
1982 se sont traduites dans les pro-
grammes successifs et dans la réalité de
Tenseignement.

J’ai choisi comme fil conducteur pour
conduire cette réflexion la notion de “fonc-
tion de référence”, y voyant une création
didactique qui a servi en quelque sorte
d’embléme aux changements introduits.

I — ’ENSEIGNEMENT DE L’ANALY-
SE : UN ENSEIGNEMENT QUI POSE
DES DIFFICULTES BIEN CONNUES

Il n’est pas question de résumer ici ce
que nous ont appris les recherches nom-
breuses qui se sont développées ces dix der-
niéres années tant en France qu’a I’étran-
ger sur la didactique de P’analyse et je ren-
voie sur ce point le lecteur aux textes cités
en référence, notamment & ouvrage de
synthése réalisé par le groupe “Advanced
Mathematical Thinking” du groupe inter-
national “Psychology of Mathematical Edu-
cation”. Je me bornerai & souligner
quelques points qui me semblent particulie-
rement importants par rapport & la
reflexion développée ici :

115



ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE
ET FONCTIONS DE REFERENCE

L’analyse est un domaine dont les
objets de base (nombres réels, suites, fonc-
tions) et les notions de base sont des objets
complexes. En ce qui concerne les objets,
c’est indéniable pour suites et fonctions.
Pour les nombres réels, cette complexité
peut sembler moins évidente : nos éléves ne
manipulent-ils pas des décimaux et frac-
tions depuis I’école élémentaire, des irra-
tionnels depuis le collége ? Ce serait oublier
que ce ne sont pas les propriétés algé-
briques de R qui sont au centre de l'analy-
se mais la complétude de ’ensemble des
nombres réels.

Ainsi, lorsque s’engage I'enseignement
de T’analyse, le concept de fonction est
chez les éléves en cours de constitution : la
fonction est encore percue essentiellement
comme Un processus, non comme un objet
en soi, élément de classes plus ou moins
générales qui conditionnent son traite-
ment en résolution de problémes ; le
champ de référence des éléves est trés
limité ; les réels fonctionnent comme des

objets préconstruits et la complétude de R
ne sera d’ailleurs pas explicitée avant
Puniversité.

La notion de base de 'analyse pour la
structuration actuelle du champ est la
notion de limite. On sait bien que sa
conceptualisation nécessite le franchisse-
ment d’un certain nombre d’obstacles et ne
peut s’envisager que dans le long terme.

Il y a 14 donc une premiére source de
difficultés incontournables pour Penseigne-
ment.

L’analyse est aussi un domaine auquel

on ne peut accéder qu’en consommant, en
un certain sens, une rupture avec les
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modes de fonctionnement induits par la
pratique algébrique. Essayons de préciser
ce point. L’approximation est au coeur des
grands problémes de ’analyse : approxima-
tion de nombres, de fonctions ... Elle est
aussi au cceur des méthodes et techniques
du champ. “Majorer, minorer, approcher”,
comme l’affirme Dieudonné, sont ici les
techniques de base et ce fait engendre une
rupture cognitive.

Prenons un exemple simple souvent
cité par M.Legrand (cf. références). En
algébre, pour montrer que deux quantités
sont égales (nombres, fonctions, poly-
némes...), on va le plus souvent avancer par
une suite d’égalités en procédant par équi-
valence : on passera ainsi de

a=Db

a1=b1, aee ,a.i=bi

jusqu’a pouvoir identifier les deux termes.

Et méme si on fonctionne par inégali-
tés, on montrera que a <b et b<a par
un schéma analogue. Entrer dans le
champ de I’analyse, c’est comprendre que
cette démarche sera le plus souvent hors
de portée, que I’on va faire le détour de
montrer que, pour tout € >0, la—bl est
inférieur 4 £, et que ce détour va étre
payant. Plus tard, ce sera comprendre que
pour démontrer qu'une famille F; d’objets
posséde une propriété, on va le plus sou-
vent suivre un cheminement analogue :
démontrer la propriété pour une famille
F, plus simple convenablement choisie,
montrer que tout élément de la famille F,

peut étre approché d’aussi prés qu’on veut
par des éléments de Fy et que la propriété
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étudiée résiste au passage a la limite.
Entrer dans le champ de 'analyse, c’est
avoir compris que ’analyse est le domaine
de Papproximation et avoir identifié les
grands mécanismes généraux qui sous-
tendent le fonctionnement conceptuel et
technique de Yapproximation.

Il y a donc la rupture au sens oii, méme
si Panalyse a su se doter d’outils et tech-
niques de nature algébrique (calcul de déri-
vées, primitives...) efficaces, en continuité
certaine dans le fonctionnement qu’ils
impliquent avec celui que s’est progressive-
ment construit 1’éléve, il ne peut accéder
conceptuellement & ce domaine qu’en inté-
grant des modes de pensée, des pratiques,
elles, radicalement différentes. Ceci sera
d’autant plus difficile que I'idéologie usuelle
de T’enseignement conduit & minimiser les
ruptures pour présenter au contraire le
nouveau dans la stricte continuité de
I’ancien et & maintenir, pour faciliter la
négociation didactique, l'illusion que par
une succession de petits pas le nouveau est
nécessairement accessible.

On sait bien également que la maitrise
de ces techniques d’approximation résulte
d’un apprentissage qui ne peut s’inscrire
que dans le long terme : elle passe en par-
ticulier par la maitrise des régles de majo-
ration de produits et quotients, la gestion
de valeurs absolues avec la mobilité per-
manente requise entre le point de vue
inégalité et le point de vue distance, la
familiarisation avec les raisonnements par
condition suffisante et les contraintes
imposées par ce type de raisonnement :
accepter de perdre de 'information sur
I’expression a traiter pour la simplifier
judicieusement : suffisamment pour avan-
cer dans la résolution du probléme, suffi-
samment peu pour ne pas en sortir. Une
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telle familiarité ne se construit pas en
quelques situations voire en quelques
semaines, elle requiert du métier.

Enfin, il est bien connu, et nous n’insis-
terons pas sur ce point, que la manipula-
tion des définitions formelles en analyse est
difficile : elle font toutes intervenir (dans
leur version standard) des alternances de
quantificateurs, elles fonctionnent en sens
inverse des formulations spontanées des
éleves.

Comment P’enseignement, qu’il soit
secondaire ou supérieur (au niveau du
DEUG) gére-t-il cet ensemble de difficultés
et le long terme de P’apprentissage ? Quel
effet ceci a-t-il sur les apprentissages des
élaves ?

J’ai personnellement commencé & tra-
vailler sur ces questions il y a une dizaine
d’années dans le contexte d’une recherche
maths/physique sur I’enseignement des
procédures différentielles et intégrales au
niveau du DEUG (cf. références). A ce
niveau d’enseignement, les recherches
menées dans différents pays ont montré
des convergences de stratégies d’enseigne-
ment surprenantes : avec les étudiants
standard, la stratégie usuelle de I’enseigne-
ment consiste & peu prés partout & contour-
ner les problémes via une algébrisation
intensive de Panalyse. Précisons : I'ensei-
gnement dans les filieres mathématiques et
physique auxquelles nous nous intéressons
plus particuliérement ici est, au niveau
universitaire, un enseignement nécessaire-
ment formalisé et les définitions données
mettent en jeu de fagon incontournable le
registre de 'approximation, mais ce n’est
pas dans ce registre que fonctionne pour
Tessentiel 'enseignement. Ceci a d’ailleurs
conduit des chercheurs (D.Tall et S.Vinner,
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cf. références) a introduire au début des
années 80 deux notions distinctes : celle de
concept-image et celle de concept-definition
pour rendre compte des ruptures et incohé-
rences constatées dans les réponses d’étu-
diants qui, d’une part “connaissaient” les
définitions de notions mathématiques,
d’autre part n’utilisaient pas ces définitions
pour décider si tel ou tel objet mathéma-
tique en était ou non un exemple.

L’enseignement fonctionne en effet
dans le registre du calcul (d’ou d’ailleurs
P’expression “Calculus” utilisée dans de
nombreux pays, le terme d’analyse restant
réservé a des études plus avancées) : cal-
cul de limites, de dérivées, de primitives,
de développements limités, de solutions
d’équations différentielles, & 1’aide d’un
stock de théorémes relais qui, une fois
admis ou démontrés, permettent de se
limiter 4 un fonctionnement de type algé-
brique : théorémes sur les limites de
sommes, quotients, composées..., théo-
rémes assurant la stabilité de classes de
fonctions par certaines opérations (stabili-
té de la continuité par somme, produit...),
théorémes liant a des conditions pouvant
se traiter de facon algébrique le niveau de
régularité des objets manipulés (si f a des
dérivées partielles continues, elle est diffé-
rentiable, si f est de classe Cl, elle est
localement lipschitzienne...).

Ce qui précéde appelle quelques com-
mentaires pour éviter d’éventuelles incom-
préhensions. L'analyse est un domaine qui
imbrique des modes de pensée, des tech-
niques de natures trés différentes : le
registre algébrique, le registre de ’approxi-
mation, notamment, y fonctionnent profon-
dément imbriqués depuis plusieurs siécles.
Dés la fin du XVIIeme siécle, le registre
algébrique est présent via le développe-
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ment du calcul infinitésimal et ’on peut
trés bien comprendre 'enthousiasme qui a
pu s’emparer des mathématiciens de
T’époque a découvrir le champ des possibili-
tés ouvertes.par ce nouveau calcul. Citons &
ce propos le marquis de 'Hospital qui écrit
en 1696 dans la préface du premier traité
de calcul infinitésimal “Analyse des infini-
ment petits pour l'intelligence des lignes
courbes” :

“L’étendue de ce calcul est immense : il
convient tout aussi bien aux courbes
mécaniques qu'aux géométriques ; il est
indifférent aux signes radicaux et parfois
méme les utilise. Il s’étend & autant de
variables qu'on le souhaite. En outre, il
produit une infinité de découvertes sur-
prenantes...”

Mais ce qui advient du fait des pra-
tiques enseignantes de contournement et
est uniformément attesté par les
recherches, c’est que ce registre algébrique
tend pour les éléves a occuper I'espace
entier. Les choix opérés par I'enseignement
usuel, explicitement ou implicitement, per-
mettent ainsi la réussite sur un certain
nombre de téches scolaires soigneusement
calibrées, ils ne ménagent pas ce que l'on
est en droit d’attendre aussi de ’enseigne-
ment, entrée dans le champ de Vapproxi-
mation et sa maitrise progressive, a la fois
conceptuelle et technique.

Soulignons encore une fois que ce que
nous touchons 14 constitue un probléme
didactique et non un obstacle épistémolo-
gique. Il suffit d'ouvrir un ouvrage d’analy-
se infinitésimale du XVIIIéme siécle pour
se rendre compte du fait que ’algébrisation
y fonctionne comme un outil fondamental
et efficace, sans que ce soit au détriment du
champ de l'approximation. Ce registre est
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omniprésent du fait des problémes mémes
qui sous-tendent l'activité mathématique :
approximation de fonctions, résolution
d’équations différentielles, calcul de varia-
tions... et les mathématiciens sont experts
a la manipulation de ses techniques.

IO — L’EVOLUTION DES
PROGRAMMES DES LYCEES
A PARTIR DES ANNEES 1980

Il est intéressant dans ces conditions
de s’interroger sur les essais de rénovation
de 'enseignement de I'analyse qui se sont
développés au niveau du lycée en France
ces dix derniéres années et ont correspon-
du, au moins dans 'esprit de leurs promo-
teurs, a la volonté de construire un ensei-
gnement a la fois respectueux de I’épisté-
mologie du champ et accessible aux éléves
actuels.

Référons-nous par exemple & ’article
publié par D.Lazet et J.L.Ovaert dans le
Bulletin inter-Irem déja cité de 1981, sous
le titre : “Pour une nouvelle approche de
lUenseignement de l'analyse”. Aprés avoir
souligné I'importance de ’'analyse comme
secteur scientifique, il dénonce ce qui appa-
rait aux auteurs comme les défauts
majeurs de la situation d’alors :

— lintroduction des notions de base
sans problématique sous-jacente ou avec
une problématique trés élaborée mathéma-
tiquement mais “loin” de I’éléve,

— Pemploi trop précoce d’un langage
formalisé souvent hermétique,

ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE
ET FONCTIONS DE REFERENCE

— un enseignement trop centré sur le
discours du maitre,

— une construction linéaire des con-
cepts, non rapportée & la résolution de pro-
blémes,

— une prédominance trop grande du
qualitatif sur le quantitatif,

— un intérét trop précoce pour le
pathologique.

Les propositions de rénovation qui sont
faites consistent en particulier :

— & modifier les rapports entre théorie
et applications :

“il faut organiser l'enseignement de l'ana-
lyse autour de quelques grands problémes
conduisant a des situations riches et liées
aux autres disciplines”,

— & promouvoir une approche cons-
tructiviste de apprentissage :

“il faut amener U'éléve o agir, & construire
lui-méme son univers mathématique -
certes en toute modestie- mais au contact
des grands problémes des sciences mathé-
matiques”,

— & rééquilibrer le quantitatif et le
qualitatif :

“L’approfondissement de ces deux
aspects doit aller de pair — les activités
numériques, la recherche et 'exploita-
tion d’algorithmes sont pédagogique-
ment trés efficaces. Dans cette perspecti-
ve l'usage des calculatrices (et éventuel-
lement des microordinateurs) sera pré-
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cleux & plusieurs titres...”

— 2 théoriser le seul nécessaire, en
s’appuyant sur des niveaux de formalisa-
tion accessibles aux éléves, a ne pas théori-
ser pour le “plaisir”.

Dans ce texte, on voit apparaitre & plu-
sieurs reprises les fonctions et suites de
référence comme des objets privilégiés :

“Il est commode d’aborder l’étude des
suites ou des fonctions par des méthodes
quantitatives (comparaisons par majora-
tions a des suites ou fonctions de référence
pour l’étude des limites, inégalités lip-
schitziennes pour la continuité, inégalités

de la forme :
[fixg+h) — fixg) —ahl <klh|2

pour la dérivabilité... Puis, dans un
deuxiéme temps, des problémes sortant
du champ d’application de ces méthodes,
permettent de comprendre lintérét d'un
passage du quantitatif au qualitatif.”

“Les techniques de majorations, encadre-
ments, comparaisons & des suites ou des
fonctions de référence sont mises en jeu
dans la plupart des probléemes d’analyse,
léléve doit y étre entrainé par le biais de
ces problémes et non par des exercices for-
mels peu stimulants (“exercices de
style”).”

“En chemin, on aura fait fonctionner ou
motivé Uintroduction de concepts de l'ana-
lyse trés importants : majoration, déve-
loppements de fonctions & l'ordre 1, diffé-
rence entre le local et le global, suites de
référence, emploi de représentations gra-
phiques...”
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Ces fonctions et suites de référence ais-
sent en fait & deux niveaux :

— comme correspondant a des cas
simples et typiques dont I’étude quantitati-
ve doit précéder le passage au qualitatif qui
permet d’aborder des classes plus larges
d’objets ; soulignons que les rapports tradi-
tionnels dans Penseignement entre quanti-
tatif et qualitatif se trouvent ici inversés :
le quantitatif n’est pas subordonné au qua-
litatif, il en est le moteur :

“En analyse, le qualitatif ne peut en géné-
ral étre bien compris qu’d travers une
pratique suffisante du quantitatif”,

— comme un outil technique utilisé en
permanence dans la résolution de pro-
blémes (fonctions et suites de référence
étant ici & rapprocher des séries et inté-
grales de référence utilisées ensuite).

I1.1 — LA REFORME DE 1982
OU LA MISE EN PROGRAMME
DES IDEES DEVELOPPEES
AU SEIN DE LA COMMISSION

Les programmes de 1982 reflétent en
effet trés directement les conceptions pré-
sentées ci-dessus. Ceci se manifeste notam-
ment par:

— La place du registre de Papproxi-
mation, marquée dés la classe de seconde,
avant méme donc le début officiel de
I’enseignement de 'analyse. Cette place
s’affirme dans les themes de travail pro-
posés :
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“Thémes (a titre indicatif) :

1. Majoration, minoration d’une fonction
sur un intervalle.

2. Recherches de maxima, de minima,

associés a des problémes élémentaires
‘optimisation.

3. Taux de variation : encadrement de ce

taux ; inégalités du type :

Hy) —fx)l <MlIx -yl
pour tous x, y ; interprétation géomé-

»

mais également dans les commentaires :

“Il convient de consacrer de nombreuses
activités réparties sur toute l'année aux
concepts fondamentaux en analyse, de
majoration, minoration, encadrement...
Par ailleurs, ces activités de majoration
habituent l'éléve a la mise en forme de
conditions suffisantes.”

— L’'importance accordée a I’explora-
tion, notamment numérique, quantitative a
Taide de calculettes :

“Une grande facilité du calcul numérique
permet d’aborder de fagon nouvelle les
problémes d’approximation ; c’est lexpéri-
mentation qui associe (1+h)® et 1+ah
pour h petit, le raisonnement ensuite jus-
tifie le résultat et en indique les limites.”

— L'importance accordée a I’étude de
cas typiques simples en préalable & P'intro-
duction de définitions qualitatives géné-
rales.

C’est ainsi que la progression proposée
en premiére pour la limite en 0 d’'une fonc-
tion est la suivante :
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Exemples de fonctions vérifiant
[fix)] < Mlx!| au voisinage de 0 et vérifica-
tion pour des fonctions de ce type que
[fix)| peut étre rendu aussi petit que T'on
veut en imposant 4 x d’étre un intervalle
suffisamment petit de centre 0 ; puis exa-

men ‘de situations comme x — VIx| qui
échappent a ce cadre et incitent & un point
de vue plus qualitatif.

La stratégie préconisée est analogue
pour la dérivation : majorations de Vécart
de type M 1hl2 puis étude d’exemples du

type x —> xVIx| pour marquer “les limites
de ce procédé et aider a dégager la notion de
dérivabilité : fla+h) = fla) + Ah + h.e(h) o
la fonction € a pour limite O en 0.”

— Linversion de l’ordre “théorique” :
limites, continuité, dérivabilité, la continui-
té n’étant maintenant introduite qu’en ter-
minale. Cette inversion est justifiée par le
fait que la notion de dérivée, contrairement
a celle de continuité, fournit tout un éven-
tail d’applications intéressantes et pouvant
prendre sens méme si I'on ne dispose que
d’un champ de référence fonctionnel res-
treint.

— La limitation de la formalisation. Il
est par exemple précisé dans les commen-
taires du programme de premiére S :

“Létude des limites exige des définitions :
une seule, celle de la limite en 0, a besoin
d'étre explicitée en (g,N) ouen (gn);il
suffit ensuite sans manquer a la rigueur,
d’employer des majorations et de recourir
aux théorémes (admis) de stabilité. Enco-
re faut-il qu’é travers l'étude de nom-
breuses situations, on accéde progressive-
ment aux motivations de la définition en
() de la limite 0 ; on évitera l'emploi
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systématique de cette formulation au
niveau du cours comme & celui des
exercices.”

— Le rdle transversal joué par les
grands problémes de I’analyse via les
thémes.

Mais soulignons que les termes de
suites et fonctions de référence n’apparais-
sent pas explicitement dans le texte des
programmes.

I1.2 — LA REFORME DE 1985 OU
I’INVASION DES FONCTIONS
DE REFERENCE

La réforme suivante, en 1985, est pré-
sentée comme une réforme d’ajustement :

“Les programmes qui suivent conservent,
pour lessentiel, les objectifs et la sub-
stance des programmes mis en vigueur
en 1982 [...] On a eu le double souci de
tenir davantage compte des rythmes
d’acquisition des éléves et des difficultés
“(conceptuelles et techniques présentées
par certaines notions, et d'ouvrir les sec-
tions scientifiques & un plus grand
nombre d’éléves pour répondre d une
demande sans cesse accrue d’ingénieurs,
de techniciens, de chercheurs et d’ensei-
gnants.”

En revanche, en ce qui concerne fonc-
tions et suites de référence, on note un
changement notable : les premiéres fonc-
tions de référence sont explicitement intro-
duites dés la classe de seconde et étudiées
alors globalement. Elles servent d’appui
graphique au travail sur les inégalités algé-
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briques notamment. En premiére, ’objet
envahit I'espace puisque c’est a travers lui
que vont se formuler dorénavant les
notions de limites de fonctions et de suites,
dans un paragraphe qui s’intitule trés
modestement : “langage des limites” :

“Aprés observation des fonctions
h—>hn (n=1,2,3) ; h »vh,

au voisinage de 0, on dit que ces fonctions
admettent en 0 la limite 0. Lorsqu’on a
établi que, pour |h| assez petit :

lgh)-Ll <AlhIn,

ol n est un entier strictement positif, on
dit que g admet L pour limite au point 0,
ce qu'on note :

lim jy_s0 gh) =L .”

Les commentaires précisent d’autre
part que :

“L’objectif est une premiére prise de
contact avec les fonctions de référence et
leur mise en ceuvre sur quelques exemples
trés simples.”

Cette nouvelle formulation des pro-
grammes appelle quelques commentaires :

— On ne parle plus de “notion de limi-
te” mais de “langage des limites” comme si
T'on cherchait & gommer la conceptualisa-
tion amorcée. Ce changement d’intitulé
n’est pas sans rappeler celui qui au collége
a transformé “I’algébre” en “calcul littéral”,

— La convergence des suites de réfé-
rence vers 0 ou l'infini, la limite des fonc-
tions de référence en 0 sont officiellement
admises sur la base d’explorations & la cal-
culatrice, contrairement a ce qui se passait
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dans les programmes précédents ot I'explo-
ration préparait seulement les conjectures,

— La définition donnée est une défini-
tion par critére suffisant (soulignons que
dans sa version initiale, elle ne permet
méme pas d’étudier les limites de fonctions

directement dérivées de h — vh car cette
fonction, bien que de référence, a été
oubliée de la liste des conditions suffi-
santes). Elle ne permet donc pas d’identi-
fier comme tels des contre-exemples & la
convergence, fussent-ils aussi simples que :
n-o(-1)n.

— L’algébre des limites disparait du
programme de premiére. Le recours a
Papproximation est donc imposé et, du
point de vue technique, le théoréme des
gendarmes va devenir un instrument
essentiel.

Les programmes de terminale se
situent dans la continuité directe de ceux
de premiére.

I1.3 — LA REFORME DE 1990
OU LE REPLI DES FONCTIONS
DE REFERENCE

Il s’agit encore une fois d’'une réforme
d’ajustement. L’introduction des pro-

grammes de seconde le précise clairement ?-

“Le programme qui suit conserve pour
‘essentiel, les objectifs et la substance du
programme précédent [...]. Cependant, il
était nécessaire d’infléchir le programme
pour assurer une bonne continuité avec
les nouveaux programmes de collége (mis
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en vigueur en 1989-90 au niveau de la
classe de troisiéme), qui font davantage
appel @ lactivité des éléves et sont plus
tournés vers la résolution de problémes et
les applications”.

Ce méme chapeau se retrouve mutatis
mutandis dans l'introduction des pro-
grammes des classes de premiéres S et E,
terminales C, D, E oil ’on insiste par
ailleurs sur la volonté de poursuivre la
politique d’ouverture des sections scienti-
fiques.

En ce qui concerne V’analyse, cette
introduction précise :

“En analyse, le programme combine
l'étude des fonctions avec celle des suites
(cette derniére étant moins approfondie en
terminale D). Vu leur importance, les
interventions du calcul différentiel et inté-
gral sont largement exploitées ainsi que
les problémes numériques et les représen-
tations graphiques. La formulation
mathématique du concept de limite est
hors programme ; l'unique objectif est
d’acquérir une premiére idée de cette
notion et de la faire fonctionner sur
quelques exemples simples. l’étude des
suites a été allégée en premiére et en Ter-
minale D.”

L’esprit du programme demeure donc
le méme.

En revanche, les fonctions de référence
perdent le statut qu’elles avaient dans le
programme précédent. Les pseudo-défini-
tions des notions de convergence et de limi-
te des programmes précédents disparais-
sent et les commentaires précisent (par
exemple & propos des limites de fonctions)
en premiére :
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“Pour cette introduction, on s’appuiera
sur des expérimentations numériques et
graphiques portant notamment sur les
fonctions de référence ci-contre. Pour don-
ner une idée du cas général, on peut dire,
par exemple, que f(x) est supérieur a 10,

102, ..., 109, ..., 10P, dés que x est

assez grand.”

D’autre part, on réintroduit dés la pre-
miére les rudiments de ’algébre des
limites :

“Limite de la somme de deux fonctions,
du produit d’une fonction par une
constante, du produit de deux fonctions,
de linverse d’une fonction, du quotient de
deux fonctions.”

La majoration et la minoration par des
fonctions de référence ne sont donc plus le
passage technique obligé. Le chapeau du
paragraphe consacré aux fonctions précise
a ce sujet :

“Quelques régles concernant la comparai-
son et les opérations algébriques sur les
limites sont admises, leur signification
intuitive étant mise en valeur. Les tra-
vaux sur les limites se bornent a létude
de quelques situations oi des opérations
algébriques sur les fonctions de référence
ou la comparaison ¢ celles-ci permettent
de conclure trés simplement.”

Il est difficile de lire cette modifica-
tion, pratiquement la seule introduite,
autrement que comme un désaveu au
moins partiel du processus de transposi-
tion didactique qui s’était développé
autour de ’objet “fonction de référence” et
la marque de la volonté de la noosphére de
profiter de 'adaptation nécessaire des pro-
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grammes pour infléchir ce processus
transpositif, sans changer pour autant les
options essentielles. Pourquoi ce désaveu
partiel 2 Comment ont vécu les fonctions
de référence dans la réalité du systéme
d’enseignement ? Quels dysfonctionne-
ments leur ont été associés ? J’aimerais
dans la derniére partie de ce texte esquis-
ser quelques hypothéses a partir du témoi-
gnage d’animateurs Irem et de la consul-
tation de quelques manuels.

III — LES SUITES ET FONCTIONS
DE REFERENCE DANS LE
SYSTEME D’)ENSEIGNEMENT

I11.1 - PEXPERIENCE DES ANIMA-
TEURS DU GROUPE “ANALYSE”
DE L'IREM PARIS 7 ()

Ces animateurs, membres de la com-
mission inter-Irem analyse, ont bien slr
dés le début joué la carte des nouveaux pro-
grammes et d’ailleurs organisé des stages
de formation a ces nouveaux programmes.
Leur expérience nous est ici tout & fait pré-
cieuse. Or elle met clairement en évidence
a la fois I'intérét des suites et fonctions de
référence dans une premiére approche de
Panalyse et la difficile viabilité des choix
effectués dans le programme de 1985.

Décrivons trés schématiquement les
stratégies d’enseignement initialement
mises en ceuvre par ces enseignants et leur
évolution dans le temps. Aprés le premier

(1) Il s'agit de Chantal Jeulin, Roger Proteau et Danielle
Spérandio que je remercie trés chaleureusement pour
I'aide qu'ils m'ont apportée a la préparation de I'expo-
sé a la commission inter-lrem.
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contact global pris avec les fonctions de
référence en seconde, on en venait a un
regard local en premiére. Cette approche
locale des fonctions de référence, d’abord au
voisinage de 0, s’effectuait dans les classes
des animateurs, conformément au pro-
gramme, a la fois dans le cadre graphique
et dans le cadre numérique. Elle permettait
la formulation de conjectures ensuite
admises. Les limites des fonctions de réfé-
rence étant alors disponibles, on faisait
comparer a ces fonctions de référence des
fonctions simples :

X — x.sin(1/x),
x—Vl+x -1 ,

une fonction du type :

X
Vx+1-1 "~

représentant une complexité maximum.

X —

Dans chaque cas, la calculatrice était
dans un premier temps utilisée pour
émettre des conjectures. Ceci ne pouvait
fonctionner économiquement que si les
éléves programmaient les fonctions corres-
pondantes (les animateurs Irem m’ont préci-
sé que leurs éléves ne manifestaient pas de
réticences vis & vis de la programmation
mais qu’en revanche ils avaient rencontré
souvent de telles réticences dans les stages
de formation d’enseignants). Dans un second
temps, il s’agissait de prouver les conjec-
tures en majorant ou minorant par des fonc-
tions de référence adéquatement choisies.

Considérons par exemple I’expression

X

citée plus haut 1 ———
Vx+1-1

, pour X non

nul et supérieur strictement a -1.
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La calculatrice permet de conjecturer
que sa limite en 0 est 2. On calcule done
Texpression :

X
AX)= ——— -2
Vx+1-1

En multipliant et divisant le premier terme
par la quantité conjuguée de son dénomina-
teur, on se raméne a l’expression plus
simple :

B(x) = V1+x -1

et il s’agit de montrer que la limite de cette
expression en 0 est 0. Pour cela, on multi-
plie et divise une fois de plus par la quanti-
té conjuguée d’olr I'expression :

X

Cx)= ——m .
® Vx+1+1

Lorsque x est voisin de 0, le dénomina-
teur est voisin de 2, on va donc essayer
d’utiliser la fonction de référence : x — x et
montrer que la valeur absolue de ’expres-
sion est inférieure & Alxl pour un A judi-
cieusement choisi. On doit majorer un quo-
tient donc minorer le dénominateur, ce qui
ici s’avere facile puisqu’il est somme de
deux quantités positives, 'une ne conte-
nant pas X.

On arrive finalement & la majoration :
[Vi+x -1l < Ix|

qui garantit que la limite est 0 (3).

Le travail s’accompagnait nécessaire-
ment de la mise en place progressive de
techniques. Les principales semblent les
suivantes :

— apprendre a repérer les termes pré-
pondérants d’une expression,

(2) Cet exemple met bien en évidence la complication créée

par 'obligation de recours aux fonctions de référence car il
est clair que I'on a gagné mathématiqguement dés
que I'on est arrivé a 'expression Vi+x— 1. 125
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— apprendre & choisir une fonction de
référence raisonnable pour la comparaison,

— apprendre a différencier le traite-
ment & faire subir par numérateur et déno-
minateur d’une fraction pour la majorer
(resp. la minorer),

— apprendre & utiliser les valeurs
absolues et a privilégier le traitement de
quantités postives pour limiter les pro-
blémes posés par la non compatibilité des
inégalités avec produits et quotients,

— apprendre & coincer la variable dans
un intervalle judicieux autour de la valeur
considérée pour majorer, minorer mais
aussi éviter les zéros intempestifs de déno-
minateurs,

— apprendre a penser a multiplier par
la quantité conjuguée lorsqu’on travaille
avec des radicaux.

Bien siir, la mise en place de ces tech-
niques de base de 'approximation ne deve-
nait pas miraculeusement facile parce que
Ton travaillait avec des fonctions de réfé-
rence au lieu de travailler avec des ¢ et des
1 et les promoteurs de la réforme n’avaient
d’ailleurs a aucun moment cherché a véhi-
culer une pareille illusion. Techniquement,
les enseignants ont cependant constaté que
le travail avec les fonctions de référence
limitait la complexité des raisonnements
par condition suffisante puisque, lorsque la
majoration par une fonction de référence
était obtenue, on concluait directement,
alors que les formalisations antérieures
obligaient & remonter le raisonnement par
conditions suffisantes.

Par exemple, si ’on était arrivé & la
majoration : 1g(x) - 2| < A.x2, on concluait
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directement au lieu de terminer le raison-
nement de la fagon suivante : pour majorer
lg(x) - 21 par ¢, il suffit de majorer Ax2 par

.. £ .
g, donc de choisir x tel que x2 < % soit :

x| <\/_7EL

En revanche, ces mémes enseignants
souligneront qu’il fallait soigneusement
limiter la complexité des exercices (ce que
demandait d’ailleurs le programme) pour
que l'exigence de majoration par des fonc-
tions de référence, qui restreint les choix
possibles, ne devienne pas un carcan qui
contraint plus le travail d’approximation
qu’il ne le simplifie.

Méme en respectant ces conditions, il
semblait cependant difficile d’obtenir des
compétences un tant soit peu stables en
consacrant a ce travail moins d’une quin-
zaine d’heures, ce qu’ils feront les pre-
miéres années.

Mais il est clair & la lecture des pro-
grammes que ’enjeu de la notion de limite
en premiére n’est pas la notion de limite
elle-méme mais celle de dérivée et les pro-
blémes que la notion de dérivée permet de
résoudre. Et c’est ce qui va rendre la posi-
tion initalement adoptée intenable. En
effet, les enseignants constatent que
lorsque l'on aborde les dérivées, le contrat
didactique relatif aux calculs de limites et
fonctions de référence bascule. Eux-
mémes et leurs éléves ressentent la néces-
sité de s’autoriser des modes de fonction-
nement plus souples et un minimum
d’algébre des limites s’introduit presque
spontanément ; par exemple, si la limite
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de lexpression déja citée VI+x — 1 est a
calculer en 0, c’est maintenant en tant
qu’intermédiaire de calcul et dans ces
conditions, trés vite on abrége :

quand x tend vers 0, V1+x tend vers 1 car
l+x tend vers 1 et V1 =1 , donc la différen-
ce tend vers 0.

Ceci conduit les redoublants éventuels
a rassurer les éléves qui peinent, comme
c’est naturel, sur les premieéres justifica-
tions de cacluls de limites par des commen-
taires du type suivant :

“Ne vous en faites pas, ce n’est qu'un mau-
vais moment & passer, bientdt ¢a sera bien
plus simple, vous verrez.”

Illustrons ce basculement nécessaire
par un autre exemple simple :

Supposons que 1’'on approche la notion
de dérivée en étudiant ’évolution du volu-
me d’un cube d’aréte a :

Posons : V(a+h) = (a+h)3
V(a+h) — V(a) = 3a%?h + 3ah2 + h3

Une exploration & la calculatrice
montre que lorsque h est petit, le terme
prépondérant dans la variation de volume
est : 3a2h.

Interpréter ceci en termes de dérivées
revient a écrire que :

V(a+h) — V(a) = 3a2h + ho(h)

et & montrer que ¢(h) a pour limite 0 en 0.
Si P'on respecte le rituel des fonctions de
référence, il faut passer ici peu ou prou par
le cheminement suivant :
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¢(h) = 3ah + h2 = h(3a+h),

au voisinage de 0, 3a+h est borné, donc on
va pouvoir majorer par une expression de
la forme Alhl. En se limitant par exemple
a |hi<l, on obtient la majoration :

loth)t < [3a +11.1hl.

Ce rituel en fait ne peut survivre long-
temps : pour les éléves, il est évident que
@(h), somme de deux quantités de limite 0,
a aussi pour limite 0. Ils peuvent légitime-
ment se demander pourquoi face a de telles
évidences, il faudrait continuer & dévelop-
per tant d’ingéniosité calculatoire alors
que, dans le méme temps, leur cours de
mathématiques leur donne sans cesse
Pexemple de résultats bien moins évidents
admis sur la base de quelques explorations.
1l y a 14 comme une excroissance de rigueur
difficilement justiciable. Pour I’enseignant,
I’enjeu étant maintenant la notion de
dérivée et son exploitation dans des pro-
blémes consistants, ’économie produite par
un minimum d’algébre des limites s’impose.
Le contrat didactique est contraint d’évo-
luer en ce sens.

Mais cette évolution, en retour tend a
faire considérer comme une purge transi-
toire les justifications associées a I'utilisa-
tion stricte des fonctions de référence pré-
conisées qui ont précédé. D’ou les réflexions
de redoublants citées et, chez les ensei-
gnants, progressivement, une réticence a
consacrer autant de temps & des activités
délicates et qui ont si peu d’influence sur la
suite de I'enseignement.

Le systéme finit par se stabiliser trés
raisonnablement sur une utilisation plutét
exploratoire et heuristique des fonctions de
référence et la réintroduction dés la classe
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de premiére d’'un minimum d’algébre des
limites, fonctionnement que les nouveaux
programmes de 1990 ne feront qu’entériner.

HOLb — LES FONCTIONS ET
SUITES DE REFERENCE
DANS LES MANUELS

Le regard que nous avons jeté sur cer-
tains manuels largement répandus a d’une
part confirmé le changement de contrat
didactique provoqué par Pintroduction des
dérivées, chapitre que les programmes
n’ont jamais, soulignons-le, demandé de
traiter en se passant de toute algébre des
dérivées.

Nous reproduisons par exemple ci-
apres (cf. page suivante) les deux premiers
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exemples donnés dans le manuel Transma-
th de premiéres S et E relatif aux pro-
grammes de 1985, respectivement pour
illustrer la notion de limite en 0 et celle de
dérivée. La différence de traitement des
expressions se passe de tout commentaire.

Mais, la lecture des manuels attire
P’attention sur d’autres phénoménes contri-
buant & la non-viabilité des choix de 1985 :

Le décalage entre le travail exploratoire de
conjecture et le travail de justification :

La conscience de ce décalage s’est
imposée & moi a travers un exemple extra-
it du Dimath&me, caricatural certes mais
attirant d’autant plus l’attention.
L’exemple est celui que nous reproduisons
ci-dessous :

Etudier la limite de la suite z définie pour tout entier naturel n par :

_n=2
U= on+1
Idée intuitive
Pour de grandes valeurs de n

n—2 et n sont de méme ordre de grandeur;
2n+1 et 2n sont de méme ordre de grandeur.

. n
L’ordre de grandeur du quotient est donc n

%. On confirme ceci facilement

3 la calculatrice- qui pour n=10'%, par exemple, néglige —2 et 1.

Mise en forme

Vérifions que la limite de u est %; pour cela formons u, —%

1 n-2 1 2n—4 2n+1

-5

Un 3= om+1 2 2@2n+1) 202n+1) 22n+D)

|n—2__1__ 5
2n+1 2| 2@2n+1)

Or 2n+1>2n donc !

1
2n+1 2n

Nous en déduisons lim u =%.

1
<— et {u,—=|<—.
¢ ,"" zl 4
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Exemple 2 : f est la fonction h — A3+ hRZ2+1.

On a tout lieu de penser que si b est proche de 0, alors k3 et h? le sont aussi, donc que
f(h) est proche de 1. D’oli la conjecture : f a pour limite 1 en 0.
Pour le montrer, écrivons que  f(h)—1=h*+ hZ=h%h +1).
Ainsi, pour tout réel k,

ftky=1] = [R*h +1)| = |a?| [R +1].
Pour arriver 4 une écriture du type : [f(k)—1|<A|k?|, il suffit de trouver un réel A et un
intervalle I de centre 0 tel que pour tout k de I on ait |k +1|<A.
Choisissons par exemple I=]—1; I[; h +1 est alors dans ]0; 2[ et donc : lh +ll <2.
Donc, pour tout réel h tel que lhl <1, on a:

[fh)-1]<2|r?|

et d’aprés I'affirmation du paragraphe a. (cas ou A =2 et n=2):

f a pour limite 1 en 0 et lim(h —> R3+AR%2+1)=1.
°

Commentaires

. 1
e Sur le choix de I’intervalle I : on aurait tout aussi bien pu choisir 4 dans ]_Z: Z[ par exemple

et majorer alors [k +1| par g; d’ou : pour tout réel h tel que lhlsj}., on a If(h)—llsg |R2]. Ce

qui permet aussi de conclure que f a pour limite 1 en 0.

o Autre fagon de majorer |f(h)—1| : on a [f(h)—1|=]h®+E?|; or |RS+h2|<|R3|+ |h2].

De plus, pour tout réel k tel que |h|<1, on 2 |k®|<|k| et |RZ|=<|R], d'ou : |h®+h2|<2|k]|. D'od
finalement :

pour tout réel h tel que |h]=<1, on a |f(R)—1|=<2]|h].

Exemple 2

La fonction f définie sur R* par x —— = est-elle dérivable en un réel a #0?
x

Pour h #0, on peut écrire :
1 1
fla+h)—f@) a+h a -1 -1
gth)= h - h =(a+h)a=a‘2+ah'
Lorsque h est proche de zéro, il en est de méme de ah donc a®+ah est proche de a2

. .. 1 . ..
De plus, a®#0; la fonction g a pour limite ——; en zéro, donc f est dérivable en a, de
z .

1

nombre dérivé égal 3 ——;.
a
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Dans ce cas précis, ce que donne a voir
Pexploration, c’est que 'expression donnée
d’abord décroissante devient croissante
pour n > 10, semble tendre vers +eo
quand n tend vers oo, en se comportant a
peu prés comme n2.

La justification proposée ne s’appuie en
rien sur ceci : @ la logique des fonctions
de référence comme outil exploratoire
permettant de reconnaitre et caractéri-
ser des types de comportement, s’oppose
dans la seconde phase une autre
logique, celle des fonctions de référen-
ce, instrument de majoration et de
minoration.

Une justification s’appuyant sur
Pexploration conduirait naturellement a
essayer de mettre en évidence le terme pré-
pondérant identifié. Pour I'expression don-
née, ceci passe par la mise en facteur de ce
terme (pour une expression additive, la
simple comparaison & n2 aurait permis de
conclure).

On arrive ainsi & écriture :

La quantité entre parenthéses est une
somme de trois termes, I’un constant, les
deux autres étant des suites de référence de
limite 0. Si 'on dispose d’un minimum
d’algébre des limites, la justification s’achéve
sans probléme et respecte la démarche de
Texploration. S'il faut & tout prix majorer par
une fonction de référence, le travail tech-
nique est loin d’étre terminé et il y aura rup-
ture nécessaire avec le travail d’exploration.

Or, rien dans les manuels ne signale a

T’éléve cette rupture (le manuel cité parle par
exemple de “mise en forme” de I'exploration

130

REPERES - IREM . n°11 - avril 1993

numérique). Et le fait que méme si on trouve
une croissance en n2 | on n’a pas forcément

intérét & chercher une minoration en An2 ,
que le plus souvent on pourra se rabattre par
exemple sur une minoration en An plus
accessible techniquement, n’est bien str pas
mentionné. Tout est fait en effet pour que,
dans cette premiére familiarisation avec “le
langage des limites”, tout semble nature],
intuitif, méme ce qui ne V'est en rien.

On peut raisonnablement faire ’hypo-
thése que cette rupture non assumée est
source de difficultés et contribue a la dis-
qualification des méthodes de justification
associées dés quun autre fonctionnement
devient légitime.

Le statut des énoncés :

La lecture des manuels correspondant
aux programmes de 1985 attire également
inévitablement l’attention sur une autre
difficulté liée aux programmes actuels :
Pambiguité du statut des énoncés, la diffi-
culté qu’il y a a gérer, en particulier au
niveau de 1’écrit, ’absence de définition des
notions introduites. Nous illustrerons notre
propos par deux exemples de manuels : le
Dimathéme (cf. page ci-contre), édité par
Didier, le Transmaths, édité par Nathan.

Le manuel Dimathéme commence le
paragraphe de cours sur les limites de suites
discrétement baptisé “Information” par :

“Dans le chapitre précédent, nous nous
sommes surtout intéressés aux premiers
termes d’une suite. Nous cherchons ici a
étudier le comportement des termes ¢ partir
d’un certain rang ny cest-a-dire les termes

d’indice supérieur ¢ ng Nous ne donnons

aucune définition, mais nous proposons une
approche intuitive qui pourrait recevoir une
mise en forme rigoureuse.”
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«La suite u a pour limite += (ou u, tend vers +x) quand n tend vers
+o » signifie que :
. ‘ N .4 .
\wtrement dit : pour A queicon- pour un réel donné A quelconque, tous les termes & partir d'un certain
Jue donné, il n'y a qu'un nom- rane py sont supérieurs a A.
e fini de termes inférieurs a A |
car leur rang est inférieur a ). -
3 oo "._:--."‘-- .
>/ N tous les termes
-d"indice supérieur
ane
A Y XX
iy
quelques
termes it
1 K n.
Fig. 6
- Nous notons lim u,=+= ou lim u =+,
B n—- 4o
Exemples :
> :
s [T P .
)
3 ; [T ———————d !
: I
L] . H
Ii [1ry) Sy— . |
. : |
i . |
T - |
|
u.=n !
Fig. 7 P i
Fig. 8 i
n =n
u a pour limite +, v, =(=1)"n : gema'rque:
. P , .. our la suite v, la propriété est
Soit A donné. : . v n'a pas pour limite +eo. * vraie, quel que soit le nombre A
Prenons n,, un entier naturel Supé- Prenons A =0. donne.

reur 3 A :
A partir de n,, tous les termes de
u sont supérieurs a A.

Nous posons lim n=+=x=,

-+

Pour la suite v, une valeur de A

Les termes de rang impair de la Ir 13 s
suffit (ici A=0).

suite (donc une Infinité) sont
inférieurs a 0.
si na=A, pour A donne, a partir
d'un’certain rang n,, on a aussi

W.=A (pour tout n supérieur a
No).
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Suit un paragraphe pudiquement bap-
tisé “Présentation” qui fournit une défini-
tion en bonne et due forme en langage
naturel de la convergence vers +e , une
définition qui n’est cependant pas reconnue
comme telle.

On démontre ensuite, en utilisant cette
définition que les suites de référence
usuelles nP (p=1,2,3), Vn ont pour
limite +e , mais ces démonstrations ne
sont pas reconnues comme telles et
conclues par : “Ceci nous améne & poser”,
“Nous dirons que”. Et les résultats corres-
pondants n’ont pas le statut de théorémes
mais de régles.

Le manuel Transmath commence le
chapitre sur les limites intitulé lui aussi
trés modestement : “L’idée de limite” par :

“Dans le langage courant le mot limite a de
multiples significations : le sens mathéma-
tique est bien particulier et il est préférable,
au début, d’éviter des rapprochements avec
les sens usuels.

Dans ce chapitre, nous expliquons, a travers
des exemples, la signification de lexpres-
sion “la fonction [ a pour limite | au point
0” ; conformément au programme, nous
nous en tiendrons la évitant l'étude comple-
te de la notion de limite d’une fonction.
L'essentiel de ce chapitre se situe donc dans
Uétude de ces exemples, aussi ne retrouve-t-
on pas les rubriques habituelles.”

Il est difficile de ne pas ressentir un
malaise & la lecture de ces quelques
lignes. On se réfugie derriére les pro-
grammes pour expliquer qu’on en reste au
niveau d’exemples, qu’il n’y aura pas un
cours dans les formes usuelles, en laissant
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croire que la seule autre alternative serait
Pétude compléte de la notion, et ce niveau
d’exemples intuitifs doit, semble-t-il, suffi-
re & marquer la différence entre le sens
mathématique et les sens usuels de la
limite...

La suite confirme cette impression. Le
paragraphe de cours qui suit les activités
préliminiares commence par un para-
graphe intitulé : “Sens de I'expression "la
fonction f a pour limite zéro au point zéro
(ou en zéro)"”. (cf. haut de la page ci-contre)

On peut légitimement se demander oi1
est la naiveté ici, surtout lorsque 1’on dit
préciser cette naiveté, & la page suivante,
en la paraphrasant de fagon réductrice (cf.
bas de la page ci-contre).

Soulignons que dans ce cours, si 'on
trouve quelques énoncés encadrés comme
celui cité ci-dessus, aucun n’a de statut
explicitement marqué.

Ces deux manuels mettent aussi en
évidence une autre conséquence de 'absen-
ce de définition : la difficulté liée & I'impos-
sibilité de gérer correctement les contre-
exemples.

Ainsi, le Dimathéme propose, juste
aprés la définition-présentation de la
convergence vers +e deux exemples :
u,=n et u,=(-1)"n et exploite la défini-
tion pour démontrer que la premiére
converge vers +oo et l'autre non (cf. cita-
tion antérieure). Mais le lecteur ne trouve-
ra pas d’autres exemples dans le cours et
un seul dans les exercices : u, =(-1)?, pour
lequel la solution proposée sera sans autre
commentaire :

“pas de limite u;=1 ou u,=-17".
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D’un point de vue naif ou imagé, dire que la fonction f a pour limite zéro en zéro signifie
que f(h) est proche de zéro pour tout réel h suffisamment proche de zéro (et bien siir dans
I’ensemble de définition de f).

Mais ce langage imagé manque de précision; en effet, que signifie par exemple «le réel
f(h) est proche de zéro» si 'on ne donne pas d’autre renseignement?

‘Nous n’expliciterons pas davantage en théorie; nous allons illustrer plutét par des exemples.

Exemple 1 : la fonction carré f: h —> hZ.

Nous savons que pour tout réel k tel que lhl <lona: 1
0<h?<|h| soit O<f(h)<|h|. 0 B ||

Ces inégalités s’interprétent intuitivement, ainsi: si b est

proche de zéro (IhI aussi) alors f(h) est encore plus proche

de zéro.

Plus précisément, ces inégalités prouvent que I’on peut avoir f(h) aussi proche de

zéro que ’on veut, pour tout h suffisamment petit.

Par exemple, si I'on veut avoir :

' 0<h?=<10™* —+ ; =t

14 2 |p -4
il suffit de choisir h tel que |A|<107% 10 0 & [kl 10
En effet, on a alors : 0<h®<|h|<107%
De méme, pour avoir 0<<h?®<107%, il suffit de choisir h tel que [h| <1072
Remarquez que pour un technicien, 10~%* est un nombre extrémement petit, mais gqu'en
mathématique il n’est pas interdit de chercher a avoir R2<1071%°, ou A2<107%%, ...
La propriété : on peut avoir f(h) aussi proche de zéro que I'on veut, pour tout réel h
suffisamment petit, se traduit par : la fonction f a pour limite zéro en zéro, et se note :

B

limf=0 ou lim(h — h%®=0.
° )

Naivement, la fonction f a pour limite ¢ en zéro signifie que f(h) est proche de ¢ pour tout
réel h suffisamment proche de zéro. Or dire que f(h) est proche de ¢, c’est dire que f(h)— ¢
est proche de zéro. Autrement dit, «la fonction f a pour limite ¢ en zéro» signifie que
f(k)— € est proche de zéro pour tout réel h suffisamment proche de zéro (et bien siir dans
Iensemble de définition de f).

De fagon plus précise :

¢ est un réel et D est I’ensemble de définition d’une fonction I
Si I’on peut trouver un réel strictement positif A et un naturel non nul »,
tels que pour tout réel h assez proche de zéro (et dans D), on ait :

[f(h)—¢|<A|h™| ou |f(h)—¢|<AV]H]

alors on dit que f a pour limite ¢ en zéro.
On note alors :

lim f=¢ ou lim(h > f(h))={’.
0 0
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Le Transmath inclut dans le cours un
exemple de fonction qui n’a pas de limite
(exemple qui sera réutilisé dans le chapitre
sur les dérivées) (cf. ci-dessous). Mais bien
sdr, comme dans le manuel précédent, la
condition suffisante du cours ne permettant
pas de prouver la non-convergence, on voit
apparaitre un énoncé écrit en gras, au sta-
tut indéterminé, qui vient & point nommé
justifier I’'absence de limite.

Je me suis limitée ici a citer deux
manuels largement utilisés. Le lecteur
n’aura aucune difficulté a retrouver des
illustrations analogues dans d’autres
ouvrages car les exemples cités ne témoi-
gnent pas de I’'incompétence de leurs
auteurs. Ils sont simplement révélateurs de
Pexistence de difficultés incontournables.
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Ce que nous donnent & voir en effet ces
exemples, c’est la difficulté qu’il y a & gérer
un enseignement de ce type, qui se veut
simple familiarisation, ou 'on s’interdit
explicitement de définir ce dont on parle,
mais ol I'on veut que dans le méme temps
la présentation du savoir ne soit pas pure-
ment culturelle mais vise une opérationali-
té des connaissances. Le cours, ou ce qui en
tient lieu, devient un ensemble ol les énon-
cés sont sans statut. La frontiére entre ce
qui est admis et ce qui est démontré n’est
pas conditionnée par des critéres de diffi-
cultés réelles, clairement explicités, la fron-
tiére entre ce qui est reconnu comme précis
ou non, comme mathématique ou non,
semble & I’ceil non averti relever de la pure
fantaisie et, comble pour des mathéma-
tiques, des démonstrations réelles effec-

en zéro

a. Fonction f: h +— %

L’ensemble de définition de f est R*.
On voit que 'on peut écrire :
f(h)=£=l pour h>0

f(h)=_Th=—l pour h <0.

a—1).

2.3. Exemples de fonctions qui n’ont pas de limite

f ne peut pas avoir de limite en zéro, car les valeurs de f(h) pour les réels h
proches de zéro, ne restent pas proches d’un SEUL réel /.

En effet, si h est proche de 0 et strictement positif, on a f(h) proche de 1 (en fait égal a
1); mais si h est proche de 0 et strictement négatif, on a f(h) proche de —1 (en fait égal
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tuées n’osent plus s’affirmer en tant que
telles.

On ne peut rester insensible a ce pro-
bléme. Comment ne pas se demander, en
effet, dans quelle mesure cet enseigne-
ment de familiarisation ne s’effectue pas
au détriment de la construction de la
rationalité mathématique dans laquelle
est engagé 1’éléeve ? Comment ne pas se
demander ce que peut apprendre un ensei-
gnement qui ne se donne pas les armes
nécessaires pour s’engager dans le jeu des
preuves et réfutations ?

Comment ne pas se demander quel
sera le prix a payer pour arriver a s’enga-
ger ultérieurement dans d’autres pra-
tiques ?

Il est bien évident que ce n’est pas le
simple retour & un statut plus raisonnable
des fonctions de référence qu’entérine le
programme de 1990 qui peut apporter a lui
seul une réponse a ces questions.

IV — CONCLUSION

La réforme de 1982 a voulu rendre
Penseignement de I’analyse a la fois plus
satisfaisant épistémologiquement et plus
respectueux des processus d’apprentissage
des éleves. 1l s’agissait de fonder enseigne-
ment sur la résolution de problémes riches
et significatifs, d’initier progressivement
les éléves au champ de 'approximation, de
repenser les rapports entre quantitatif et
qualitatif, ceci tout en limitant la formali-
sation au strict nécessaire. Les fonctions et
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suites de référence ont été des emblémes
du changement souhaité. Elles permet-
taient de mettre l’'accent sur le quantitatif
et de le faire vivre grace aux calculatrices
en préalable & un qualitatif plus général,
elles pouvaient guider des pratiques
d’exploration, de formulation de conjec-
tures, fondamentales pour les concepteurs
de la réforme, elles se prétaient particulié-
rement bien a l'intégration souhaitée des
moyens technologiques nouveaux, elles
fournissaient des exemples simples mais
typiques pour aider & la structuration des
connaissances ().

Ces atouts, convenablement exploités,
vont leur permettre progressivement de
dépasser ce statut de simple référent,
d’outils d’exploration et classification pour
devenir la cheville ouvriére du travail
d’approximation et grignoter le terrain lais-
sé libre par une formalisation désavouée.
En 1985, Pinvasion est achevée et entérinée
par les programmes. C’est par rapport aux
suites et fonctions de référence que sont
formulées les pseudo-définitions de limites
qui remplacent les quelques définitions qui
avaient résisté au changement de program-
me précédent. Exit aussi 1’algébre des
limites qui permettait de les contourner
partiellement. Mais, & trop envahir l’espa-
ce, 'objet a dépassé ses limites : outil bien
adapté a Pexploration, a la classification, il
est pesant, inefficace, s’il doit assumer & lui
seul tout le travail justificatif. Pour les
suites et fonctions de référence, le déclin
est dés lors inévitable et prévisible.

(3) La recherche menée par A.Deledicq et ses col-
légues de I'lrem de Paris 7 (cf. références) visant a
exploiter pour les débuts de I'enseigement. de
'analyse les possibilités offertes par I'analyse non-
standard peut étre vue comme une autre tentative
pour trouver face & ces questions un équilibre
satisfaisant.
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Le strict respect de la lettre du pro-
gramme produit dans les classes des phéno-
ménes aberrants qui alertent 'Inspection,
les pionners, persuadés de l'intérét de ces
objets, prennent la liberté nécessaire avec
les programmes pour les faire vivre de
facon raisonnable dans les classes. Les pro-
grammes de 1990 entérineront en rédui-
sant espace et pouvoir des fonctions de
référence. Leur statut actuel leur permet-
tra-t-il de survivre dans le systéme d’ensei-
gnement ? Rien n’est moins sir. Certes, ce
sont des objets intéressants et utiles, mais
est-ce suffisant ? Un rapide amalgame avec
les séries et intégrales de référence pour-
rait laisser penser que oui. Ce serait
oublier que séries et intégrales de référence
fournissent des critéres efficaces, quasi-
ment algébrisés pour traiter bon nombre
d’exercices classiques, ce qui n’est pas le
cas des fonctions de référence au niveau ot
elles sont utilisées.

La théorie de la transposition didac-
tique nous apprend par exemple que,
pour qu’une notion puisse vivre dans
I’enseignement, nécessairement doit se
constituer autour d’elle un ensemble
d’exercices de complexité réglable per-
mettant de la faire fonctionner plus loca-
lement, de se familiariser avec elle, de
s’entrainer 4 la rendre opérationnelle.
Elle ne doit pas &tre non plus une notion
isolée mais avoir des champs de reprise
possibles dans divers domaines. Enfin, il
faut aussi que les contrats didactiques
qui permettent de la gérer soient compa-
tibles avec ceux qui permettent de gérer
les notions en relation avec elle. Toutes
ces conditions ne sont pas forcément aisé-
ment réalisables pour les fonctions et
suites de référence.
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Nous avons choisi d’étudier ici I'évolu-
tion de Penseignement de ’analyse au
lycée, sur ces dix derniéres années, a tra-
vers celle des suites et fonctions de référen-
ce. Mais il est clair, &4 nos yeux, que ce que
nous apprend cette histoire déborde large-
ment le seul cadre des fonctions de référen-
ce. Le probléme auquel I'enseignement a &
faire face, dans ce domaine de ’analyse
comme dans bien d’autres, est celui de
Pimpossibilité d’enseigner directement des
savoirs sous leur forme définitive. Ce phé-
noméne n’est pas forcément directement
apparent : un enseignement qui propose
dés le lycée une approche formalisée de
P’analyse, méme s’il fonctionne de fait & un
tout autre niveau, peut un temps au moins
faire illusion. La réforme du début des
années 1980 se fonde sur la prise de
conscience de ce probléme et des consé-
quences néfastes des choix précédemment
effectués, 1’évolution de la population sco-
laire permettant de moins en moins
d’entretenir Iillusion.

Cette réforme a voulu fonder une
approche de P'analyse & la fois respec-
tueuse de I’épistémologie du champ et
adaptée au fonctionnement cognitif des
éléves concernés. Pour réussir, elle devait
forcer le changement dans les points de
vue et les pratiques. Elle I’a fait classi-
quement c’est & dire en introduisant dans
les programmes des modifications, des
ruptures suffisamment fortes pour empé-
cher une simple assimilation du nouveau
a I’ancien. C’était, sans aucun doute
nécessaire, mais il est évident aussi que
la reflexion sur la fagon dont le systeme
était susceptible de s’adapter aux trans-
formations proposées est restée, comme
d’habitude, trés superficielle.
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Ainsi, on s’est intéressé a trouver les
moyens de faire vivre dans ’enseignement
certains grands problémes au coeur du
champ de ’analyse, les moyens de construi-
re des activités susceptibles de problémati-
ser l'introduction des concepts fondamen-
taux. On a moins travaillé la question, sans
doute moins noble mais tout aussi cruciale,
de la familiarisation progressive avec les
techniques du champ, de ’équilibre néces-
saire & trouver dans ce domaine entre le
registre algébrique et le registre de
l'approximation, de 1’équilibre a trouver
aussi entre les aspects conceptuels et tech-
niques de 'apprentissage.

Ainsi, on a voulu, 2 juste titre, limiter
la formalisation mais on n’a pas suffisam-
ment réfléchi aux probléemes de rapport a
la vérité mathématique qui pouvaient
découler des choix effectués a ce niveau et
aux moyens de les gérer. Si le cours est
un ensemble de vérités admises sur la
base de quelques explorations ou confir-
mations pragmatiques, comment consti-
tuer chez I'éleve fortement la conviction
que le vrai mathématique ne souffre
aucun contre-exemple, que des exemples,
aussi nombreux et variés soient-ils, n’ont
jamais valeur de preuve pour un énoncé
universel.

Ces problémes, la France n’est pas la
seule a les rencontrer. Le travail mené par
exemple au congrés ICME 7 en 1992, au
sein du groupe : “Difficultés des étudiants
en analyse” (cf. références) montre bien que
tous les pays sont confrontés a des pro-
blémes analogues. Partout, on a renoncé a
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une premiére approche formalisée de I'ana-
lyse, partout on a pris conscience des
limites de ’approche essentiellement calcu-
latoire du “Calculus” classique, partout on
s’engage dans des approches visant 4 conci-
lier conceptualisation et apprentissages
techniques incluant une premiére phase ol
P’analyse fonctionne de fagon relativement
pré-construite avec des systémes de valida-
tion adaptés au niveau de conceptualisa-
tion. Partout, on prend aussi conscience,
une fois dépassés les premiers enthou-
siasmes, des difficultés que peuvent poser
ces nouvelles approches vis 4 vis d’appren-
tissages ultérieurs et de 'importance qui
est & accorder 4 une gestion attentive et
épistémologiquement satisfaisante du rap-
port au vrai en mathématiques.

Au dela méme du champ de Panalyse, cette
histoire nous rappelle que toute réforme
introduite dans le systéme d’enseignement
échappe & ses concepteurs pour mener une
vie conditionnée par des lois et contraintes
que nous connaissons encore mal mais qui
n’en existent pas pour autant. Ne pas vou-
loir prendre en compte ces dures réalités,
c’est s’exposer, avec les meilleures idées et
intentions du monde & proposer des
remédes qui risquent de s’avérer pires que
le mal initial. Tout en développant le maxi-
mum d’analyses préalables, vu notre
connaissance limitée du systéme, il est
impératif de préparer avec chaque réforme
la mise en place des systémes d’observation
et d’analyse qui permettront d’étudier le
fonctionnement réel du systéme et de le
réguler, autrement que par le systéme
usuel du balancier.
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