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ADVERTISSEMENT AU LISEUR *

Ainsi la voila, cette Analyse non-stan-
dard — ANS pour les intimes —, dont on
nous rebat les oreilles ! La voici qui
débarque dans les pages de Repéres, ou plu-
tot qui se glisse insidieusement entre deux
articles vantant les mérites de la méthode
ou de I’hypothése, ou traitant des contenus
ou des programmes. Qu’est-ce a dire ? Dans
une revue qui fleure bon l'institution ?

Serait-ce donc qu’elle pointerait le
bout de son nez dans I’enseignement
secondaire ? Serait-ce que I'on voudrait
nous acclimater avant quelque coup de
force mijoté dans le secret des cabinets
ministériels ou irémiques ? Sortez les
bases de filtre par la fenétre et c’est PANS
qui frappe a la porte ?

() Comme I'on disait au XVliiéme siécle, ol tout,
en somme, commenga.

Que nenni ! Repéres, comme son nom
Iindique, se fait seulement un point d’hon-
neur d’étre, aussi, le reflet des discussions
qui fleurissent dans les établissements,
dans les groupes de formation et de
recherche des Irems, tente de répondre aux
interrogations, ou pour le moins, de susci-
ter le débat, lorsqu’il est dans 1’air, et
s'impose tout simplement de faire le point
sur la mathématique en mouvement, méme
si elle n'est pas objet d’enseignement dans
les lycées et les colleges. Et aprés tout, les
Irems ont vocation a la formation, plus que
jamais méme, depuis la création des
Iufms ; ils sont d’ailleurs dotés d’une com-
mission sur ’enseignement des mathéma-
tiques & P'université. Place donc & quelques
pages bienvenues sur 'ANS.
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Le poéte Thoreau pronait le regard
oblique. Nul doute qu’un aper¢u sur 'ANS,
et sur ses implications didactiques, au
niveau ou elle peut &tre enseignée
aujourd’hui, ne soit éclairant pour qui doit
enseigner l’analyse classique — qu’il faudra
peut-étre maintenant qualifier de “stan-
dard” —. Nul doute qu’il sera bien accueilli
par qui veut comprendre les enjeux de
I’émergence d’'un nouvel avatar de la quéte
mathématicienne : car on n’en a jamais
vraiment fini avec I'infini, qui reste le
moteur de la création mathématique. Et ce
qui n’est pas le moins intéressant dans
cette histoire d’aujourd’hui, c’est que nos
non-standardistes — en mal de précurseurs
comme tout innovateur qui cherche a faire
sa place dans un milieu sceptique ou réti-
cent —, redécouvrent ceux qu’ils aime-
raient prendre pour leurs lointains ajeux,
les Leibniz et autres Fontenelle: c’est dire
si les amateurs d’histoire(s) y trouveront
aussi leur compte.
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Aussi, ne boudons pas notre plaisir : le
comité de rédaction, dans sa grande larges-
se, a choisi de nous informer en deux
temps, en distillant tout d’abord une syn-
thése permettant de se faire une idée sur ce
qu’est ’ANS : ce sont les pages qui suivent,
puis un article sur ’intérét que l’on peut en
retirer pour une réflexion sur I’enseigne-
ment de ’analyse (prévu pour le n°13) :
L’enseignement de la continuité et de la
dérivabilité en ANS, de Thérése Gilbert
(G.E.M. de Louvain-la-Neuve). Ce n’est pas
dans les habitudes de la revue que de pro-
poser des contenus mathématiques hors de
toute situation d’apprentissage ; mais il est
vite apparu qu’une information préalable
s’imposait pour préparer la lecture du
second article de Th. Gilbert. C’est donc
bien un dyptique sur PANS que Repéres
propose aujourd’hui & ses lecteurs. Que
ceux-ci affiitent leurs plumes : une analyse
peut en cacher une autre.

Jean-Pierre Le Goff,
pour le comité de rédaction de Repéres.
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QU'EST-CE QUE L'ANA-
LYSE NON-STANDARD ?

Thérése GILBERT
G.E.M. de Louvain-la -Neuve

Larticle suivant constitue une introduction a 'analyse non
standard (de Nelson). Il sera suivi d’'un autre article sur la
continuité et la dérivabilité en analyse non standard. Nous
espérons que cette série d’articles donnera aux lecteurs
I'envie de connaitre un peu plus ce domaine des mathéma-
tiques et leur permettra de voir I'analyse d’un oeil nouveau.
En effet, nous verrons que I'analyse non standard peut
nous éclairer sur certaines notions et certains théorémes
d’analyse classique.

C'est avec I'aimable auterisation du Comité de Rédaction de
la revue belge Mathématique et Pédagogie que cet article a
pu étre publié ici paraliélement a sa publication dans le n°89
de Mathématique et Pédagogie. Cette revue et Repeéres
IREM n'ont pas beaucoup de lecteurs communs.

L’analyse non standard est un domaine
des mathématiques dans lequel on légitime
Texistence des infiniment petits et des infi-
niment grands. En analyse non standard,
dire “si x est infiniment proche de a , fx)
est infiniment proche de fla)” n’est pas uni-
quement la formulation d’une intuition sur
la continuité dont on se débarrasse vite
pour s’exprimer ensuite plus rigoureuse-
ment. Cette expression a un sens précis et
est strictement rigoureuse une fois instal-
lées les bases de ’analyse non standard.

Mais T'utilisation des infiniment petits
en analyse ne date pas d’hier. Aux XVIIléme
et XVIIléme siécles, Leibniz et 'Hospital,

puis Euler, ont tenté d’en faire accepter
T'utilisation par les mathématiciens de leur
époque. Mais leur existence suscitait bien
des critiques. Une des difficultés surgissant
a leur emploi fut, comme le rappellent F. et
M. Diener, “relevée au début du XVIIIeme
siécle par G. Berkeley dans un pamphlet
célébre. Partant du principe que la somme
de deux infiniment petits est encore un infi-
niment petit, on ajoute & lui-méme un tel
nombre &, et on obtient 28, 38, ... N§ . Sur-
vient le moment ou la goutte fait déborder
le vase : si N§ est le dernier des infiniment
petits, le suivant N3 + 8 ne l’est plus, ce qui
est absurde puisqu’il est la somme de deux
infiniment petits.”[3]
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Les mathématiciens s’efforcérent donc
soit de légitimer, soit d’évacuer ces infini-
ment petits pour fonder I’analyse sur des
bases plus rigoureuses, ce & quoi Cauchy et
surtout Weierstrass parvinrent au XIXéme
siecle. La définition de la continuité en €,
8, par exemple, montre bien comment ils
furent évacués :

On dit que la fonction f de R dans R est
continue en x si :

Ve>0 35>0 Vye R
ly—x1<8 = Ify)—fla)l <e.

Puis coup de théatre lorsque A. Robin-
son, en 1961, présente ’analyse non stan-
dard, une nouvelle théorie ot 'usage des
infiniment petits trouve sa justification.
Depuis, une deuxiéme version de I'analyse
non standard est apparue. Elle fut intro-
duite par E. Nelson en 1977.

Mais comment a-t-on pu contourner
des paradoxes comme celui énoncé ci-des-
sus et fonder analyse non standard ? Peut-
on faire de I'analyse non standard et penser
en termes d’infiniment petits et d’infini-
ment grands sans devoir ranger son bon
sens au placard ? En quoi ’'analyse non
standard est-elle plus simple, plus intuitive
que P'analyse classique ? En quoi est-elle
plus compliquée, plus choquante ? Nous
tacherons de donner quelques éléments de
réponses & ces questions en présentant
I’analyse non standard de Nelson.

Nous donnerons d’abord quelques idées
et images mentales sur les nombres et
objets non standard (*) sans chercher a les
définir rigoureusement. Nous présenterons
ensuite les fondements de 1’analyse non
standard dans une deuxiéme section intitu-
lée “axiomatique IST de Nelson”. Le lecteur

(1) "Standard" est invariable.
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qui trouverait cette deuxiéme section trop
ardue pourra directement passer & la troi-
siéme, dans laquelle nous montrons sur des
exemples comment fonctionne en pratique
P’analyse non standard. Pour terminer,
nous reléverons quelques “faits choquants”
que Ton rencontre en faisant de I'analyse
non standard.

Avant de rentrer dans le vif du sujet,
merci & C. Hauchart, M. Henry, B. Jadin,
H. Lombardi et Nicolas Rouche qui ont
contribué a améliorer ce texte.

1 — Familiarisation avec
les objets non standard.

1.1. Les naturels.

L’ensemble N , 'addition, 1a multiplica-

tion dans N sont tels que nous les avons
toujours utilisés. Toutes les propriétés et
les régles de calcul restent inchangées.

Simplement, dans N , on distingue deux
sortes d’entiers :

— les standard ou (selon ’expression de G.
Reeb [2]) les naifs ;

— les non standard ou infiniment grands.

Pour faire comprendre ce que sont les
naifs, citons G. Reeb [2] :

“a) lentier O est décrété naif ;
b) si n € N a été décrété naif, alors n+l
sera décrété naif.

De plus, ne sont réputés naifs que les
entiers nantis de ce titre en vertu de a)

ou b).

Il est permis de raisonner en utilisant le
principe de récurrence.”
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Cette derniére affirmation signifie
ceci : si une propriété P est vraie pour 0 et
si, dés qu’elle est vraie pour le naif n, elle
Pest aussi pour n+1, alors P est vraie pour
tous les naifs.

Ces affirmations ne font pas partie des
axiomes servant a construire I’analyse non
standard ; néanmoins, elles sont vraies au
sens ol elles se déduisent de ces axiomes.
Nous les citons pour faire comprendre ce
qwest un naturel standard (ou naif).

Nous connaissons maintenant quelques
naifs : 0,1, 2, 3, ... 100 . D’autre part, on
peut prouver que la somme et le produit de
deux naifs sont naifs. De méme, la puissan-
ce d’'un naif par un naif est un naif. Done,

1010 | ... 101000 gont naifs.

Parlons maintenant des non naifs.
Que pouvons-nous en dire en nous basant
sur les affirmations de G. Reeb reprises ci-
dessus ?

Si w € N n’est pas naif et si n € N est

naif, alors ® > n . Et encore, si ® € N n’est
pas naif, alors @— 1 non plus.

1.2. Paradoxes.

A ce stade beaucoup auront déja envie
de s’écrier : “existe-t-il des naturels non
naifs ?”.

En effet, en appliquant le principe de
récurrence classique (celui qui concerne
Tensemble N ), on trouve :

Puisque O est naif et puisque pour tout
n € N , dés que n est naif, n+1 lest aussi,
on a que pour tout n € N , n est naif. Et

QU'EST-CE QUE L'ANA-
LYSE NON-STANDARD ?

P’on conclut qu’il n’y a pas de non naif dans

N et que “naif” signifie exactement “entier
naturel”.

On peut formuler la géne que nous ins-

pire Vexistence de non naifs dans N d’une
autre fagon :

Les naturels sont bien ordonnés. Ceci

signifie que toute partie non vide de N
admet un plus petit élément. Cette proprié-
té est vraie aussi en analyse non standard
puisque l'on n’a rien changé & ’ensemble
N. S’ existe des non naifs dans N,
I’ensemble de ces non naifs a un plus petit
élément ®. Donc ® — 1 n’est pas naif ; ce qui
contredit la propriété citée plus haut.

La “réponse” 4 ces paradoxes est la sui-
vante :

La propriété “étre naif” n’est pas une
propriété classique(®) (nous verrons plus
précisément ce que cela signifie dans la sec-
tion 2). Pour cette raison, elle ne répond
pas au principe de récurrence habituel por-

tant sur ’ensemble N. Le seul principe de
récurrence que l'on peut appliquer a cette
propriété est celui énoncé en 1.1 et qui
donne : puisque 0 est naif, et puisque pour
tout n naif, dés que n est naif, n+1 l'est
aussi, on a que pour tout n naif, n est naif';

ce qui n’est pas contradictoire.

D’autre part, comme “étre naif” n’est
pas une propriété classique, les entiers la

vérifiant ne forment pas une partie(®) de N
(ce point sera également expliqué dans la
section 2). Le fait de ne pas pouvoir former

(2) "classique” pourrait s'exprimer aussi par “traditionnelle” par
opposition & “non standard”.

Il faut prendre ici le mot partie non pas dans son sens intui-
1if, mais bien comme désignant un “ensemble” satisfaisant
4 la théorie des ensembles qui fonde fes mathématiques
(voir deuxiéme partie). On sait que certains “ensembles”
congus intuitivement (naivement) ne sont pas acceptables :
par exemple, 'ensemble de tous les ensembles. 01
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un ensemble & partir d'une propriété non
classique, comme “étre naif”, par exemple,
est la clef qui permet de contourner beau-
coup de paradoxes. Cela nous apparait un
peu comme un tour de passe-passe, mais
c’est le prix & payer pour faire de I’analyse
non standard.

1.3. Les réels.

De méme que pour 'ensemble N, pour

R, les réels, les opérations définies sur les
réels, leurs propriétés et tout ce quon avait
défini ou établi en analyse classique restent
inchangés. Ce qui change, c’est qu’on dis-
tingue dans R d’une part les réels stan-
dard, d’autre part les réels non standard
qui peuvent étre soit infiniment grands,
soit infiniment proches d’un réel standard
et, parmi ces derniers, les infiniment petits
(c’est-a-dire infiniment proches de 0). On
définit ces trois derniéres notions a partir
du mot “standard” :

Soiente, w,x,y € R ;ondit que

€ est infiniment petit (i.p) si V x € R*
standard, lel <lx |,

® est infiniment grand (1.g) si V x € R
standard, lo | > lx |,

x est infiniment proche de y (x = y) si

x -y esti.p.

Sur la droite réelle, on peut donc imagi-
ner des nombres standard, autour de cha-
cun d’eux un “halo” d’infiniment proches —
en particulier, autour de 0, le “halo” des
infiniment petits — et trés loin & gauche et
a droite, les infiniment grands.

102

REPERES - IREM . n°11 - avril 1993

1.4. Notation.

Nous réserverons les lettres £, o et B
pour les i.p et ® pour les i.g (et nous note-

TONS @ = o0 ).

Nous abrégerons les expressions :

[Vx x standard = F(x)] par:[vV5x F(x)],
et

[3x x standard /\ F(x)] par:[35x F(x)].

1.5. Quelques objets non standard.

Des nombres : V2 , e , 102 sont stan-
dard, par contre, 10@, V2 + ¢, -» sont non
standard.

Le terme “standard” s’applique aussi &
d’autres choses que les nombres. Par
exemple, des fonctions ou des ensembles
peuvent étre non standard parce qu’ils sont
définis & 1’aide de constantes explicitement
non standard. En voici quelques exemples.

Des fonctions : les fonctions réelles
définies par les expressions

f)=ox+1 ;g(x):m.sin%;

h(x) =-¢ six<0, h(x)=¢ six20;
sont non standard. On peut dire par
exemple que la “pente” de la droite repré-
sentant fest i.g, que VxR A(x) = 0, etc.

Des ensembles : [-€,¢], -2, 2+¢ [,
[0,w],{ne IneN } sont des ensembles
non standard. Ce sont néanmoins des
ensembles au sens classique (puisque ¢ et
o sont des réels), ce qui n'est pas le cas de
{(neN In est naif} comme nous l’'avons vu
plus haut.
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1.6. Les non standard et 'intuition.

Comment peut-on se représenter les
réels standard et non standard ? Laissons
A. Deledicq [5] nous donner son point de
vue. Peut-étre cela pourra-t-il nous éclairer
ne fiit-ce que fugitivement.

“Lorsque I'on commence a se familiari-
ser avec les objets non standard, une ques-
tion vient parfois nous effleurer : “Com-
ment ai-je pu jusqu’ici, faire fonctionner
une image mentale qui n'incluait pas 'exis-
tence de ces objets ?”. Ne pas envisager ou
méme nier leur “existence” n’est-ce pas en
effet I’expression d’un immense orgueil :
celui qui consisterait & croire que tout nous
est accessible. Or n’est-il pas “évident” qu’a
tout moment et quels que soient nos
moyens il existe quelque chose d’inacces-
sible ; quelque chose que nous ne pourrons
jamais atteindre, voir, sentir, ou méme
concevoir. [...]

Nous proposons donc de penser aux
nombres et aux objets standard comme a
des nombres ou objets dont nous avons vu
ou dont nous pourrions, un jour, voir une
réalisation. [...]

Nous proposons de penser aux objets
non standard comme a des objets dont
jamais personne nulle part n’a vu ou ne

pourra voir une réalisation.”

2 — L’axiomatique IST de Nelson.

Dans la premiére partie, nous nous
sommes familiarisés avec les notions “stan-
dard” et “non standard” sans souci de
rigueur. Nous allons maintenant présenter
les bases de I’analyse non standard. Mais
avant revenons aux mathématiques clas-
siques. Toutes les mathématiques clas-

QU'EST-CE QUE L'ANA-
LYSE NON-STANDARD ?

siques peuvent étre fondées & partir de
Taxiomatique ZFC (Zermelo-Fraenkel-Axio-
me du Choix) de la théorie des ensembles.
Dans cette théorie, tout n’est qu’ensemble.
Le nombre 0, par exemple, est défini
comme étant ’ensemble vide @, 1 est
I’ensemble {0} c’est-a-dire {@), 2 est
Pensemble {0,1} c’est-a-dire {@,{@}}, etc. Les
relations, les fonctions sont également des
ensembles.

L’axiomatique ZFC comprend neuf
axiomes. L’axiome de I’ensemble vide, par
exemple, s’énonce comme suit :

Jx Vy [-(yex)] .

Il assure l’existence d’'un ensemble tel
qu’aucun élément ne lui appartient. Citons
comme deuxiéme exemple I'axiome appelé
“schéma de substitution” :

Vzy, 29, ., 2q

[Vayy [Flxy 21,29, . ,2,) AN
Flxy’, 21,29, ., 2n)=2y=y"]
=>VuIvVy [yev o Ix [xeu /N
Fx,y, 21,29, ,2,)111],

il est plus difficile a4 “déchiffrer” (et nous
ne le ferons pas ici), mais une de ses
conséquences est trés souvent utilisée en
mathématiques élémentaires : étant
donné un ensemble E et une propriété P,
on peut former le sous-ensemble A com-
prenant les éléments de E vérifiant la
propriété P. On dit qu'on peut collectivi-
ser les éléments de E vérifiant P. On
note le sous-ensemble A, {x¢E | P(x)}. Par
exemple, & partir de N et de la propriété
“8tre pair”, on peut former I’ensemble
{xeN |x est pair}. La connaissance de cet
axiome facilitera la compréhension de
l’axiome de standardisation expliqué
plus loin.
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Pour former la théorie des ensembles
IST (Internal Set Theory) sur laquelle repo-
se toute ’'analyse non standard de Nelson,
on ajoute aux axiomes de la théorie des
ensembles ZFC, le prédicat (nouveau terme
primitif) “standard” et trois axiomes régis-
sant P'usage de ce prédicat : 'idéalisation,
la standardisation, le transfert.

2.1.’axiome d’idéalisation.

Cherchons encore a nous représenter

des non naifs de N. Ou plutét cherchons a
nous persuader de leur existence — pas au
sens formel du terme, mais plutét au sens
philosophique.

Prenons 10(101%) par exemple ; c’est
“trés grand”, mais c’est un naif. Mais on
peut voir qu’il existe des nombres “beau-
coup” plus grands : imaginons par exemple
le nombre s’écrivant dans la base 101010 3
l’aide d’un 1 suivi d’'une suite de 0 d’une
longueur de 1000 années lumiéres (& raison
d’un 0 tous les 3mm) ! Eh bien, c’est encore
un naif mais il y a une infinité de nombres
“immensément” plus grands que celui-la et
qu'on ne peut isoler par la pensée.

Ainsi, chaque fois que I'on pense & un
nombre, on est obligé d’admettre qu’il y a
une infinité de nombre encore plus grands.
Prendre comme principe qu’il y a des non

naifs dans N peut alors paraitre moins cho-
quant & certains. Ceux que ce “raisonne-
ment” ne convainc pas accepteront sans
doute I’existence des infiniment grands
aprés avoir lu la propriété suivante qui res-
semble fort au raisonnement ci-dessus,
mais qui découle directement de 'axiome
d’idéalisation : puisque toute partie finie
standard de N est majorée, il existe un
entier (nécessairement non standard) qui
majore tout les entiers standard.
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En fait, ’axiome d’idéalisation est
beaucoup plus général. Il dit, pour
reprendre la formulation de A. Deledicq et
M. Diener [5], que si, pour tout ensemble
standard fini A, il existe un x ol viennent
“concourrir” les liens avec tous les éléments
y de A, alors il existe un x “idéal” ot vien-
nent concourrir les liens avec tous les stan-
dard. Plus formellement :

Pour toute formule classique () F,

[ VS ini A 3x VyeA Flxy)

=
xy I8y Flxg,y) 1.
En remplacant F(x,y) par :
[xeN N\ (yeN = y<x)],

on obtient la proposition assurant existen-
ce de non naifs dans N énoncée ci-dessus.

Comme autre conséquence de cet axio-
me, citons le théoréme surprenant assurant
Pexistence d’un ensemble fini X, contenant

tous les standard de R (et beaucoup
d’autres réels) et que 'on obtient en rem-
placant F(X,y) par :

[XcR N\ Xestfini A (R = yeX)].

2.2. Remarque.

La raison pour laquelle 'axiome d'idéa-
lisation n’est pas en contradiction avec les
autres axiomes de ZFC est que toute for-
mule ne pouvant pas s’exprimer sans
l'usage du prédicat “standard” n’est pas
classique. Elle ne doit donc pas respecter
les axiomes de ZF'C comme, par exemple, le
schéma de substitution dont nous avons
parlé plus haut. Plus précisément, la pro-
priété “ne pas étre standard” n’est pas une
propriété classique. Il n’existe donc pas for-

cément un ensemble {xéN | x n’est pas

(4) Par“formule classique”, il faut entendre une formule construite dans le

systéme ZFC, c'est-a-dire une formule d'analyse classique.
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standard). Nous avons vu que P'existence de
cet ensemble entrainerait une contradic-
tion. Il n’existe donc forcément pas.

2.3. L’axiome de standardisation.

Si on ne peut en général pas collectivi-
ser les éléments d’un ensemble standard E
vérifiant une propriété non classique P,
T’axiome de standardisation assure néan-
moins 'existence d’'un ensemble standard A
dont les éléments standard sont exacte-
ment ceux de E vérifiant P ; on peut mon-
trer (en utilisant 'axiome de transfert que
nous présenterons a la section 2.4) que cet
ensemble est unique, on le note :

A=5(xE | Plx)}
et on appelle I'ensemble A le standardisé de
{x€E | P(x)}.

Voici I’énoncé exact de ’axiome da stan-
dardisation :

Pour toute formule F (classique ou non),

[VSE 3SA VSx (xeA @ xcEN\Fx))].

Par exemple, 'ensemble :
S{xeR | 2—¢ <x<2+¢}

ol £ est un i.p positif est l'intervalle [-2,2]
puisque c’est 'unique ensemble standard
dont les éléments standard vérifient la
propriété citée. De méme, ’'ensemble :

S{x¢N | x eststandard }

est exactement I'ensemble N.

2.4. L’axiome de transfert.

I’axiome de transfert permet de dédui-
re des propriétés concernant les non stan-
dard en se basant sur ces propriétés sur les
standard :

QU'EST-CE QUE L'ANA-
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Pour toute formule classique F,

VS2y,20,.,2, [ V52 Flx, 21, 29,..,2,)

oVx Flx, 2,2, ...,2,) 1

Cet axiome permet, par exemple,
d’affirmer que deux ensembles standard
sont égaux s’ils ont mémes éléments stan-
dard. En effet, en remplagcant F(x,A,B) par

(x€A < x€B), on obtient :
V3SA,B [ V3« (xeA © x¢B) © Vx (x¢A & x¢B) 1.

Une autre conséquence de cet axiome
est que si une fonction standard est
continue en chaque point standard, elle est
continue partout.

2.5. Remarque.

Un résultat important de logique nous
assure qu'un théoréme classique démontré
en analyse non standard (c’est-a-dire en
utilisant le prédicat standard et les trois
nouveaux axiomes) posséde une démonstra-
tion classique (c’est-a-dire n’utilisant que la
théorie des ensembles ZFC). Cela a
d’ailleurs permis de fournir de nouveaux
théorémes classiques par le biais de I'analy-
se non standard.

8 — Comment fonctionne
en pratique Panalyse non standard ?

3.1. Regles de calcul.

Pour pouvoir utiliser les nombres infi-
niment petits et infiniment grands (%), il
faut d’abord établir certaines régles de cal-
cul. Nous les présentons sous forme de
tableaux. L’abréviation “app.” signifie
appréciable c’est-a-dire nii.p, ni i.g.

(5) Pour les définitions de ces termes, nous renvoyons 4 la section

1
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x+y
y | ipp | app.| ig
x
i.p i.p | app.| i.g
app.
app | app.| ou ig
ip
ig ig | i.g ?
x.y
ip '
y # app.| i.g
x 0
0 0 0 0
ip-
# ip | ip | ?
0
app. i.p app.| i.g
ig ? ig ig
x/y
ip
y # | app.| i.g
x 0
0 0 0
i.p
# ? ip ip
0
app.| i.g | app.| ip
ig ig ig ?
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Démontrons par exemple que la somme
de deux i.p est un i.p. Nous allons utiliser
la définition d7i.p et le fait rassurant et faci-
lement démontrable que tout “objet”
construit classiquement et univoquement a
partir d’objets standard est standard; en
particulier, nous utiliserons le fait que si x
est standard, alors x/2 V’est aussi.

Soit € et £, deux réels i.p. 1l faut prou-
ver que :

VExeR* le+¢e’ | < lx 1.

Soit donc x¢R* un réel standard ; x/2

est également standard et puisque ¢ et &
sont i.p,

le l < 1x/2] et le’l < 1x/21.
Dol

le+e’l < el + 1€l < 21221 =ix | .

Par contre, nous ne pouvons rien dire a
priori du produit d’un i.p et d’un i.g. Il
pourrait étre app. comme (1/0)-® , i.p
comme (1/02)-» ou i.g comme (1/0)-w? .

Ce cas correspond au cas d’indétermi-

nation que l’on note ( 0 - = ) en analyse
classique. Toutefois, le produit de 0 et d’un
infiniment grand est bien str égal 4 0
puisque :

VxeR 0x=0.

De ces régles de calcul on peut déduire,
par exemple, la propriété de transitivité de
la relation “étre infiniment proche”. En
effet,si x=y ety=~z,alors x =z puisque
six=y+cety=z+¢,alors:

x=z+e+¢

oug+¢g =0.
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3.2. La continuité.

Définition 1. Soient f une fonction de R

dans R et x un réel ; on dit que f estS-
continueen x si :

VR [x 2y = fx)=fy)]
c’est-a-dire si :

VoeR [o = 0 = Ax+a)= fx) 1.

Cette définition de S-continuité n’est
pas équivalente & la définition classique de
continuité. Montrons-le par quelques
exemples:
1°. La fonction réelle définie par Ax) = 1/x
(voir Fig. 1) est continue (au sens classique)
sur R* mais n’est pas S-continue sur R¥*.
En effet,

Re+a)-flg)=

e
e(e+o)

etsia=¢g,

Ae+0a)-RAe)=-1/2¢ ~o.

BN ' X
£ E+O

Fig.1
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2°. La fonction réelle définie par g(x) = —¢
si x<0 et par g(x) =€ si x20, est disconti-
nue (au sens classique) en 0, alors qu’elle
est S-continue sur R.

On pourrait néanmoins prouver que,
pour les fonctions f standard et les réels x
standard, la continuité en x et la S-conti-
nuité en x sont des concepts équivalents.

Montrons maintenant sur un exemple
comment fonctionne la définition de S-
continuité dans une démonstration.

Proposition. La composée de deux fonc-
f et g S-continues sur R est S-
continue sur R.

tions

Démonstration. Soient x et y deux réels.

Si x =y, alors par S-continuité de la fonc-
tionf,

A=) = fiy)

et par S-continuité de la fonction g,
g(Rx) = g(fy).

On voit que la définition de S-continui-
té est plus facile 4 manipuler que la défini-
tion classique de continuité qui exige que
Ton jongle avec les quantificateurs en ¢, 3.
Toutefois, ne nous réjouissons pas trop vite
car nous avons vu que les notions de S-
continuité et de continuité ne sont pas
équivalentes. Et si Pon veut définir cette
derniére notion avec les outils de ’analyse
non standard, cela n’est pas aussi simple ;
ceux qui n’ont pas lu la partie de cet article
sur l’'axiomatique IST ne pourront
d’ailleurs pas comprendre la définition que
nous donnons ci-dessous car elle utilise
I’axiome de standardisation (ils peuvent
passer directement & la section 4 concer-
nant les “faits choquants”).
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Pour f et x standard, on peut prouver
que la notion de S-continuité est équivalen-
te a la notion classique de continuité. Nous
voudrions définir la notion de continuité
avec les outils de Panalyse non standard de
telle facon que, d’'une part, elle prolonge
celle de S-continuité, d’autre part, elle soit
équivalente a la notion classique quels que
soient f et x . En fait, les axiomes de stan-
dardisation et de transfert nous permettent
de le faire en posant :

Définition 2. Soient f une fonction de R

dans R et x un réel ; on dit que f est conti-
nueenxsi:

(fx)e S((gy)eF(R,R)xR | g est S-continue eny}

ot F(R,R) est 'ensemble des fonctions de
R dans R.

Ainsi, on peut facilement prouver que
cette définition est équivalente a la défini-
tion classique. En effet, on peut transfor-
mer 'affirmation (admise plus haut) :

VSf ¥Sx [festS-continneenx <
f est continue en x (au sens classique)]

en

VSf VS [ (fx)k S=5{(g,y)eF(R,R)xR |
g est S-continue en y} © fest continue en
x (au sens classique)]

Puisque S est un ensemble standard,
on peut maintenant appliquer 'axiome de
transfert, ce qui donne

vV Vx [(fx)e S=83{gy)eF(R,RxR | g
est S-continue en y} & fest continue en
x (au sens classique)]

c’est-a-dire, par définition,
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V f Vx [festcontinue en x (au sens
non standard) < f est continue enx
(au sens classique)].

Cette fagon de définir une notion en se
servant de 'axiome de standardisation est
courante en analyse non standard. Dans ce
cas-ci, elle permet de parler de la continuité
de fonctions standard en des points non
standard ou de la continuité de fonctions
non standard. Illustrons cela par un
exemple.

Comment déterminer si la fonction
réelle non standard définie par Alx) = w2

est continue sur R ? Pour le savoir, on pro-
céde comme suit.

Soit la fonction f,(x) = ax2 ol @ est un
réel standard. On a :

VSx€R f(x+a) — [ (x) = a.(0? +20u) = 0.
Donc
VSxeR f, est S-continue en x,
autrement dit
VSxeR (fx)eSlgyF(R,R)xR |
g est S-continue en y}

et ceci est vrai pour tout a standard. En
appliquant ’'axiome de transfert &

VSacR [V5xeR (f,,x)eS{(gy)eF(R,R)xR |
g est S-continue eny) 1,
on trouve :

VSacR [VaxeR (f,,x)eS((g0)eF(R,R)xR |
g est S-continue en y}]

et en appliquant une seconde fois le trans-
fert, on obtient :
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VaeR VxeR (f,,x)%{(g,y)eF(R,R)xR |
g est S-continue en y},

C’est-a-dire
VaeR Vx€R f, est continue enx.

Et dong, la fonction f = f; est continue

sur R.

A titre d’exercice, nous proposons au
lecteur de déterminer si les fonctions

réelles définies par g(x) = x2 et Alx) = o2
sont S-continues et en quels points.

4 — Faits choquants.

Bien que nous ayons des éléments qui
nous permettent de contourner certains
paradoxes, il n’en reste pas moins des faits
qui choquent le bon sens.

4.1. Puisque O est standard et que, en ajou-
tant 1 4 un standard, on obtient un stan-
dard ; puisque, en outre, il existe des natu-
rels non standard (mais finis comme tout
naturel (%)) et que, en enlevant 1 4 un naturel
non standard, on retrouve un non standard,
comment peut-on imaginer que ces deux
classes d’éléments ne se rencontrent pas ?

4.2. Si les standard de N formaient un
ensemble, il serait infini car en bijection
avec une de ses parties propres ; en effet, la
bijection envoyant n sur n+1 conviendrait.
Mais tous les standard de N appartiennent
& Yensemble fini [0,N] ol N est infiniment
grand (mais fini). G. Reeb dit, & ce propos,
que I'infini potentiel se laisse enfermer
dans un fini formel.

(6) Tous les naturels sont finis méme les infiniment grands. En cela, la
terminologie “infiniment grand” n'est pas tellement bien choisie ; i
aurait été préférable de dire “trés grand” ou “idéalement grand".
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4.3. De méme, il existe un ensemble fini
contenant tous les réels standard de {0,1]
() (et beaucoup d’autres éléments). Pour-
tant si I’ensemble des standard de [0,1]
existait, il serait infini car en bijection avec
une de ses parties propres, par exemple
Pensemble des standard de [0,1/2], par la
bijection envoyant x sur x/2. Ceci illustre

que lon ne peut pas considérer les stan-
dard de [0,1] comme constituant un
ensemble.

4.4. Soit a,b, deux réels standard distincts.
On appelle découpage infinitésimal de [a,b],
une suite (xg, x;, ... , x\) telle que
xg=a<x;<..<xy=b
et
Vi= 0, 1, ,N-]. X = Xiyq,

Un tel découpage existe ; pour le
construire, il suffit de partager [a,b] en N
intervalles égaux ou N est un naturel] infi-
niment grand. Mais l’existence de ce décou-
page échappe a notre intuition. Par transi-

tivité de la relation = , on a envie d’écrire :

X=X = ag= .. 2AN = Xg=AxNy = a =b

En fait les points de suspension suppo-
sent que 'on applique la récurrence a la

propriété P(x) = (xg = x). En effet,on a :
xg=x1 et [Vi (xg= x;, = %92 x;,4)],

on a donc envie de conclure : Vi xp = x; .

Or, comme la propriété P n’est pas clas-
sique, nous ne pouvons appliquer la récur-
rence que sur les standard et tirer comme
conclusion : VS xg=x;.

Mais méme aprés avoir mis le doigt sur
Perreur de raisonnement, le malaise subsis-
te : comment imaginer un tel découpage ?

(7) On peut le prouver en utilisant 'axiome d'idéalisation.
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