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Collier de cercles

Soient deux cercles non concentriques,
dont 'un est intérieur a Yautre. Si I'on
considére alors d’autres cercles de telle
sorte qu’ils soient tangents entre eux suc-
cessivement et, & la fois, aux deux cercles
donnés, il peut arriver que cette suite de
cercles se ferme sur elle-méme, le premier
étant tangent au dernier. Cette “fermeture”
du collier de cercles peut intervenir aprés
plusieurs tours, mais il peut se faire aussi
que ce collier ne se ferme jamais.

Les cas de fermeture sont connus sous
I’appellation de porismes de Steiner, du
nom du géométre suisse Jacob Steiner
(1796-1867).

En fait si une chaine est fermée pour
un certain cercle de départ, elle I'est pour
n’importe quel cercle de départ. Ce résultat

peut étre établi de fagon élégante, a I'aide
de l'inversion qui transforme les deux
cercles de base en deux cercles concen-
triques. (On pourra lire & ce sujet [1] cha-
pitre 5 et [2] chapitre 6.)

Ce type de probléme a été repris entre
1930 et 1960 par le chimiste F. Soddy, et
les géométres L. Kollros et H.S.M Coxe-
ter en géométrie de ’espace avec des
anneaux de sphéres tangentes. Avis aux
amateurs !

L'enseignement actuel de la géométrie
dans les classes de second degré, n’utilise
que peu ou pas les transformations qui
“transforment” réellement les formes de
figures, et donc les stratégies de résolution
de problémes ol interviennent des trans-
formations non affines.
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Pour permettre de discuter ce point de
vue avec des professeurs stagiaires en for-
mation & PIUFM, j’ai choisi d& proposer
Pexercice ci-dessous, dont la parenté avec
les porismes est flagrante, avec trois objec-
tifs complémentaires :

— aborder des algorithmes de construction
non triviaux,

— résoudre un “probléme” dont la solution
est peu ou pas connue,

— utiliser si nécessaire P'outil informatique
(logiciel Graph’x).

Quelques tracés “expérimentaux”, per-
mettent vite de se convaincre que I’algo-
rithme est marqué par deux sous-pro-
blémes : construire le premier cercle C, ,

construire le niéme cercle connaissant ceux
qui précédent. Cette deuxiéme partie est
fondée sur une boucle qui s’arréte sur une
“condition de fin” délicate & exprimer, mais
dont chacun comprend & I’évidence la
nécessité.
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Il faut régler 'ambiguité du texte sur

1a locution “a droite” : il s’agit a chaque fois

que cela est possible de tracer un nouveau
cercle dont le centre est situé sur un per-
pendiculaire & D, située & droite de la per-
pendiculaire & D passant par le centre du
cercle précédent. Toute notre étude ulté-
rieure se fera donc dans le demi-plan “de
droite” P, , limité par la perpendiculaire en
Z a la droite D.

Le tracé du cercle Cy trouve rapide-

ment une solution par analyse-synthése,
c’est un probléme classique de construction.
La figure de la page suivante résume
I’étude que l'on peut d’ailleurs conduire
avec des éléves.

Module complémentaire
de formation IUFM.

Un exemple de travail a épisodes. Des
rebondissements non prévus !
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Construction de Co

Le probléme a été proposé dans les
termes de la page précédente & un groupe de
stagiaires PLC2 de 'ITUFM de Reims au
cours de Pannée 1991-92, dans un module
complémentaire de formation de géométrie.
L'objectif principal était de faire découvrir
des stratégies de travail sur un probléme
ouvert, dans un contexte lui-méme non figé.

Le travail a été annoncé dés le départ
comme évolutif, et son aboutissement éven-
tuel non fixé dans le temps : chacun prend
le temps d’une recherche personnelle en
fonction de son degré de motivation.

Dans une premiére séquence le texte
brut (page précédente) est proposé aux sta-
giaires répartis en groupes de trois per-

sonnes. Ils disposent d’'un matériel mini-
mum dont compas évidemment, mais aussi
les r2gles du commerce pour le dessin, dont
certains modéles présentent une collection
de cercles de rayons fixés, autorisant un
tracé trés rapide.

Les stagiaires sont de prime abord trés
désorientés par la question posée : certains
termes de 1’énoncé leur paraissent vagues.
Il faudra préciser le sens de “a droite”,
I'idée de famille de cercles, I'engagement
dans une procédure algorithmique. Je refu-
se cependant de donner des précisions a
priori : c’est I’ensemble des stagiaires qui
établira au fur et & mesure de la perception
du probléme, ce que 'on peut considérer
comme accord de tous.
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La mise au travail est rapide. Trois
“écoles” se dégagent :

1) Les “expérimentateurs papier compas”,
qui tracent rapidement (C), D et le premier
cercle (Cy) approximativement en choisis-
sant une ouverture de compas au hasard et
en déplacant le centre pour que “¢a colle” !
La supercherie ne se voit pas une fois le
tracé effectué. S’agit-il d’'une supercherie ?
Il y aura a ce sujet débat dont je reparlerai.
Pour (C;) , les affaires se gitent, le doute

s'installe.

2) Les “démonstrateurs” pour qui n’est
solution que ce qui est rendu constructible,
avec démonstration, et qui ne peuvent
accepter de “glisser” quoi que ce soit sur la
feuille. Il hésitent donc un bon moment
avant de tracer le premier cercle (Cp) . Ils

s’autoriseront cependant un “faux-tracé”
provisoire en vue de trouver celui qui est
“juste”. Le malheur c’est que passé le pre-
mier cercle (Cy) , rien ne parait évident !

3) Les “expérimentateurs régle & cercles du
commerce”, qui eux tracent (C) et D avec
cette fameuse régle et n’éprouvent aucune
difficulté a tracer le premier cercle (Cy) de
la famille, en glissant la régle. Et méme, il
apparait clairement que pour ce premier
cercle on a le choix du rayon. les cercles
suivants sont aussi tracés par le méme pro-
cédé, en utilisant un trou circulaire de la
régle de plus grand rayon, qui “colle & peu
prés”.

Cette premiére partie dure une heure
et demie. J’instaure alors le débat dans une

mise en commun.

La discussion entre les trois écoles est
vigoureuse, chacun tenant & sa fagon de
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procéder. Les “démonstrateurs” convain-
cront les autres que le premier cercle (Cg)
est bien constructible & la régle et au com-
pas, d’ailleurs (argument d’autorité !) ils
Pont presque démontré. Avec un minimum
de temps, en s’y mettant tous il est possible
d’aboutir, en tous cas pour (Cp) .

La part de la troisiéme école est capita-
le : elle entraine le consensus sur le sens
profond du probléme posé. On voit, méme si
c’est approché un peu grossiérement, ce que
peut étre la famille de cercles, et pourquoi
le processus ne peut continuer indéfini-
ment. Cela motive tout le monde pour une
reprise de l’activité en groupes informels et
éclatés.

La fin de la séquence (trois heures en
tout) permet la concrétisation de la
démonstration ébauchée pour le tracé du
cercle (Cp) . Ce sera l'occasion de se mettre
au point sur Analyse-Synthése, algo-
rithmes constructifs, niveaux de preuve,
démonstration, débat scientifique ...

Personne ne voit la fin du probléme,
mais l'envie de chercher encore reste vive.
D’ailleurs, pourquoi ne pas interroger les
conseillers pédagogiques ou les autres col-
legues de mathématiques ? La situation
demeure donc trés ouverte et 'on convient
d’en conduire la recherche aussi longtemps
qu’il le faudra. A chaque séance & venir (il
en reste cing pour I'année) nous ferons un
point sur toute communication éventuelle.

A la seconde séance de travail, je
découvre que les stagiaires ne sont plus
seuls “dans le coup”. d’autres collegues
cherchent avec ou sans eux !

Une premiére stratégie est proposée,
avec une premiére tentative de résolution :
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le tracé purement géométrique semble tou-
jours inaccessible, mais 'analytique est un
recours. Un algorithme sur les abscisses et
les rayons des cercles est proposé. Il n’y a
pas de condition de fin, et le débat met en
évidence une erreur dans les calculs.
Cependant une solution semble en vue pour
chacun, mais nécessite un travail de mise
au point sur les suites, le théoréme du
point fixe, les conditions d’utilisation. Ici
est-ce bien un probléme de convergence qui
nous préoccupe ? Affaire & suivre la pro-
chaine fois.

Pour améliorer les tracés je suggeére
Putilisation d’un traceur de courbe : "Gra-
phix" parait approprié.

Lors de la séance suivante, la solution
analytique est acquise, et les stagiaires
Pont mise au point. Pour certains cela est
considéré comme ’aboutissement. Pour
relancer I'intérét, je propose pour tous une
séquence de tracé sur ordinateur. C’est une
bonne occasion d'utiliser cet outil.

Surprise : au cours du tracé, maftrisant
mal la condition de fin de 1’algorithme, 1'un
des stagiaires découvre qu’aprés le dernier
cercle de la famille & droite, on repart par
un cercle supplémentaire qui renvoie le
probléme & gauche dans une infinité de
cercles dont les rayons convergent vers
zéro. Convergence quand tu nous tiens ! (cf.
tracé en remarque). Curieusement, 'intérat
pour le probléme est relancé : des proprié-
tés remarquables jalonnent peut-étre le

chemin qui reste a parcourir y compris
dans une recherche non analytique.

L’un des objectifs annexes de départ
était de faire intervenir I'inversion dans un
“vrai” probléme. Jy renonce a ce stade : le
concept n’a pas pris son statut d'outil, cer-
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tain 'ont &4 peine rencontré. Je propose
pour la séquence suivante (il n’en reste
plus beaucoup, la fin de ’année approche)
un travail sur les transformations non
affines du plan et annonce Yutilisation de
celles-ci pour une solution du probléme
(inversion). Rien n’empéche de continuer a
chercher d’ici-la.

La séance suivante est attendue. On
veut “la” solution ! En tout cas c’est une
bonne motivation pour se réapproprier
Iinversion. Tout se passe bien, mais jai un
peu le sentiment de sortir le lapin du cha-
peau. Aprés tout tant pis, ce lapin est bien
beau ! Nous sommes tous un peu tristes :
une belle histoire se termine. Et pourtant...

Un collégue (eh oui, ils cherchent tou-
jours 1) a qui la solution “informatique” a
été montrée me fait remarquer que les
points de contact des cercles de la famille
semblent se trouver sur un cercle (de centre
dJ, cf. figures). Je me reprends de passion
pour le probléme, en dehors des stagiaires
que je ne verrai plus avant la derniére
séquence.

Clest l'occasion de découvrir une autre
solution géométrique, que je m’engage a
faire paraitre dans "VECTEUR?", la revue
de I'Irem de Reims. Depuis, d’autres col-
légues proposent des problémes annexes,
ou touchant aussi aux cercles en familles.
Rien n’est fini, c’est une affaire a suivre !

Cette expérience inopinée me semble
riche pour plusieurs raisons :

— 11 y a eu dévolution d’un vrai probléme.

— Certains concepts sont passés du statut
d’objet & celui d’outil alors méme que l'on
pouvait supposer que cette dialectique
avait déja fonctionné au cours du cursus
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des stagiaires.

— Les changements de point de vue (de
cadres) ont été fréquents et combien por-
teurs de réinvestissements.

— Enfin et surtout les alternances large-
ment espacées dans le temps, recherche de
solutions, communication, débats, ont per-
mis pour les suites, l’inversion, les
constructions, la géométrie du cercle ... de
vraies séances dans lesquelles linstitution-
nalisation n’est pas un vain mot.

Ce probléme est-il utilisable
" en second cycle ?

Sans doute,... partiellement. Mais alors
n’est-ce pas par rapport & ’alternance des
activités, I'espacement dans le temps et la
réduction des champs d’'investigation, enle-
ver Pessentiel de I'intérét de la démarche ?

D’autres problémes peuvent certaine-
ment susciter une activité du méme type
chez les éléves. Peut-étre avez vous déja
expérimenté une situation semblable ? Vos
questions, vos remarques, vos propositions
seront les bienvenues.
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Les pages qui suivent témoignent de
la richesse mathématique du probléme
proposé

Construction des cercles Cp

La construction de C, connaissant les

cercles qui précédent (constructibilité ?) est
plus délicate & régler. Aprés bien des essais
papier-crayon infructueux le logiciel
Graph’x semblait un bon recours pour un
tracé utilisant 'analytique. Difficile cepen-
dant d’accepter de passer de ce probléme de
“géométrie pure” & I’analytique. Pourtant,
T'utilisation de l'outil informatique permet-
tra une découverte intéressante et la rédac-
tion d’une solution ne devant rien aux cal-
culs dans un repére !

Méthode analytique

On cherche d’abord le lieu des centres des
cercles tangents 3 C et D dansle demi-plan

P;. On considére le repére (Z , 7 s Y ), ol

Régle & tracer les cercles
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T est vecteur unitaire de D'si-

tué dans Py etol J = Z0 .
On désigne par D’ la droite
d’équation y=-1.

W (x,y) est centre d’un cercle J
tangent a C et D si et seule-
ment si dA(W,0) = d(W, D). Le
lieu des points W est donc la
demi-parabole (P) définie par :

x>0 ; xX2+(Q-y2=(y+1)?

Donc W(x,y) est sur (P) définie
par ’équation y = 1/4.x2 et

Pi

par:x>0.C,D etla demi-
parabole (P) sont alors faciles

a construire dans Graph’x.

Il reste donc & déterminer les centres
W; des cercles C; par leur abscisse x; , leur

ordonnée égale au rayon valant 1/4.y;2. En
supposant connu le cercle C; de centre W;,
le cercle Cj, 1 de centre Wj,; est construc-
tible si et seulement si :
(%41 >%
et
WiWii1=R; + Ry, 1 =1/4x2 + 1/4 %12
= (xi+1 - Xi)2 + (1/4 Xi+12 -1/4 Xi2)2 ] .

Cette condition se traduit par :

[x1>% et x,1(1-12x)=x;].

La condition de fin de 'algorithme est
done xj < 2 . Clest cette relation qui condi-

tionne le tracé possible du dernier cercle de
la famille.

On est alors ramené a 1’étude d’une
suite (x,) de premier terme xg telle que :

[Ryg=1/4xy2, et x5, =2x,/(2-x)] (1)

et en particulier a chercher le nombre de
premiers termes pour lesquels cette suite
est croissante.

La relation (1) permet d’établir que :
Xns1=2/(2/%x,-1),
d'oir :
2/x,,1=(2/x%,)-1,
ce qui conduit au calcul (suite arithmétique
simple!):
2/x,=2/%y—n,
d’ott :
Xp= 2%5/(2-n%p).

Graph’x permet alors en paramétrant
de tracer la famille de cercles cherchée
selon la valeur initiale du rayon. En pre-
nant Ry = 10-6, on obtient xy = 2.10-3 et la
condition de fin x, < 2 nous donne n < 999,
ce qui conduit finalement & une famille de
1000 cercles possibles ! Pour Ry = 102 cela
ne fait que 10 cercles dans la famille.
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remarques

suite et cercles
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Méthodes géométriques
Utilisation de I'inversion

Linversion permet de changer de stra-
tégie en ramenant le probléme a la
recherche de cercles tangents & deux
droites parallgles (cf. figure ci-dessous).

On considére I'inversion I de péle Z et
de puissance 4. Dans cette inversion I,
I'image du cercle C qui passe par le pdle est
la parallele (d) & D passant par J ( J est
invariant). L'image de la droite D, passant
par le pole est la droite D. Tout cercle tan-
gent & C et D, ne passant pas par Z, est
transformé en un cercle tangent & (d) et D.
Tous ces cercles ont le méme diamétre, dis-
tance de (d) a D. Plus le point de contact X
g’éloigne de Z, plus son image x, se rap-
proche de 2.

J a (d)
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En revenant au probléme posé, il s’agit -

donc de trouver tous les cercles C, de la

famille, tangents & C et D , et tangents
entre eux “par la droite”. Leurs images par
I seront des cercles tangents 2 (d) et 4 D, et
tangents entre eux “par la gauche”, a partir
du premier, ¢, image de CgparI.

Le cercle C, étant tracé, on trace sans
difficulté son image ¢, par I, puis le cercle
c; , tangents a co “4 gauche”, & (d) et D,
puis le cercle ¢, ... Les images des cercles c,,
par I sont les cercles C,, de la famille.

cercles et inversion
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Quel est leur nombre ?

Le rayon Ry de C; est fixé. Nous avons
vu que Pabscisse X de son centre vaut
2.R, . L'abscisse du centre de I'image c; est

X telle que Xp.xg = 4, ot xg=2/Ry.

Chaque cercle ¢, ayant pour diamétre

2, le nombre de cercles possibles est donc la
partie entiére de 1/ Ry, augmentée de 1.

La figure ci-dessous présente les cercles de
la famille C,, et leurs images ¢, par I .
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Seconde méthode,
n’utilisant pas l'inversion

On suppose connus la droite D, le
cercle C et le premier cercle de 1la famille,
Cy de centre Wy et de rayon Ry .

O est le centre de C , Z son point de
contact avec D et J le point diamétralement
opposé a Z sur C. Cy a pour centre W, et

est tangent & C en Ay, 4 D en Z; , comme
indiqué sur la figure ci-dessous.

Il faut donc tracer si possible le cercle
suivant, C; de centre W, , tangent & C en

A,,aDenZ;,etsitué a droite de Cy .

Trace des cercles Cn successifs
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Le cercle C a pour image le cercle C,
dans 'homothétie négative de centre Aj et
de rapport -Ry .

Dans cette homothétie, 'image de J est
Z, . les points J, Ay, Zj sont donc alignés.

(11 en serait de méme pour raison analogue
de d, et A, Z,, que 'on cherche.)

Le probléme revient donc maintenant a
la détermination du point A, car (JA,)

coupera D en Z; et (OA;) recoupera en
W, la perpendiculaire en Z; a D, ce qui
détermine complétement le cercle C, .

droite y=2

/

\ cercle

Cercle de

Cuentre J

rayon 2

Parabole 11eu des centres

des carclas Cn

Drofte O {(y=0)
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Montrons que le point de contact éven-
tuel B du cercle Cj et du cercle Cy , est sur

le cercle de centre J et de rayon 2.

Le triangle JZyZ est rectangle en Z, de

hauteur JA, donc JA, . JZ, =Jz2.
De méme dans le triangle cherché JZ,Z

ona J‘_fil. JZ, =Jz72.

D’oti I’on tire que J a méme puissance :

JRy. JZo = JAy. JZy =4,
par rapport a2 CO et 4 C1

J se trouve donc sur Paxe radical des
deux cercles Cy et Cy, c’est-a-dire sur leur

tangente commune en By, et 'on a:
JZ2 =JBy2 =4,
douJBy=2.
Bg est donc le point d’intersection “a

droite” du cercle de centre J et de rayon 2
avec Cq.

Si le cercle C; existe, I'image de C est
C, par 'homothétie négative de centre Ay
et de rapport —Rq/ 1 et 'image de Cg est C;
par P’homothétie négative de centre By et
de rapport -R; / Ry . Le produit des rap-
ports est R; .

Si R, est différent de 1 on passe de C a

C; dans 'homothétie positive de centre Ly

intersection de (AgBg) avec la tangente
commune extérieure D 4 C et C; et de rap-
port R; . Le point A; est alors I'intersection

du demi-cercle de droite, de diamétre [ZJ]
avec la droite (OLgy). Ce point A; ne

convient que si JA; < JAy pour que le cercle
C; soit a droite de Cy .
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Si R, est égal & 1, la composée des deux
homothéties est une translation (la droite
(AgBy) est alors paralléle 4 D). Le point Ay
est alors le milieu de P’arc “de droite”, JZ
du cercle C.
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Axe radical
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D’autres cercles en famille

Probléme 1 Co

On considére deux carrés
emboités non concentriques.

On trace un cercle Cy tangent aux deux carrés, puis C; tangent aux deux carrés et & Cy
puis Cs ... Est-il possible de disposer deux carrés pour que le “porisme s’effectue ? (Le der-
nier cercle ferme le collier en devenant tangent au premier.)

Probléeme 2

On trace un cercle ,
(C ) de rayon R, puis
quatre cercles comme ~
indiqué sur la figure. \ 0‘
conjecture : les quatre ’
points A, B, C, D sont
sur un cercle de méme

rayon R.
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