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Depuis une dizaine d’années, a Gre-
noble, la quasi-totalité des cours de mathé-
matiques d’'un amphi de DEUG A et une
part de ceux de préparation a ’agrégation
sont effectués sous forme de débat scienti-
fique ; débat qui s’instaure entre les étu-
diants & partir de situations probléma-
tiques introduites par le professeur, ou a
propos de questions ou conjectures que les
étudiants apportent eux-mémes.De nom-
breux enseignants du Secondaire et
quelques-uns du Supérieur ont adopté a
Grenoble et ailleurs une démarche similai-
re pour conduire tout ou partie de leur
enseignement dés la classe de sixiéme.

Bien entendu, le débat qui s’instaure
dans une classe de sixiéme n’est pas iden-
tique a celui qu’on retrouve en préparation
a I'agrégation, et méme a un niveau donné,
ce débat peut beaucoup varier avec les
élaves, les professeurs et le type de
concepts abordés.Par exemple, dans un
méme amphi, avec le méme professeur, ce
ne sont pas forcément les mémes étudiants
qui interviennent le plus spontanément
suivant que le sujet traité est plutdt de
nature algébrique ou plutdt de ’analyse.

Cependant un certain nombre de carac-
téristiques propres a cette facon d’aborder
les mathématiques se retrouvent un peu
partout ; ce sont ces régularités que nous
utiliserons pour définir ce que nous appe-
lons “le débat scientifique en cours de
mathématiques”.
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ET SPECIFICITE DE L'ANALYSE

Marc LEGRAND
Irem de Grenoble

Comme on ne peut raisonnablement
aborder dans un méme article tous les pro-
blémes simultanément, je ne vais pas décri-
re ici en détail les moyens que nous utilisons
aux différents niveaux pour produire de tels
débats en classe ou dans un amphi. Je
n’aborderai pas toutes les difficultés que
nous rencontrons pour faire vivre dans la
durée une forme d’enseignement qui tranche
par rapport aux coutumes dominantes, voire
les échecs partiels que nous essuyons dans
certains cas, notamment lorsque 1’environ-
nement est trop hostile ; je ne présenterai
pas non plus de scripts complets (on pourra
trouver de telles précisions par exemple
dans Legrand M. et al. [1], [2], [3], [4]).

Dans une premiére partie, je vais
essayer de préciser les caractéristiques de
ce débat, ce que 'on peut en attendre, le
type de contrat didactique qu’il présuppose
et ensuite, dans une deuxiéme partie, je
présenterai deux théses ou conjectures de
type épistémologico-didactique, tendant &
montrer :

— qu’il est assez vain, au niveau de la for-
mation générale, de vouloir “faire (faire)
des mathématiques” sans (faire) entrer
véritablement (1’éléve) dans une probléma-
tique mathématicienne,

— en quel sens la forme de débat scienti-
fique que nous décrivons ici prend en comp-
te I’énorme difficulté qu’il y a pour 1’éleve
ou Pétudiant a entrer dans une telle problé-
matique, notamment en analyse.
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PREMIERE PARTIE : DE QUEL DEBAT SCIENTIFIQUE PARLONS-NOUS ?

Quand peut-on dire qu’une situation
d’enseignement fonctionne sur le principe
du débat scientifique ?

La nature et le statut des énoncés :

La premiére caractéristique de cette
forme d’enseignement est la nature des
énoncés qui circulent & lintérieur de la clas-
se. Est-ce que ce sont en majorité des résul-
tats supposés connus ou a connaitre, ou est-
ce que l'on travaille essentiellement sur des
énoncés conjecturaux, c’est-a-dire des
énoncés jugés vrais par celui qui les propo-
se, mais qui n’ont pour la classe aucun
caractére de vérité institutionnelle ?

La forme adoptée par les protagonis-
tes du débat :

La seconde caractéristique est double ;
c’est d’'une part la facon dont Uéléve se posi-
tionne par rapport aux assertions, et le
choix de ses interlocuteurs privilégiés
d’autre part :

— L’éléve s’adresse-t-il & 'enseignant sous
la forme : “est-ce que j’ai le droit de..., est-ce
qu’il est possible de...?”

— Ou bien s’engage-t-il directement devant
ses pairs sous la forme : “avec telle hypo-
these, je pense que... jaffirme que...” ?

Les expériences menées toutes ces der-
niéres années semblent montrer qu’un
débat scientifique consistant ne peut per-
durer dans une classe ou un amphi et y
produire des acquisitions de connaissances
substantielles auprés du plus grand
nombre que si le jeu de la recherche de ce
qui est vrai et Uengagement de sincérité
lemportent sur le désir d’étre celui qui sait
ce qu’il faut savoir (et qui par suite ne se
trompe jamais dans ce qu’il propose).

Si le jeu de la sincérité I’emporte, le
débat, au lieu de ne porter que sur les
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énoncés du maitre et d’étre monopolisé par
ceux qui connaissent la réponse institution-
nelle, s’élargit & des énoncés qui dans la
forme et sur le fond sont beaucoup plus
proches des conceptions effectives des
éleves de cette classe ou de cet amphi. Ce
débat-la peut étre nourri des interventions
de tous les éléves. En effet, celui qui propo-
se un énoncé conjectural n’est pas réputé
“savoir qu’il est vrai”, il pense seulement
que c’est vrai ; celui qui lui apporte la
contradiction n’est pas non plus réputé
savoir que la conjecture est fausse, il pense
que le résultat ou Vargumentation qui vient
d’étre avancé(e) n’est pas correct(e).

Ces protagonistes prennent effective-
ment un risque, celui de dire en public ce
qu’ils pensent personnellement et de le sou-
tenir avec leurs propres arguments (les
arguments qui les persuadent intimement
que cest vrai ou faux) ; ils peuvent donc se
tromper, et dans ce cas ils savent que le
débat va mettre leur erreur au grand jour.
Ils ne continueront donc & jouer ce jeu dan-
gereux que s’ils sont protégés par un statut
officiel de ’erreur et peuvent mesurer a
terme ce qu’ils gagnent effectivement en se
découvrant plus que de coutume.

A notre sens, c’est au professeur de don-
ner un statut scientifique & ’erreur dans les
phases de recherche, c’'est au débat de faire
a la longue la preuve de son efficacité didac-
tique : montrer & la “classe” ou a “'amphi”
que ceux qui interviennent en prenant le
risque d’'une plus grande implication per-
sonnelle s’offrent & eux-mémes et offrent
aux autres des occasions de comprendre en
profondeur les mathématiques, occasions
qu’ils auraient rencontrées avec une
moindre intensité et qui dans bien des cas
leur auraient totalement échappé au cours
d’échanges didactiques moins aventureux.
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Ce point est essentiel et correspond a
Thypothése épistémologique suivante :"pour
entendre en compréhension une proposi-
tion scientifique, il faut douter de sa
vérité et de sa pertinence, il faut se sen-
tir dans Dobligation d’exercer sur elle
une réelle vigilance épistémologique”.

Habituellement, en classe, les énoncés
qui sont travaillés en tant que tels sont ceux
de Penseignant. Ce sont généralement des
axiomes, définitions et théorémes qui ne peu-
vent étre mis en doute par 'éleve puisqu’ils
sont institutionnellement vrais ; et méme
lorsque ce sont des questions et des pro-
blémes dont la réponse est inconnue ou incer-
taine, I'éléve n’a pas forcément intérét dans
une perspective de réussite scolaire immédia-
te & se placer sur un plan scientifique pour
les analyser. I lui est souvent plus simple de
décoder dans les questions qui ont précéds,
dans la fagon dont la question est posée, dans
Iintonation du professeur etc., les intentions
ou le piége didactique.

En résumsé, pour qu’il y ait potentialité
d’acquisition de connaissances substan-
tielles par un débat en cours de mathéma-
tiques, il semble nécessaire de respecter un
premier groupe de contraintes :

- les énoncés sur lesquels on travaille sont
essentiellement conjecturaux,

- il existe un contrat didactique qui légitime
le fait que tout éléve puisse soumetire ses
propres conjectures ¢ la classe ou & U'amphi.
Ce contrat didactique doit étre tel que celui
qui propose I’énoncé puisse s’engager forte-
ment, sans avoir & redouter d’étre humilié
{(par le professeur, par la classe ou par son
propre regard) si aprés coup il s’avére que
I’énoncé est non vrai ou non pertinent.

- les éléves qui entendent ces propositions
doivent pouvoir réellement douter de leur
pertinence et/ou de leur vérité, c’est-a-dire
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qu’ils ne doivent pas pouvoir interpréter
Pattitude du professeur en termes de sou-
tien ou de désaveu (méme tacite) de la
conjecture ou de 'argumentation.

Le jeu de Véléve

Les “vrais” interlocuteurs du débat
sont-ils les pairs ou Uenseignant ? Com-
me nous P’avons déja souligné, ce point est
essentiel ; faire en sorte que I'éléve s’adres-
se directement & ses pairs nécessite un
véritable apprentissage de toute la classe
(éleves et professeur), vu les coutumes
didactiques les plus répandues qui, lors-
qu’elles autorisent un débat, se structurent
essentiellement autour d’un dialogue
maitre-éléves.

1l y a donc obligation d’une négociation
didactique pour amener 1’éléve & considérer
qu’il va acquérir des connaissances diffé-
remment :

- il va apprendre en écoutant et en analy-
sant avec sagacité le propos d’un pair,

- il va apprendre en s’adressant directe-
ment a ses pairs pour les convainere du
bien-fondé de ses assertions, sans solliciter
a priori la médiation de 'enseignant.

Cette volonté collective (@ des fins épistémolo-
giques et didactiques) de ne plus centrer le tra-
vail de la classe autour de U'opinion de Uensei-
gnant est la condition méme de survie d’un
débat, surtout avec des milieux hétérogénes.

En effet, s’il y a des éléves nettement
“plus forts” que les autres et si I'interlocu-
teur a convaincre est 'enseignant, le débat
ne peut pas durer, car 1’éléve qui pense
avoir “trouvé” va parler en langage codé a
Penseignant, langage codé qui veut dire :
“vous voyez que je sais ce que vous voulez
que je sache” et 'enseignant comprendra a
mi-mot, parce que 'information scientifique
circule de fagon trés économique entre des
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personnes qui sont sur la méme longueur
d’onde. Par suite, ceux qui ont le plus
besoin d’explications seront complétement
“court-circuités” dans ce débat qui leur pas-
sera au-dessus de la téte.

L’essentiel de la potentialité cognitive
engendrée par l'incertitude scientifique
d’un débat entre pairs disparait presque
automatiquement dés que linterlocuteur &
convaincre est I’enseignant, car la conni-
vence didactique induit un rythme trop
rapide qui efface tout doute et toute contra-
diction scientifique : il y a d’'un c6té ceux
qui croient savoir et qui font tout pour évi-
ter de mettre en évidence ce qu’ils ne com-
prennent pas, et de 'autre ceux qui sont
dépassés et qui ne cherchent plus & interve-
nir positivement dans un débat qui ne peut
plus é&tre le leur. Toute intervention de la
part de ces derniers manifesterait trop vio-
lemment leur ignorance ; ils ne peuvent
plus que se taire ou “casser” le débat, en
saisissant toute occasion pour tourner en
dérision la moindre faiblesse qui apparai-
trait chez un pair ou chez le professeur. il
y a hétérogénéité a I'intérieur du groupe
classe ou amphi, le débat ne subsistera que
si le but de celui qui propose une idée est
d’arriver & la faire partager au plus grand
nombre de ses pairs (ce qui ne veut pas dire
la totalité) et que si chacun peut 1égitime-
ment considérer qu’on s’adresse bien & lui.

Pour qu’il y ait un réel débat mathé-
matique en classe, il doit donc étre clair
pour le professeur comme pour les
éléves que la vérité mathématique n’est
pas absolue, mais sociale (cela touche
trés profondément & ’épistémologie mathé-
matique des éléves et du professeur puisqu’il
g’agit alors de replacer “la mathématique”
dans une communauté scientifique large).
En clair, la régle qui doit progressivement
prévaloir dans la classe est que celui qui
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pense avoir une solution et qui n’arrive pas
a atteindre par ses explications le groupe
classe ou amphi a partiellement échoué dans
la résolution du probléme scientifique collec-
tivement abordé.

Etre convaincu du bien-fondé de sa
solution est indispensable ; arriver aussi a
convaincre ses voisins immédiats (souvent
les pairs qui vous sont intellectuellement
les plus proches) est trés important aussi,
mais cela ne suffit pas parce que ces der-
niers ont peut-étre trop de connivence avec
votre forme de pensée pour déceler rapide-
ment vos insuffisances d’argumentation ou
vos erreurs de jugement.

Le fondement épistémologique de
la didactique du débat scientifique en
cours de mathématiques repose donc
sur la conception des mathématiques
suivante : un mathématicien n’est pas un
homme seul face aux mathématiques, c’est
un homme qui utilise le point de vue et les
méthodes des mathématiciens

- pour saisir des enchainements d’idées
qu’il va considérer comme vrais (les conjec-
tures),

- pour se persuader d'abord intimement que
ces conjectures sont bien vraies (les preuves
et les démonstrations personnelles)

- pour faire partager ses cOnvictions a ceux
qui adoptent ses prémices et s’accordent sur
une certaine forme de rationalité (utilisa-
tion des cas particuliers et des métaphores
pour faire comprendre, de la démonstration
formelle pour persuader).

On reprend ici pour ’essentiel le sché-
ma développé par 1. Lakatos dans Preuves
et réfutations [5]. Bien que ce point de vue
soit peu explicité dans la culture courante
et bien qu’il soit fortement contesté par cer-
tains mathématiciens, n’est-il pas profondé-



REPERES - IREM. n°10 - janvier 1893

ment pertinent ? En effet, méme lorsqu’ils
s’en défendent, y a-t-il beaucoup de mathé-
maticiens qui considérent avoir véritable-
ment résolu une conjecture tant qu’ils ne
sont pas parvenus & emporter I’'adhésion
d’une partie notable de la communauté des
mathématiciens compétents sur le sujet ?
Ils vous diront que ’essentiel de leur travail
scientifique était de résoudre le probléme
pour eux-mémes et non de persuader leurs
pairs, et je comprends bien ce qu’ils veulent
dire par 14. Mais ne négligent-ils pas cepen-
dant, en insistant trop sur P'aspect solitaire
de leur découverte, tout le travail de clarifi-
cation et de vérification qu’ils ont été
inconsciemment amenés a faire en direction
d’un hypothétique interlocuteur externe ; et
finalement, ne croient-ils pas & la vérité de
leur démonstration tout autant par la quali-
té des arguments qui les persuadent eux-
mémes que par la qualité des interlocuteurs
qU’ils ont pu ainsi persuader ?

Si nous revenons 4 la classe, dans le sys-
téme du débat scientifique I'éléve-mathéma-
ticien a pour interlocuteur principal la mini-
communauté scientifique classe ou amphi ;
parfois c’est un interlocuteur qui, en un cer-
tain sens, peut exiger plus que le professeur
lui-méme. En particulier, 'éléve accepte plus
facilement I'exigence de produire des contre-
exemples précis, de fournir des arguments
reconnus de tous (y compris d’expliciter les
théorémes sur lesquels son argumentation
repose), si cette demande vient de personnes
qui réclament des arguments pour étre inti-
mement persuadées et comprendre, que si
c’est 'exigence du professeur (I'éléve sait que
le professeur sait!).

On constate donc que cette pression des
pairs pour obtenir une explication convain-
cante va obliger tout éléve qui prend la
parole (méme s’il est trés avancé par
rapport au groupe) & aller plus loin dans

DEBAT SCIENTIFIQUE EN
COURS DE MATHEMATIQUES

Pinvestigation du probléme, 4 mieux com-
prendre ce qu’il pense profondément pour
arriver a le dire publiquement. Bien sou-
vent d’ailleurs, on voit un éléve s’arréter
brutalement dans son explication, car il
vient de découvrir une faille dans son rai-
sonnement en essayant de persuader les
autres.... qu’il n’y en avait pas.

Par contre, si le professeur est un
interlocuteur possible, il devient & lui seul
Pinterlocuteur suffisant ; dans ce cas, tout
le travail de changement de point de vue et
d’approfondissement nécessaire pour
atteindre les pairs devient superfétatoire et
tend & disparaitre : 1'6léve qui s’est adapté
& D’école sait que le professeur fait semblant
de ne pas comprendre quand il se fait tirer
Toreille pour accepter un raisonnement
partiellement exact. Cet éléve, et la classe
avec lui, font alors pression sur le profes-
seur pour que ce dernier fasse son travail :
qu’il reconnaisse 1’idée juste, qu’il la
reprenne a son compte et qu’il rectifie lui-
méme tout ce qui ne va pas !

Le jeu de ’enseignant

L’enseignant, pour sa part, doit gérer
simultanément un triple jeu : épistémolo-
gique, didactique et social.

Le jeu épistémologique d’abord : le
professeur doit étre le plus conscient pos-
sible, & chaque instant, de tout ce qui est
mathématiquement mis en discussion. Sans
cette (super)vision épistémologique du
débat, 'enseignant ne peut sentir les diffé-
rents niveaux d’argumentation en présence,
il ne peut donc aider la classe & saisir ce qui
est fondamentalement en jeu, il ne peut
pousser les protagonistes a clarifier leurs
points de vue afin d’éviter les faux débats, et
surtout, il ne peut pressentir les change-
ments de cap et entrée dans des impasses.
En clair, l'enseignant doit pouvoir contréler
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épistémologiquement le débat, car il ne peut
se payer le luxe de découvrir avec la classe
qu'on est dans une impasse (excepté si la
classe est trés homogéne et de trés haut
niveau). En effet, il s’avére qu’un débat que
I’enseignant ne contrédle plus sur le plan
épistémologique, soit s’effondre dans un
désarroi improductif, soit s’envole et se
concentre sur quelques individus. Le reste
de la classe assiste alors dans I'indifférence,
Tadmiration ou plus fréquemment le bruit, a
quelques passes d’armes entre ces individus.

Précisons ce qu'on entend par “Uensei-
gnant doit pouvoir contréler épistémologi-
quement le débat”. 11 s’agit de ne pas se
cacher le fait trés délicat suivant : dés que
plusieurs éléves interviennent sincérement,
il y a trés peu de chances pour qu’ils se
situent sur le méme plan ; le plus souvent
ils développent des arguments paralléles ou
en apparence contraires, mais qui ne peu-
vent ni se renforcer ni se contredire, car ils
ne partent pas des mémes prémices, ne
visent pas le méme résultat, ne s'appuient
pas sur des arguments de méme nature.

En clair, livrés a eux-mémes, ces éléves
ne pourront pas aprés quelques échanges
continuer & débattre scientifiquement, car
soit ils ne se comprendront plus du tout,
soit au contraire ils croiront faussement
étre d’accord.

Si, pour des raisons épistémologiques,
cognitives et éthiques, 'enseignant s'interdit
absolument de manipuler le débat au sens
ol il tenterait de faire dire aux éléves des
choses qu’ils ne pensent pas vraiment, il ne
peut pas non plus tout laisser venir dans le
désordre (sinon trois éléves au plus vont res-
ter dans la course au bout de cinq minutes
et zéro au bout de dix). A la suite de
quelques échanges, ’enseignant doit donc
choisir trés rapidement quel point va &tre
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discuté avant, aprés ou contradictoirement &
tel autre ; il ne doit pas désigner ce qui est
pertinent et ce qui ne 'est pas, mais il doit
organiser le débat de telle sorte qu'un éléve
“normal” puisse le suivre, c’est-a-dire n’ait
pas a prendre en compte simultanément
trop de raisons se situant sur des plans trop
différents. En particulier, s’il y a un trop
grand foisonnement des considérations,
Penseignant doit choisir quel argument ne
va pas étre discuté tout de suite et expliquer,
de fagon non péjorante, pourquoi il est épis-
témologiquement et/ou didactiquement rai-
sonnable de ne pas le discuter maintenant.

Le fil conducteur pour effectuer ration-
nellement tous ces choix est donc prioritai-
rement de nature épistémologique. Par
exemple, si la classe s’engage dans une
impasse, le professeur doit le pressentir, et
s’il décide néanmoins de laisser faire, il doit
savoir comment on pourra trouver une issue
mathématique a cette impasse. C’est & mon
sens le seul moyen pour quil soit aprés coup
possible d’exploiter pleinement, sur un plan
didactique, Papparente perte de temps occa-
sionnée par cette mésaventure.

S'il est surpris, le professeur risque de
“paniquer” car il doit alors simultanément
étre pleinement chercheur et pleinement
enseignant. Le résultat probable de cette
trop forte tension est que, se départissant
de sa neutralité didactique, brutalement
Penseignant ne devienne un éléve pris au
piége de l'ignorance devant ses éléves deve-
nus censeurs ; il cherchera fébrilement en
essayant en solitaire (sans dire ce qu’il fait)
tous les coups mathématiquement permis
et il dépossédera brutalement la classe de
toute initiative. Les éléves verront alors
leur professeur ne plus tenir compte de leur
avis et “sortir des lapins de dessous son
chapeau”, sans comprendre pourquoi il y a
eu cette rupture brutale du contrat didac-
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tique. Finalement, tout le monde gardera
un si désagréable souvenir de cette mésa-
venture que la connaissance en jeu risque-
ra d’en avoir pris un bien “mauvais coup”.

En résumé, si ’enseignant perd le
contrdle épistémologique du débat, il ne
peut plus aider a le clarifier sans prendre
parti, et 'on constate bien souvent alors
qUWen interprétant a contresens les proposi-
tions des éléves, ses interventions devien-
nent inadéquates et embrouillent plus la
situation qu’elles ne 1’éclairent.

Le jeu didactique du professeur

Toutefois, comme on vient de le pressen-
tir, le professeur, tout en contrdlant le niveau
épistémologique, doit néanmoins se garder de
se laisser prendre lui-méme au jeu mathéma-
tique : §’il éprouve pendant le débat un cer-
tain plaisir dans I’échange des idées scienti-
fiques, cest trés positif dans la mesure ol
cela l'aide 4 mieux supporter certaines énor-
mités sans maudire, mais 1a n’est pas le but.
La fonction essentielle de ce débat reste de
permettre aux éléves ou aux étudiants de
s'introduire dans des problématiques et des
techniques scientifiques difficiles, tout en
gardant un niveau de sens que la plupart
d’entre eux perdent ou déforment profondé-
ment quand le professeur déroule trés linéai-
rement son argumentation personnelle.
L'enseignant ne doit donc pas laisser le débat
se dérouler au rythme de sa propre compré-
hension ou de celle de ses meilleurs éléves ;
pour cela, il écrit au tableau ce qui se dit afin,
d’une part, de ralentir la vitesse des
échanges et d’autre part, de constituer
une mémoire des idées fortes (vraies ou
fausses), de telle sorte que chacun puisse en
(re)discuter. Dans un débat purement verbal,
les idées importantes sont trop fugitives pour
que des non-spécialistes puissent les épingler
au moment ol elles sont proposées.
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De plus, il s’est avéré pertinent de pla-
cer un intermédiaire inerte (le tableau)
entre le locuteur et ses contradicteurs. Si
plusieurs éléves interviennent avec force
pour contredire une intervention purement
orale, celui qui s’est initialement exprimé a
du mal & ne pas se sentir agressé, surtout
'l est timide ; par contre, si les éléves peu-
vent critiquer ce qui est résumé par écrit
au tableau, ils ne s'attaquent plus directe-
ment a la personne, mais & I’idée qu’elle
défend. Dans ces conditions, plus le débat
s’approfondit scientifiquement, et plus
I'idée écrite et complétée de commentaires
externes se détache naturellement de son
locuteur (jusqu’au point ol ce dernier peut
comme les autres réintervenir pour la
défendre ou la critiquer lui aussi).

Tout en restant neutre sur ce qui
se dit, Penseignant organise donc la
mémoire de la classe par sa gestion du
tableau et des faits soumis au débat contra-
dictoire. Par 1a il agit en sous-main, non
pour désigner implicitement ce qui est vrai,
mais pour augmenter le nombre des éléves
qui entrent dans la problématique et décou-
vrent ce qui est fondamentalement en jeu a
travers les arguments forts (vrais ou faux)
qui s’échangent. Ces arguments, le profes-
seur les reprendra au moment de linstitu-
tionnalisation pour mettre en avant ce qui
est vrai (et 4 retenir en tant que tel) et ce
qui est faux (et & retenir plus encore en
tant que savoir erroné).

Le jeu social de ’enseignant

Ce jeu social est trés important, car il
faut bien que quelqu’un conduise le groupe
social classe ou amphi, afin d’éviter que le
débat ne s’enlise dans un forum ou chacun
crierait plus fort que 'autre. En mathéma-
tiques, avec le principe “un contre-exemple
suffit pour montrer la fausseté d’une
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conjecture”, nous détenons un remarquable
outil de régulation du débat. Je pense que
les autres disciplines (philosophie, francais
et méme sciences physiques) ne disposant
pas du méme atout, il est probablement
beaucoup plus difficile d’y organiser un
débat dans lequel le professeur reste effec-
tivement neutre pendant tout un temps (cf
Joshua S. et Dupin J.J. [6] pour le débat
scientifique en cours de physique). Malgré
ces atouts naturels de la discipline, il faut
néanmoins dans bien des cas lutter pour
que certains leaders, ayant le verbe plus
facile, n’étouffent les idées originales plus
discretes : I'important n’est pas que tout le
monde parle, mais que tous les groupes
d’idées puissent étre exprimés.

Jeu social aussi, car 'enseignant doit
réinstituer son propre statut social :
comme, dans toute la premiére partie du
débat, I’enseignant ne peut pas laisser
apparaitre ce qu’il pense en tant que spé-
cialiste, sa position risque de devenir inte-
nable il n’a pas suffisamment intériorisé
les raisons de sa neutralité épistémologique
et s’il ne les fait pas réguliérement parta-
ger a la classe. En effet, cette obligation de
réserve est contraire 4 'image qu’un profes-
seur de mathématiques se fait traditionnel-
lement de son rdle et aux habitudes
sociales dominantes, car d’une part, la
société confine de plus en plus Ienseignant
dans un réle de spécialiste qui se doit de
transmettre ses techniques, i.e. dire tout ce
qu’il sait tel qu’il le sait (illusion de la
transparence du discours technique!),
d’autre part le mathématicien est doté
d’'une sorte d’aversion épistémologique vis-
a-vis de tout ce qui lui parait faux.

Un mathématicien a tendance & prendre
sans arrét parti de facon tranchée : nous
sommes tout sourire face & ce qui “ne peut
étre que vrai” et nous sommes horriblement
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grimacants face & tout ce qui “ne peut é&tre
que faux”. Vous pouvez observer qu’il est
trés dur pour un professeur de mathéma-
tiques de rester neutre quand il entend une
assertion fausse ; et il ne suffit pas qu'il se
taise pour réussir a cacher ses opinions. En
effet un professeur qui meurt d’envie de don-
ner son avis, fournit & son insu des indica-
teurs non verbaux trés pertinents. Ces indi-
cateurs sont d’autant mieux recus qu’il
s’adresse & des éléves plus jeunes, car les
enfants décodent beaucoup plus finement
que les adultes les attitudes, les mimiques et
les intonations de leur interlocuteur (surtout
s’il s’agit de leur professeur ou de leur
maitre habituel) : ils savent trés vite et trés
slirement ce que leur professeur pense réel-
lement, méme lorsque ce dernier déclare
solennellement qu’il ne prend pas parti.

Cette neutralité de Uenseignant, qui est
la clef de voiite du dispositif, est done tech-
niquement difficile a établir et ne peut se
maintenir que dans un contrat didactique
explicite qui permet de renégocier le contrat
social coutumier.

Le professeur doit donc, & maintes
reprises, expliquer & ses éléves la significa-
tion épistémologique et cognitive d’'une cer-
taine forme de désordre, d’une incertitude
prolongée, du conflit cognitif ; il doit régu-
liérement redonner un sens didactique a
ses silences et & son refus de prendre parti,
faute de quoi il risque de passer pour un
incompétent et sur le plan didactique et sur
le plan épistémologique. Il ne s’agit pas ici
pour le professeur de caresser un narcissis-
me de mauvais aloi, il s’agit trés sérieuse-
ment de préserver les atouts dont il a un
besoin absolu pour exercer son métier : un
professeur qui est considéré comme man-
quant d’autorité, qui n’est plus respecté sur
le plan épistémologique, ne peut plus ensei-
gner sa discipline.
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L’enjeu du débat : épistémologique,
didactique et éthique

L’enjeu est d’abord épistémologique,
bien quil soit clair que le but du débat n’est
pas la découverte de propriétés originales,
mais la prise de sens au sujet de théories
bien établies. 11 s’agit, par le débat, non de
se donner l’illusion qu’on serait tous
capables de découvrir en trés peu de temps
des résultats et des modes de raisonnement
que les mathématiciens ont mis en évidence
progressivement, erratiquement et sur une
durée importante ; par contre, il s’agit de
découvrir la signification de ces résultats et
de s'approprier les méthodes de raisonne-
ment qui conférent une certaine indépen-
dance de pensée. Nous évitons donc de faire
croire aux éléves qu’ils sont subitement
devenus des chercheurs professionnels, mais
par contre nous les invitons & prendre trés
au sérieux cette mini-communauté scienti-
fique classe ou amphi, dans la mesure ou
elle exploite des méthodes et des résultats
qui ont fait leurs preuves dans la recherche.

C’est un élément essentiel de la négocia-
tion du contrat didactique que de faire parta-
ger Phypothése que, si le questionnement
interne de la mini-communauté scientifique
classe est important et sincére, il va per-
mettre la vie dans la durée de la classe de
problématiques scientifiques indispensables
a la constitution du sens. C'est donc pour per-
mettre aux éléves, d’abord d’entrer dans
des problématiques scientifiques, ensuite
d’éviter de trop déformer le sens des
connaissances apprises et enfin d’accéder a
une certaine forme d’autonomie de pen-
sée, que le professeur propose & la classe ou &
Tamphi d’adopter un mode de fonctionnement
inspiré de la communauté des chercheurs.
Pour ma part, je mets fortement en avant
dans mon enseignement 1'idée que pour étre
libre, ’homme doit acquérir les moyens d’une
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certaine autonomie de pensée et que le travail
scientifique en profondeur est un de ces
moyens. Nous sommes quelques-uns, je crois,
a utiliser explicitement cet objectif éthique
fondamental comme levier pour aider 1’éléve,
et a fortiori ’étudiant, & se découvrir et &
dépasser les inhibitions qu’il a sécrétées au fil
de ses années d’école.

La place du débat a l'intérieur du cours

Nous avons voulu que les objets du
débat puissent devenir l'essence des théo-
rémes du cours, afin que se fasse, dans
Paction, la preuve auprés des éléves de Veffi-
cacité de la preuve mathématique.

Un probléme ou un exercice qui est
donné & résoudre fait bien évidemment tra-
vailler 1’éléve, mais en fin de compte le
résultat est le plus souvent oublié. La preu-
ve, dans ce cas, fournit des énoncés dont la
durée de vie est le temps de la discussion.
Nous avons donc choisi qu’une partie des
conjectures proposées par les éléves devien-
nent, par rectifications successives, les théo-
rémes du cours : on cherche a garder les
“bonnes idées” des conjectures initiales,
mais on les débarrasse, par le jeu de la
recherche de preuves ou de contre-exemples,
de ce qui les empéchait éventuellement
d’8tre vraies.

Si les principaux théorémes qu’on uti-
lise au cours de 1’année sont obtenus de
cette facon, il devient alors clair pour
I’étudiant que la preuve mathématique
sert & autre chose qu’a montrer qu’on sait
faire des preuves ; la preuve sert a se
frayer un chemin dans la jungle du vrai et
du faux, elle permet de sélectionner parmi
les intuitions spontanées celles qui sont
profondes et qui vont fournir des théo-
rémes, en les distinguant de celles qui
sont trop naives et qui pour cela aboutis-
sent a des résultats faux.
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L’institutionnalisation

Linstitutionnalisation est ce moment ot
Tenseignant sort totalement de sa neutralité
épistémologique pour étiqueter, parmi les
résultats étudiés, ceux qui seront certaine-
ment réutilisés : ceux qui sont vrais devien-
nent les théorémes du cours, et ceux qui
sont erronés mais qui correspondent a des
modes de pensée trés “naturels” sont repérés
comme tels (i.e. on sait qu’ils sont faux et on
sait qu’on “aimerait bien” qu’ils soient
vrais!) Dans ce contexte, le professeur réaf-
firme donc que ce n'est pas du temps perdu
que de produire des énoncés faux et de s’en
rendre compte, et que ¢’est une véritable
connaissance scientifique que de savoir
que tel raisonnement, telle méthode, tel
résultat n’aboutit pas dans telle ou telle
situation.

Une part importante des connaissances
institutionnalisées est donc de nature trés
différente de celles qui figurent tradition-
nellement dans un cours, puisque ce sont
des méta-connaissances.

En effet, le débat met systématique-
ment en évidence un certain nombre
d’idées fausses et de modes de pensée erro-
nés. L’analyse collective de ces propositions
fait ressortir qu’elles sont loin d’atre totale-
ment absurdes : Pexplication donnée par
leurs auteurs montre le plus souvent
qu’elles ont méme une certaine pertinence ;
il est donc fort probable qu’elles réapparai-
tront par la suite, dans I’action. 11 est indis-
pensable, pour que I’éléve entre véritable-
ment dans le jeu scientifique, qu’il prenne
peu & peu conscience que les intuitions
scientifiques, ces idées qui viennent sponta-
nément & 'esprit quand on analyse qualita-
tivement un probléme, sont loin d’étre
idiotes (le débat montre que ce sont elles
qui bien souvent produisent, aprés travail,
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les théorémes du cours), mais que ces rai-
sonnements spontanés, seuls, conduisent le
plus souvent & des résultats en partie ou
fondamentalement faux.

Un des enjeux du débat est donc de faire
découvrir ¢ chacun qu'a partir du moment
ot l'on n’inhibe pas ses facultés imaginatives
et créatrices (par exemple en se déclarant
inapte a la réflexion ou en se disant qu’il ne
sert a rien de chercher ce qui a déja été trou-
vé), on a des idées personnelles, mais qu’une
idée scientifique spontanée n’est pour ainsi
dire jamais immédiatement satisfaisante et
totalement exacte ; elle doit étre “travaillée”
et soumise & l'épreuve de la recherche de
preuves et de contre-exemples.

Il y a donc une triple connaissance a
institutionnaliser : d’abord faire repérer ce
qui est faux, ensuite étiqueter des procé-
dures qui permettent de débusquer et de
neutraliser les idées fausses, enfin garder
ce qui aprés analyse peut &tre prouvé
comme étant vrai, tout ceci afin d’acquérir
un sens critique aigu qui ne conduise pas
pour autant & “jeter systématiquement le
bébé avec I’eau du bain”.

Le réle du contrat didactique

Si dans la phase d’institutionnalisation,
Penseignant doit clairement indiquer ce qui
est exact et ce qui ne l’est pas, son rdle,
comme nous I'avons signalé au début de cet
article, n’est surtout pas de mettre en avant
les éleves qui avaient d’emblée trouvé la
bonne solution et de péjorer ’attitude de ceux
qui avaient commis des erreurs. Il Iui incom-
be, par contre, de montrer en quoi lintroduc-
tion de propositions ou de raisonnements
erronés ont finalement, par le jeu de la cri-
tique scientifique, obligé le groupe classe &
prendre conscience de difficultés insoupgon-
nables a la seule vue du résultat final.
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Bref, il s'agit & ce moment de faire expé-
rimenter ¢ la classe la puissance du raison-
nement scientifique qui permet paradoxale-
ment de faire de Uerreur analysée une sour-
ce de connaissance plus approfondie. Si glo-
balement la classe peut reconnaitre qu'elle
a effectivement beaucoup appris grace a
son fonctionnement erratique (elle est
maintenant moins naive sur le probléme
abordé que si chacun avait gardé pour lui
ce qu’il pensait intimement), aucun interve-
nant ne pourra é&tre légitimement étiqueté
dans l’absolu comme étant celui qui avait
raison ou celui qui avait tort.

Pour que ce fonctionnement erratique
du cours soit acceptable par les éléves, il est
donc indispensable que le contrat didac-
tique soit trés explicite sur le point suivant :
les situations qui sont mises en débat ne
sont ni des situations scolaires tradition-
nelles de type applications directes du
cours, ni des situations totalement incer-
taines comme celles auxquelles sont
confrontés les chercheurs. Comme c’est
maintenant le cas dans bon nombre d’acti-
vités proposées par les Irem, les éléves doi-
vent donc se savoir & l'intérieur d’'un mon-
tage didactique, montage dans lequel
Penseignant, §'il s’interdit de les manipuler
(au sens ou il chercherait & les piéger ou &
leur faire dire des choses qu’ils ne pensent
pas), s’autorise par contre & réorganiser le
contexte scientifique de fagon & ce que les
problémes soumis 4 leur réflexion soient :

- abordables avec leurs connaissances,
- suffisamment simples pour que chacun
puisse avoir des idées personnelles en un
temps fini assez bref,
- suffisamment complexes pour nécessiter
P'introduction d’'une nouvelle connaissance

b
- et suffisamment orientés pour que les énon-
cés conjecturaux qu’ils suscitent soient en rap-
port avec la connaissance visée par le cours.
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Les éléves doivent donc étre réellement
complices d’une certaine mise en scéne du
savoir : ils savent que l'enseignant cache
volontairement la connaissance qu’il veut
enseigner parce que, s'il la montrait directe-
ment, ils ne pourraient peut-étre pas la
découvrir de fagon aussi significative. (cf
Brousseau G. [7])

L’éléve ou ’étudiant n’acceptera cette
mise en scéne du savoir que s’il a compris
qu’en poursuivant le petit jeu par trop sco-
laire — qui consiste &4 cacher le mieux pos-
sible ses incompréhensions et & tenter de
trouver par tous les moyens la “bonne répon-
se” — il risque gros sur le plan scientifique et
cognitif. En fait, nous constatons que cette
complicité éléve-enseignant doit &tre
constamment renégociée, pour que vive ce
double jeu didactique ou Penseignant cache
ce qu’il veut montrer et ol I’éléve s’interdit
de “tirer les ficelles” ; et cette complicité ne
peut se nouer et perdurer qu’autour d’un
fort enjeu épistémologique et en acceptant
les contraintes matérielles de ces choix
didactiques. En particulier, professeur et
éleves doivent constamment intérioriser la
contrainte du temps. En effet, si I'un des
deux partenaires veut trop fortement gagner
du temps, il lui faut “tricher” pour suppri-
mer artificiellement les erreurs qui empé-
chent d’aller directement au résultat. Dans
ce cas, on voit systématiquement le charme
se rompre : le débat se pervertit, la connais-
sance qui circule n’ayant plus de véritable
statut, on en vient trés rapidement a perdre
véritablement son temps !

Pour que la classe accepte ce ralentisse-
ment du cours par rapport a la coutume
scolaire, il doit donc étre présent a Uesprit
de l'éléve comme du professeur qu’aucun
éléve n'est ici censé savoir le résultat qui
fait Pobjet de la lecon et que cela ne lui
interdit pas d’avoir des idées intéressantes
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sur la question, ni. d'émettre des jugements
fondés sur les solutions proposées par
d’autres.

L’évolution des modes de preuves

C’est ainsi que l’on voit peu a peu les
éléves modifier leurs contre-exemples tout
au long de ’année : au début, ils proposent
des cas génériques beaucoup trop vagues ou
complexes pour étre des outils de preuve
(I’éleve trop scolaire pense que “plus c’est
compliqué, plus cela fera bien”) ; puis, dans
le jeu du débat, ils prennent conscience
qu’ils ont intérét & choisir des cas particu-
liers extrémement simples & décrire et
faciles & circonscrire, de fagon d’une part &
&tre compris de tous, et d’autre part & ne
pas se trouver immédiatement battus en
bréche par un pair qui va leur opposer quasi
instantanément un “contre-contre-exemple”.

Ils apprennent aussi a éviter les calculs
non indispensables, difficiles & suivre, les
propositions trop techniques ou filan-
dreuses que personne ne peut contrdler ; ils
découvrent I'importance de dire ou ils veu-
lent en venir, ce qu’ils ont I'intention de
montrer. Ceux qui ne veulent pas prendre
en compte ces considérations sont obligés
de constater que leurs pairs ayant trop de
mal a les suivre finissent par ne plus les
écouter. Ainsi, pour pouvoir étre pris au
sérieux par le groupe socio-professionnel
classe ou amphi de mathématiques, P’éleve
découvre qu’il lui faut étre précis et perti-
nent et qu’il a intérét a exercer un mini-
mum de contrdle épistémologique avant de
tenir pour vraies les “idées de génie” qui lui
viennent spontanément a P’esprit.

Les exhortations magistrales “soyez
précis, soyez rigoureux, précisez vos hypo-
théses, etc.”, qui sont habituellement si peu
entendues des éléves et si mal interprétées
par ceux qui ne sont pas encore entrés dans
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une problématique mathématicienne (ils
prennent ces exigences pour des manies de
prof), deviennent ici les régles de survie
dans le jeu social de la communauté mathé-
matique classe ou amphi.

Pour beaucoup d’éléves qui éprouvent
un plaisir ou une fierté &4 jouer un rdle dans
ce jeu social, ces régles ne peuvent donc plus
8tre ignorées ou détournées de leur significa-
tion épistémologique : ici &tre clair, c’est se
faire comprendre de ceux qui ne connaissent
pas encore la réponse ; &tre rigoureux, c’est
débusquer les erreurs des autres et ne pas
faire des affirmations qui vont se révéler tri-
vialement fausses dans quelques instants.
En ce sens, le débat scientifique permet de
faire la dévolution & 1’éléve des aspects
dynamiques de la rigueur mathématique : se
sentir la responsabilité de découvrir et de
mettre en évidence ce qui est pertinent ou
non, vrai ou faux.

Paradoxalement, cette dévolution se
fait d’autant plus facilement que le groupe
est nombreux, pas trop homogéne et non
exclusivement constitué de “bons éléves” au
sens classique du terme. En effet, avec un
assez grand nombre d’éléves, et parmi eux
des personnes trés différentes, des conjec-
tures assez naivement fausses vont &tre
régulidrement produites & ’approche de
chaque nouveau concept. Or nous avons pu
constater, & maintes reprises, que c’est pré-
cisément autour de ces conjectures assez
naivement fausses ou non pertinentes que
se font le plus efficacement l'apprentissage
et approfondissement des régles du jeu de
la rigueur mathématique. La plupart de ces
conjectures naives, on ne les obtient pour
ainsi dire jamais avec de “trés bons éléves”,
non parce quils ont totalement dépassé le
stade de ces naivetés, mais parce quiils ne
les formulent pas explicitement ou que, ne
les ayant vu figurer nulle part dans ce
qu’ils connaissent institutionnellement, ils
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flairent un piége. Prudents pour leur répu-
tation, ces éléves s’abstiennent alors de
dire au groupe ce qu’ils pensent véritable-
ment, sans que pour autant cela les
empéche de le penser dans Paction.

Le traitement des définitions

Ces conjectures naivement fausses pré-
sentent en plus Pénorme avantage de faire
prendre conscience que lorsqu’on n’est pas
d’accord sur des évidences, c’est peut-étre
parce qu'on ne parle pas des mémes choses.
Les objets que nous manipulons en mathé-
matiques, méme lorsqu’ils sont la transposi-
tion d’une réalité sensible, sont néanmoins
des objets construits, et on ne peut pas en
discuter mathématiquement si leur
définition n’est pas claire ; mais ceci est
de Pordre du discours de I'enseignant, et les
élaves, surtout ceux qui ont des difficultés,
n’ont en général que faire d’un tel discours.
Le traitement des conjectures naives pro-
voque le plus souvent des prises de position
trés tranchées qui obligent au bout d’un
temps a se dire : “est-ce que nous parlons
bien tous de la méme chose ?” Le débat de
définition qui suit, a alors beaucoup de
chances d’étre écouté, méme par ceux qui
boudent tout ce qui a un aspect formel, car
la définition devient alors le seul moyen
rationnel de lever un malentendu.

La démonstration

Autant la dévolution a la classe de la
recherche de pertinence et de la désigna-
tion de ce qui est faux est relativement faci-
le & faire & partir d’'un certain contrat de
débat, autant la dévolution de la
démonstration est un autre probléme :
on peut aisément dans le débat obtenir des
idées de démonstration, mais le plus sou-
vent elles vont avorter si on laisse les
éléves organiser seuls ces idées. Je ne pré-
tends donc pas que dans la majorité des
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situations que nous avons utilisées en
DEUG ou dans le secondaire, nos étudiants
aient réellement construit la démonstration
compléte des.théorémes que nous avons
finalement institutionnalisés.

Ce que l'on peut affirmer par contre, cest
que lorsque I'enseignant a abordé lui-méme
la démonstration 4 'issue d’'un débat, les rai-
sonnements simplistes qui stérilisent bien
souvent le besoin de démonstration (“pour-
quoi chercher & démeontrer, puisqu’un raison-
nement évident prouve le résultat!”) ont en
général déja été proposés, et le débat a per-
mis de voir quils ne prouvaijent rien. Ainsi,
au moment ol il aborde une argumentation
rationnellement construite (trés difficile a
suivre quand on ne saisit pas ce qui est fon-
damentalement en jeu), le professeur se trou-
ve en présence d’un groupe de personnes qui
ont a peu prés la méme problématique, & peu
prés la méme préoccupation démonstrative et
qui parlent & peu prés de la méme chose.

1l peut donc décemment inviter la classe
a s'engager franchement dans la rationalité
mathématicienne malgré I’exigence de cette
démarche, car elle répond & un besoin, elle
correspond & une problématique commune.

Ce professeur parvient d’ailleurs
d’autant mieux a garder ’attention du
groupe qu’il peut, au cours de son enchaine-
ment démonstratif, utiliser une part non
négligeable des éléments de preuve qui ont
surgi de fagon éparse dans la discussion et
justifier certains choix 4 partir de mésaven-
tures que le groupe vient de vivre en se
fourvoyant dans de “fausses solutions”.

Le débat apporte donc, le plus souvent
dans le désordre, des matériaux souvent
trés pertinents qui réclament néanmoins,
pour étre agencés sous une forme démons-
trative mathématicienne, une technicité
que trés peu d’éléves ont encore acquise.
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Certaines propositions erronées, anté-
rieurement débattues, montrent des direc-
tions dans lesquelles il vaut mieux se gar-
der d’aller et justifient par la méme les
choix “surprenants” du professeur.

Ce dernier point est &4 mon sens capital,
car c’est lorsque les choix de I'enseignant au
cours de la démonstration (et Dieu sait s'ils
sont nombreux en analyse, vu l'utilisation
qui y est faite de majorations et de minora-
tions) apparaissent & I’éléve comme totale-
ment arbitraires, voire impensables, qu’il est
envahi par le découragement : “Je n’y com-
prends rien, car je n’aurais jamais eu l'idée
de faire cela”. Le débat préalable permet
donc de suivre autrement la démonstration
du professeur. Et disons, en faisant preuve
d’un optimisme modéré, que beaucoup
d’éléves peuvent aprés coup se tenir le dis-
cours : “Avec un peu plus de temps et d’expé-
rience, avec beaucoup de travail, je crois que
jaurais pu avoir moi aussi ces idées, car
elles s'inscrivent assez logiquement dans le
droit fil d'un débat ou j’ai pu personnelle-
ment intervenir”. Sans se bercer de l'illusion
qu’il a presque tout découvert seul, I'éléve ne
se sent pas non plus totalement étranger &
la démonstration proposée par le professeur.
Il a donc de bonnes raisons de chercher a en
repérer la philosophie et les méthodes, car il
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ne se sent pas trop loin du moment of il
pourra prendre lui-méme D’initiative
démonstrative (il a suffisamment compris
les raisons du cheminement adopté pour
espérer avoir des idées personnelles dans
des situations similaires !)

Différents types de situations
gérées par le débat

Les situations d’introduction a un
nouveau concept

Quand on parle de débat en classe, on
pense prioritairement & la mise en place de
situations problématiques permettant
Pintroduction d’un concept. Par exemple,
pour introduire a la notion de vecteur
dans le secondaire, on peut utiliser la
problématique des forces, et pour cela
s’engager sur des paris a propos de la ten-
sion d’un fil &4 linge “horizontal” quand il
supporte un blue-jean mouillé de 3 kg. Au
tableau se trouve le dessin ci-dessous...

Question : La tension T du fil (c’est-a-
dire le poids P qu’il faudrait suspendre a
son extrémité pour maintenir le blue-jean
en I’air) est-elle & votre avis plutdt de :

15kg 3kg 6kg 20kg 45kg 100kg ?

VAR A A A A
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Cinqg minutes de réflexion individuelle
ou en petits groupes sont laissées aux
éleves pour se faire une opinion avant
qu’ils désignent par un vote leurs préfé-
rences individuelles :

15kg 3kg 6kg 20kg 45kg 100kg ?
7 13 9 1 0 0

Il est normal que le “bon sens” pousse
un éléve sur trois & choisir 3 kg puisque c’est
le poids du pantalon. De méme, il est natu-
rel que le cadre purement numérique (qui
est le cadre préférentiel de ’éléve qui n’a pas
encore formé le concept de vecteur) pousse
un éléve sur quatre a proposer 1,5 kg, car
chaque brin du fil 4 linge semble supporter
la moitié du poids. La discussion basée en
partie sur des expériences déja réalisées par
certains éléves (les pragmatiques qui ont
déja essayé de tendre un fil a linge chargé)
va peu a peu disqualifier les raisonnements
numériques qui privilégient les réponses 1,5
kg, 3 kg, 6 kg. Le fait que les réponses les
plus réalistes (45 kg & 100 kg quand la corde
ne fléchit pas trop) n’aient été choisies par
personne, montreront en fin de compte que
le fameux “bon sens” peut nous orienter sur
des résultats trés faux.

Les éléves sentent donc, d’entrée de
jeu, qu’ils ont peut-&tre intérét & prendre
au sérieux et la science et ces nouveaux
venus : les “vecteurs”. Ces vecteurs vont
donc étre introduits comme des modéles
plus adéquats que les nombres pour rendre
compte de la réalité physique. (Combien de
personnes ayant fait des études scienti-
fiques retendent néanmoins constamment
leurs étendages jusqu’a ce qu’ils cassent?
Pourquoi n’ont-elles pas pu “tirer” de leurs
études vectorielles qu’il leur faudrait une
tension infinie pour maintenir 1’étendage
horizontal?) Ainsi le vecteur entre dans la
classe avec une de ses caractéristiques
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essentielles, 4 savoir que le module de la
somme n’est pas forcément la somme (ou la
différence) des modules, il peut prendre
toutes les valeurs intermédiaires entre ces
deux extrémes. Il nous semble capital que
la discussion sur ce point soit trés vive, car
on ne peut pas dire que la non-linéarité de
la somme des normes soit une connaissance
qui s’acquiert a la longue, & l'usage (voir
par exemple le comportement a ce sujet
d’étudiants de licence de mathématiques).

De méme, en Deug A, on peut intro-
duire a la problématique de lintégrale
de Riemann (découpage, encadrement,
sommation, passage 4 la limite) & partir de
la question suivante :

Question : Quelle est la force F' qui s’exerce
entre deux masses M et M’ situées ¢ 3 m
lune de lautre, la masse M étant constituée
d’une barre homogéne de 6 m de long et de
18 kg, et la masse M’ de 2 kg étant considé-
rée comme ponctuelle ¢

F=?
M=18kg M =2kg
[
6m - 3m >

Réponses des étudiants au bout de 15
mn de travail personnel :

F=-8k 49k k 43k 4k 8k ?

Nb.

4 #25

Ici, le débat que suscitent ces résultats
contradictoires améne les étudiants qui
croient majoritairement pouvoir appliquer
un faux principe de centre de gravité (résul-
tat majoritaire k) & revoir leur position trop
simpliste. Arrivent alors des procédures
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d’encadrements ({4/9 k , 4 k]). Pour affiner
ces encadrements, ils sont conduits 4 effec-
tuer des découpages de plus en plus fins,
puis & consentir & un passage a la limite
pour faire disparaitre totalement les erreurs
d’encadrement (4/3 k est ce résultat limite).

Le débat met donc en évidence la fonc-
tionnalité d’une procédure fondatrice du
concept d’intégrale. Ce débat est tou-
jours trés fort, car l'idée qui veut sys-
tématiquement s’imposer comme natu-
relle et de bon sens (tout se passe comme
si la barre était concentrée en son centre de
gravité) est un principe qui entre en
contradiction avec lui-méme quand on
le réapplique & chacune des moitiés de la
barre. Il faut donc aller chercher des procé-
dures plus complexes, mais plus fiables que
sont les encadrements, les découpages et le
passage & la limite. (Pour une étude
détaillée de cette situation, cf [4])

En pratique, il s’agit de bien comprendre
que ces situations d’entrée dans un concept
sont longues et difficiles & élaborer, et sou-
vent assez délicates & gérer quand on n’en a
pas Vhabitude, surtout si on n’en maitrise pas
convenablement les variables didactiques. En
effet, en cas de mauvaises prévisions, le
débat va difficilement converger vers la
connaissance visée, il va éventuellement
devenir tellement confus que ’enseignant
sera contraint & manipuler le groupe et & uti-
liser T'effet Topaze (effet qui consiste a télé-
guider les éléves pour leur faire dire ce qu'on
veut obtenir, sans se donner les garanties
pour s’assurer que ces derniers comprennent
les raisons profondes pour lesquelles ils don-
nent miraculeusement la bonne réponse.
Pour approfondir ce point, cf [6] G. Brous-
seau). Le recours abusif & ce procédé tuera
complétement la potentialité cognitive de la
situation ; il valait mieux dans ces conditions
que le professeur explique directement lui-
méme ce quil voulait dire.
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- Par exemple, dans la situation du blue-
jean, il y a une différence didactique trés
importante entre poser la question sous la
forme :

— Quelle tension T ?
et

— La tension T du fil est-elle, & votre avis,
plutot de :

1,5kg 3kg 6kg 20kg 45kg 100kg ?

Dans le premier cas, les éléves qui ne
connaissent pas les vecteurs n’ont pas les
moyens de faire ce calcul. Or, on leur fait croi-
re qu’ils le peuvent, en leur posant cette
question ; ils vont donc &tre poussés i faire
un “peu n’importe quoi” en manipulant les
données du probléme, dans le style “4ge du
capitaine”. Le débat sera alors probablement
trés difficile & gérer. Dans le second cas, il est
clair que la référence a Vexpérience est évo-
quée comme un recours légitime : on deman-
de 4 ’éléve son avis, ce qui est vraisemblable
pour lui, et on envisage quil n’y ait pas une
réponse unique et impersonnelle.

L'enseignant va alors pouvoir exploiter
les réponses du type 1,5 kg comme non adé-
quates au probléme, mais relevant néan-
moins d’une rationalité : elles correspon-
dent au probléme ol les deux extrémités du
fil seraient attachées & un méme crochet au
plafond. Il est donc possible de
s’appuyer sur les raisonnements par-
tiellement inadaptés des éléves pour
les faire évoluer : en sciences on travaille
sous hypothéses, et ici 'hypothése est que
les extrémités du fil ne sont pas accrochées
au méme point, mais en des points écartés.
La discussion de ce premier type de modéle,
le modele vertical, conduit, par effet de
contraire, a4 regarder le modéle horizontal
et a constater qu’il ne correspond & aucune
réalité observée par les éléves (élargisse-
ment du probléme aux fils électriques, aux
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téléphériques, etc.) A terme, il va donc fal-
loir envisager un modéle intermédiaire ol
le fil 4 linge fait une fléche, et élaborer des
hypothéses sur “l'ouverture” de cette fleche
afin de dépasser le stade des opinions et
des impressions sur la tension du fil.

Le débat, s'il reste délicat a gérer, peut
“naturellement” (sans manipulation trau-
matisante de P'enseignant) évoluer vers la
nouvelle branche des mathématiques que
T’on veut enseigner. En effet, la classe se
rend assez rapidement compte ici que les
nombres qui sont les seuls objets
mathématiques disponibles, ne four-
nissent plus le modéle adéquat de
cette réalité. Il est alors moins difficile
pour Penseignant de négocier I'entrée dans
la complexité du modeéle vectoriel.

Il n’est pas question ici de dire que ce
modéle “la somme de deux vecteurs est don-
née par la régle du parallélogramme” prou-
ve que (pour une fléche raisonnable ot le
pantalon ne traine pas au sol) la valeur T =
45 kg ou T = 100 kg est la bonne tension ; il
s‘agit par contre de constater que ce modéle
tient bien compte de cette fléeche, qu’il
semble beaucoup mieux adapté que les
nombres pour rendre compte de cette réalité.

Dans ces conditions le débat qui a per-
mis de disqualifier le “bon sens” spontané :

3kg=15kg+15kg
nous conduit & remplacer 1’égalité “lon-
gueur de la somme = somme des longueurs”

du modéle des nombres positifs par 'inéga-
lité triangulaire :

IHV+WIlI<IIvIT+1TWIH

qui rend compte du fait réel que “deux ten-
sions de 45 kg ou de 100 kg peuvent en
s’ajoutant pour compenser le poids du pan-
talon ne produire quun résultat de 3 kg !”.
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Cette inégalité fondamentale en analyse
devient alors, dés la naissance du concept
de vecteur, un passage obligé qui donne
sens @ cette complexité vectorielle.

Pour revenir au cas général, la
situation problématique choisie pour intro-
duire un concept doit donc étre assez ciblée
pour qu’au cours du débat ’enseignant
puisse laisser se développer la plupart des
idées émises par les éléves, et que ces idées
soient suffisamment connectées au sujet
abordé pour pouvoir devenir les matériaux
de base a partir desquels, par opposition ou
par perfectionnement, le professeur intro-
duira le nouveau concept, le nouveau rai-
sonnement. Nous ne croyons pas (parce que
nous n’avons jamais vu ce fait se produire)
que la théorie que 'on souhaitait enseigner
puisse surgir spontanément dans la classe
a partir d’un débat ou d’une expérience
préalable ; nous attendons par contre de
Texpérience préalable et du débat qu’ils
facilitent l'introduction magistrale de la
théorie : ils 1a rendent crédible, lui donnent
du sens, justifient a priori sa complexité.

Les autres formes de situations de
débat

A cOté de ces situations de construc-
tions “sophistiquées”, il y a fort heureuse-
ment deux types de situations de débat
beaucoup plus simples & produire et & gérer
: les débats de conjectures pour appro-
fondir une théorie bien engagée et les
débats issus des questions spontanées.

Les débats de conjectures

Ces débats se produisent le plus sou-
vent quand le cours est engagé dans la
phase de développement d’une théorie. Par
exemple, au sujet de l'intégrale, lorsque le
signe | f a été introduit de fagon probléma-
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tique et bien défini mathématiquement, on
demande aux étudiants de faire des conjec-
tures reliant les qualités mathématiques
que peut détenir l'intégrale dépendant de

la borne supérieure de f, F(x) = f Xfit)dt, a
celles que détient l'intégrant f.

On n’obtiendra pas tout de suite les théo-
rémes “F est toujours continue”, ou “F est
croissante quand f est positive”, mais pluttt
les conjectures naives du type “si f est conti-
nue, alors F est continue”, “si f est croissan-
te, alors F est croissante”. Les théorémes
classiques sur l'intégrale vont néanmoins se
construire par rectification de ces conjec-
tures, ils vont alors avoir une épaisseur
sémantique trés différente pour Pétudiant qui
aura contribué a ce travail d’élaboration erra-
tique, que s'ils sont directement proposés par
Tenseignant lui-méme qui les démontre au
fur et & mesure qu’il les énonce.

Les débats “spontanés”

Le troisiéme type de débat est le débat
de retournement des questions en conjec-
tures et le renvoi & 'amphi ou au groupe
classe de la responsabilité de répondre sous
les trois formes : “vrai”, “faux”, “autre” ; out
“autre” signifie “je ne peux pas” ou “je ne
veux pas (pour des raisons a justifier ulté-
rieurement) répondre sous la forme
"vrai/faux”.

Nous avons beaucoup appris depuis dix
ans en transformant en conjectures ces
questions naives, que nous traitions aupa-
ravant de facon expéditive parce qu’elles
nous paraissaient, vu ce que nous venions
d’expliquer cinq minutes avant, comme
totalement triviales. Le plus souvent, nous
avions I’impression que les éléves qui
posaient de telles questions soit n’avaient
rien écouté, soit étaient complétement
déphasés avec la connaissance en jeu.
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Il nous a donc fallu apprendre ¢ mai-
triser nos pulsions de réponses instantanées
et parfois cinglantes.

Par exemple, si f est la fonction fx) = sin(x)
sur [0, =l et fx) = cos(x) sur [m, 2n] et si
'on a & calculer | T f(t) dt , les étudiants ne

voient en général aucun inconvénient a ce
que nous écrivions :

JTRE)dt = [-cost]T = 2.

Ils sont d’accord parce qu’ils ne se posent
pas la question de savoir si la discontinuité
de f en ®m peut ou non introduire une per-
turbation sur la valeur de I'intégrale. (Ceux
qui se posent de telles questions, les aban-
donnent assez rapidement, car d’un coté ils
ne savent pas comment faire intervenir une
discontinuité dans leurs calculs, et d’autre
part ils se disent que il y avait quelque
chose & modifier, “on le leur aurait appris !”)
L'enseignant-épistémologue conclut, lui, que
ses étudiants ont “presque tous compris” la
subtilité qui fait marcher les choses.

Si, dans ces conditions, un étudiant
atypique pose la question qui s'impose tant
qu’on ne I’a pas résolue :

— “pourquoi a-t-on le droit de ne pas tenir
compte de la valeur de f en = pour calcu-

ler [Ef(t) dt 2

il s’entendra répondre laconiquement :

“parce que la mesure d’un point est
nulle !”

On peut étre assuré qu’alors le malen-
tendu éléve-enseignant est consommé car,
que cet étudiant ait compris ou non, que
d’autres se posent en cachette la méme ques-
tion, personne n’interviendra plus sur ce
sujet apreés cette magnifique réponse : elle a
été si instantanée, si naturelle et si simple
que létudiant en conclut que sa question
était profondément “stupide”!
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D’ailleurs, si d’aventure cet étudiant
manifestait une nouvelle fois son incompré-
hension, il serait probablement accueilli
par un petit rire moqueur de amphi ou du
T.D., rire qui lui rappellerait, il ne 'avait
senti, quil est franchement hors-jeu. Si par
contre,

— vous arrivez a contraindre votre envie de
répondre,

— si vous arrivez a contrdler ce froncement
de sourcils qui dit si bien : “voila une ques-
tion incongrue dont la réponse est évidente”,

— si vous transformez imperturbablement
cette question en conjecture, par exemple :

Conjecture : Si fest intégrable sur [0, n]
et si g(x) = f(x) sauf pour x =1, alors
quelle que soit la valeur de g en 1, la
fonction g est intégrable sur [0, n] et

[TRe)dt = [Tgt)dt .

— si aprés avoir écrit cette conjecture au
tableau, vous laissez cinq minutes aux étu-
diants pour avoir un avis motivé (une éter-
nité pour vous qui étes en retard dans le
programme !),

— et si enfin vous soumettez cette conjecture
au vote en commencant par : “Qui ne peut
pas prendre de décision ?” les contradictions
qui apparaitront dans le résultat du vote et
les débats qui suivront vous permettront un
approfondissement de la continuité et une
entrée significative dans le “presque partout”,
qui justifieront trés largement “le temps
perdu” & ne pas répondre instantanément ¢
cette question apparemment triviale.

La crédibilité de cette forme d’ensei-
gnement

Pour conclure ce panorama lacunaire
de la nature et de la fonction du débat
scientifique pendant le cours de mathéma-
tiques, (re)disons que cette forme d’ensei-
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gnement étant tout a fait contraire aux
formes plus traditionnelles, elle doit en per-
manence (re)faire la preuve de sa fonction-
nalité didactique.

Soulignons toutefois qu’il y a deux
périodes tout a fait différentes dans I’'année :
— la premiére période est celle ou il s’agit
d’installer ce nouveau mode de fonctionne-
ment du cours ; il faut donc bien choisir ses
entrées, car si les éléves sont attirés par ce
contrat qui semble les prendre plus au
sérieux, ils en ont simultanément peur :
N’est-ce pas trop beau pour étre vrai ?
N’est-ce pas un peu démagogique ? Va-t-on
véritablement apprendre quelque chose
d’important ainsi ? On n’a donc pas le droit
a plusieurs erreurs successives.

- puis vient une deuxidme période au bout
de deux, trois mois ol les éléves ont suffi-
samment compris les régles du jeu pour
qu’il reste jouable, méme si localement la
situation choisie n’est pas excellente.

Il ne faut pas se leurrer cependant, car :

— d’'une part les éléves sont souvent trés
déstabilisés au bout de deux mois : ils ont
découvert ce qu’ils ne comprenaient pas,
alors qu’ils croyaient le savoir, et ils ne
mesurent pas bien encore la portée des
nouvelles compétences quils sont en train
d’acquérir ; beaucoup font donc pression
pour qu’on en revienne a des formes
d’enseignement moins risquées ;

— d’autre part, méme lorsque le principe du
débat est reconnu par la grande majorité des
éléves comme fécond pour apprendre, rien
n’est définitivement acquis. La pression
extérieure est tellement forte pour qu’on
aille toujours plus vite et plus simplement
vers “la bonne réponse”, qu’il faut toute
Tannée que les éléves ou les étudiants puis-
sent toucher du doigt ce qu’ils gagnent dans
cette approche plus erratique : ils doivent
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mesurer réguliérement qu’ils acquidrent par
ce procédé des connaissances plus intériori-
sées que celles que le professeur aurait pu
leur enseigner en plus grand nombre par un
discours explicatif plus direct.

Entendons-nous bien, il ne s’agit pas par
14 de faire un clan et de dénigrer le travail
des collégues, il s’agit de justifier aux yeux
des éléves et de leurs parents qu’il vaut bien
la peine de dépenser son temps et ses éner-
gies de cette facon. Sans explications réité-
rées, cette pratique de débat va é&tre laminée
car considérée comme du temps perdu,
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comme manquant de clarté et/ou comme
marquant une perte d’autorité de la part du
professeur, voire comme une forme de déma-
gogie. La situation de débat peut se bloquer
trés vite si trop d’éléves se disent : “on
n’apprend plus, ou plus assez...”, car alors ils
font (de bon droit) pression sur leurs cama-
rades pour que le débat n’ait pas lieu, afin
d’avancer plus vite dans le cours.

Je vais maintenant proposer deux
conjectures didactiques & propos de Pactivi-
té mathématique en général et de ’analyse
en particulier.

DEUXIEME PARTIE : THESES DIDACTIQUES

Premiére thése ou conjecture générale
sur la nécessité des conjectures.

Si la résolution d’exercices et de
problémes est une activité indispensable
pour permettre a l’éléve d’assimiler la
théorie mathématique, pour lui donner
loccasion de créer du sens et de com-
prendre l'opérationalité des concepts
scientifiques, je défends néanmoins la
thése que cette activité a elle seule ne
suffit pas pour provoquer “naturelle-
ment” chez un grand nombre d’éléves et
d’étudiants une conceptualisation qui
respecte la spécificité de la démarche
mathématicienne.

Pour comprendre cette spécificité,
il faut pouvoir agir comme un mathé-
matlicien, c’est-a-dire prendre Uinitia-
tive de proposer soi-méme des conjec-
tures et se lancer dans Uaventure de les
résoudre (i.e. arriver par la démonstration
& la certitude qu’'elles sont vraies ou bien
fausses).
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Ainsi, par exemple, si chacun congoit
bien importance qu’il y a 4 étudier le com-
portement de diverses suites récurrentes
ou de fonctions données par des formules
pour approfondir les concepts de limite et
de continuité (car le plus souvent I'étude de
ces cas trés particuliers force a se poser des
questions plus générales sans provoquer les
pertes de sens), 'expérience du secondaire
et du supérieur montre néanmoins que ce
travail seul (qui produit un certain résultat
scolaire) ne provoque qu’exceptionnelle-
ment une conceptualisation de type mathé-
matique des notions de suite, de fonction,
de limite et de continuité.

Par conceptualisation non mathémati-
cienne, jentends le fait que la conceptuali-
sation qui se produit sous la pression des
exercices et problémes, reste le plus sou-
vent enfermée dans le particularisme et la
contingence des situations étudiées.

En effet, par l'enchainement des ques-
tions qu’il pose, le concepteur d’un probléme
guide son interlocuteur de fagon quasi irré-
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sistible vers sa solution ; et l'éléve le sent
bien. Dans ces conditions, il faut que ce der-
nier soit trés str de lui pour se permettre de
prendre la moindre initiative scientifique.

La pratique des problémes scolaires
apprend en un certain sens a étre docile ;
I’éléve a “intérét” pour répondre efficace-
ment & se mettre des ceilléres pour avancer
dans la direction recommandée, sans
s’encombrer Pesprit de questions annexes,
sans chercher a voir autrement, sans vou-
loir explorer des pistes qui dépassent le
cadre du probléme, sans entrer dans le
cadre des nécessités d’ordre général. Cest
ainsi que malgré 1’éventuel commentaire
placé au début d’un probléme situant
Pensemble des questions posées dans une
problématique plus large, I’étudiant de
licence de mathématiques ou de prépara-
tion a ’'agrégation passe, le plus souvent,
en grande partie & coté de ce qui représen-
tait ’idée directrice du probléme, ce qui en
caractérisait la pensée mathématique.
(Pour le concepteur, il s’agit effectivement
d’un trés beau probléme de maths ; pour
Putilisateur placé en position d’éléve, c’est
le plus souvent une suite d’épreuves & pro-
pos desquelles il doit montrer ce qu’il sait).

Je prétends donc que si I’éléve ne peut
travailler sur les concepts qu’a travers une
suite de mises en application dans lesquelles
il n’a pas l'initiative de proposer les idées
directrices, il risque de ne percevoir que des
concomitances, de ne former que des concepts
amalgamés, aux antipodes de la pensée
scientifique. Le danger d’un tel écrasement
épistémologique est d’autant plus réel que
nous nous trouvons dans une période o1 'on
veut lutter de facon beaucoup trop idéolo-
gique et volontariste contre I'échec scolaire.

Par exemple, suite aux recommanda-
tions du programme et légitimement dési-
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reux de ne pas faire perdre pied a leurs
éléves par un formalisme excessif, certains
professeurs de premier cycle des colléges
choisissent de ne pas distinguer trés nette-
ment, & propos du parallélogramme, ce qui
va étre pris en classe (avec un certain arbi-
traire) comme définition et ce qui devien-
dra, par ce choix, propriété caractéristique.

On constate alors que le concept de
parallélogramme se réduit dans ces classes
& la juxtaposition de faits élémentaires :
Pour les éléves qui ont été ainsi “exonérés
des subtilités mathématiciennes”, un paral-
lélogramme est un quadrilatére qui a ses
cdtés opposés égaux et paralléles, dont les
diagonales se coupent en leur milieu, dont
les angles opposés sont égaux et les angles
consécutifs supplémentaires, et ce n’est
rien d’autre !

Ce parallélogramme la ne représente
donc pas les différents liens entre ces pro-
priétés, c’est-a-dire que ces éléves “privés
d’une problématique mathématicienne” ne
pourront tirer de leur connaissance du
parallélogramme aucun lien de nécessité
entre une forme de parallélisme, la conser-
vation des longueurs ou des angles. Il ne
faudra donc pas s’étonner si, par la suite,
ces mémes éléves ne manifestent aucune
envie de prouver ce qu’ils affirment en géo-
métrie : la nature des connaissances géo-
métriques qu’ils ont ainsi acquises ne leur
permet pas de faire de preuves!

Certains diront que les éléves de ce
niveau sont bien jeunes pour entrer dans
une telle problématique ; nos expériences
ne confirment pas ce point de vue, et de
plus je suis obligé de constater qu’a ne pas
vouloir entrer franchement dans une pro-
blématique mathématicienne en premier
cycle du secondaire, “ca ne s’améliore pas
spontanément” par la suite.
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En effet, par un mécanisme analogue,
dans le second cycle du secondaire et le pre-
mier cycle du supérieur, on constate que les
racines d’une équation du second degré ne
peuvent &tre envisagées par les éléves en
dehors de I'algorithme du discriminant, la
fonction ne peut se concevoir sans une for-
mule, la croissance ne peut se déterminer
qu’avec une dérivée positive, la convergence
des suites ne peut se détacher de la monoto-
nie, la limite et la borne supérieure ne sont
traitées suivant les étudiants que comme
toujours égales ou au contraire comme tou-
jours différentes des valeurs prises par les
éléments , etc. etc.. Et malgré la sélection,
cet écrasement des concepts se poursuit en
licence de mathématiques auprés d’étu-
diants qui disposent néanmoins de suffi-
samment d’exemples et contre-exemples
pour pouvoir se prémunir contre ces défor-
mations grossiéres de la théorie.

Je fais donc I’hypothése que si Pactivité
mathématique sous le contréle de I’étudiant
(le cours proprement dit, c’est-a-dire I’énon-
ciation par I'enseignant de définitions et de
théorémes et leur démonstration, n’est en
général ni a l'initiative ni sous le contréle de
Pétudiant) se réduit a la résolution d’exer-
cices et de problémes particuliers, I’étudiant
se trouve trés insuffisamment incité a
conceptualiser dans une problématique
mathématicienne. Vu la sollicitation incon-
tournable de I’école vers une mathématique
des examens, et vu les pressions qui s’exer-
cent de 'extérieur pour que personne
n’échoue a Técole, il y a donc de fagon struc-
turelle une trés forte probabilité pour qu’il
se produise au lycée comme a l’université
un glissement de sens de l’activité mathé-
matique et que le jeu scientifique pratiqué a
P’école ne se trouve au niveau de l'esprit en
trés forte contradiction avec les principes
fondamentaux de Pactivité scientifique.
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En clair, je fais la conjecture que léléve
ou létudiant ne peut véritablement concep-
tualiser les mathématiques qu’on lui
enseigne a l'école ou & luniversité que si on
lui ménage des entrées explicites au niveau
de l’action dans une problématique de
mathématicien, c’est-a-dire que si on lui
propose une structure de travail dans
laquelle il va pouvoir lui aussi, de sa propre
initiative, passer du particulier au général
(faire des conjectures), du général au parti-
culier (tester la portée de ces conjectures) et
éprouver le besoin de distinguer le nécessai-
re du contingent (s’engager dans la valida-
tion de ces conjectures).

En fait, la plupart des exercices et pro-
blémes qui sont traités dans une classe doi-
vent (pour &tre efficaces sur le plan d’un
apprentissage & long terme) &tre considérés
par ’éléve comme des paradigmes, i.e.
comme des cas particuliers dont le traite-
ment est porteur d’une grande généralité.
En d’autres termes, quand il travaille un
probléme, 1’éléve doit pouvoir se dire : “en
résolvant ce probléme précis, japprends en
fait & en résoudre beaucoup d’autres ana-
logues, méme s’ils sont apparemment trés
différents ; en identifiant tel obstacle dans
cette situation particuliére, je me rends
apte 4 identifier des obstacles analogues
dans des problémes apparemment bien dis-
tincts”. Pour que I'éleve devienne complice
de cet aspect paradigmatique de I'enseigne-
ment, il faut donc qu’il puisse s’exercer &
passer de sa propre initiative du particulier
au général et, complémentairement, qu’il
prenne ’habitude de profiter de 'étude
d’un objet particulier pour vérifier la portée
et la signification des idées générales.

Toutes les expérimentations du débat
scientifique que nous avons pu mener dans
le secondaire comme dans le supérieur ten-
dent & fonder la thése :
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La fabrication par les éléves ou les étu-
diants d'énoncés généraux, de conjectures, et
la discussion par le groupe classe ou amphi
de leur pertinence et de leur vérité tendent &
rééquilibrer le jeu scolaire au profit du jeu
scientifique. Cette didactique “force léléve” &
chercher la ou les raisons des choses, lincite
(@ mon sens bien au deld de ce que produi-
sent les exhortations magistrales classiques)
& sortir de la contingence au profit de la
découverte d’'une nécessité, qui est le propre
de la démarche mathématicienne.

Quelques éléments a 'appui de cette
these

Pour mieux expliciter le sens de cette
thése, confrontons-la aux avatars didac-
tiques des concepts de fonction, de continui-
té et d’intégrale. Les fonctions sur lesquelles
on fait travailler habituellement les lycéens
et les étudiants de Deug A sont celles qui
sont définies globalement au moyen d’une
unique formule. Ces fonctions-formules nous
fournissent de bons outils pour construire
des situations a-didactiques(*) sur le concept
de continuité ou d’intégrale.
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En effet, une facon de voir si les étu-
diants commencent 4 bien intérioriser la
continuité ou le concept d’intégrale, peut étre
de leur proposer d’étudier I'intégrale dépen-
dant de la borne supérieure d’'une fonction
suffisamment compliquée pour que les cal-
culs de primitive échouent. Dans ces condi-
tions, seuls ceux qui maitrisent les grandes
idées que recouvrent les concepts de continui-
té et d'intégrale peuvent avancer, car précisé-
ment la continuité, la positivité, la monoto-
nie, etc. sont les éléments pertinents qui per-
mettent de répondre & bon nombre d’'interro-
gations sans avoir a effectuer de calculs ; ces
propriétés figurent implicitement dans le pro-
bléme, mais elles n’ont pas été désignées
comme les hypotheéses & utiliser ou comme les
conclusions 4 obtenir.

Cette situation a-didactique pour la
continuité et/ou lintégrale est donc treés
distincte de la situation suivante portant
sur le méme théme :

Le professeur désigne ’intégrale
comme objet d’étude et au lieu de faire
directement un cours sur ce sujet, il

*) La notion de situation a-didactique est un concept développé par Guy Brous-

seau [7] qui permet d'appréhender le phénoméne suivant : dire qu'une situation est
a-didactique par rapport a la continuité, par exemple, signifie qu'elle fait intervenir la
continuité de fagon assez décisive sans qu'il y ait de marques didactiques qui pous-
sent ['éléve a penser que c'est ce concept qu'il faut évoquer.

Ainsi, lorsqu'on dit : soit f une fonction continue qui tend respectivement vers
+ e« quand x tend vers i+ o, et qu'un peu plus loin on demande de montrer que
I'équation f(x) = 2 a au moins une solution réelle, il ne s’agit pas d'une situation a-
didactique vis-a-vis de la continuité, car celle-ci est clairement désignée comme la
donnée pertinente, c'est pratiquement la seule hypothése sur f.

Par contre, s'il s’agit de déterminer le nombre de solutions réelles de I'équation
g(x) = 2 quand g(x) = sin(x3) + \/(x2 + 1), le calcul direct étant trop difficile & réali-
ser, la continuité de g devient le concept non explicitement désigné qui est idoine
pour se persuader que g prend au moins une fois la valeur 2 entre 0 et 3. Cette
situation-la est a-didactique vis-a-vis du concept de continuité, car si I'éléve la fait
intervenir, c'est probablement qu'il en a compris l'importance (la plupart de ses
camarades feront une étude de la dérivée et s'ils arrivent a déterminer son signe,
invoqueront la monotonie de g pour conclure )
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demande aux éleves d’émettre eux-mémes
des conjectures sur cet objet. Il indique que
ces conjectures devront permettre d’antici-
per le comportement de I'intégrale dépen-

dant de la borne supérieure F(x) = | X f{t) dt

d’une fonction quelconque f ; les éléves
pourront, suivant les conclusions aux-
quelles ils veulent arriver sur F (continuité,
dérivabilité, monotonie etc.), supposer que
Pintégrant f est lui-méme soit continu, soit
positif, soit monotone, etc..

Nous utilisons trés régulidrement cette
deuxiéme situation bien qu’elle soit en un
certain sens épistémologiquement moins
fine que la premiére, puisqu’ici les éléves
n’ont plus aucune incertitude au niveau des
concepts & utiliser. (Cette situation est non
a-didactique vis a vis de l’intégrale, elle
Test par contre vis & vis de la continuité).
Nous préférons cette deuxiéme situation a
la premiére parce qu’en pratique on peut la
gérer en laissant beaucoup d’autonomie
mathématique & P'étudiant, alors que dans
le premier cas c’est rarement possible.

En effet, si on met en ceuvre ces deux
situations, que constatera-t-on ?

— Dans le premier cas, si la situation est
vraiment a-didactique, seuls quelques raris-
simes étudiants arrivent & faire quelque
chose de mathématiquement acceptable ; les
autres, ne voyant pas bien ce qu’ils peuvent
faire d’autre, s’acharnent pour faire aboutir
des calculs infaisables ou ne font plus rien
au bout d'un moment. Une telle situation ne
pouvant se répéter plusieurs fois, I’ensei-
gnant, malgré son désir initial de faire faire
de “vraies mathématiques a ses éléves”, se
trouve peu a peu contraint a4 “dé-a-didacti-
fier” la situation, c’est-a-dire qu’au lieu de
continuer & “cacher ce qui était pertinent”
pour que ses éléves entrent dans la
démarche intellectuelle de le découvrir par
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eux-mémes, il leur indique de plus en plus
précisément (& coup de “démontrez que...” et
de questions intermédiaires) les concepts
qu’il faut faire intervenir.

Ce fléchage des concepts utiles a une
efficacité immédiate, mais en fait il tue une
grande part de la potentialité cognitive de
la situation (les éléves réduits au role d'exé-
cutants techniques n’ont plus & penser les
mathématiques qu’ils mettent en ceuvre,
seule la mise en application des techniques
reste & leur charge).

= Dans le second cas, si on utilise un dispo-
sitif codidactique (i.e. un travail en petits
groupes, un débat scientifique entre pairs,
etc.), on constate assez régulidrement que
la grande majorité des éléves ou des étu-
diants se piquent au jeu mathématique de
Panticipation et du controle.

Ainsi on les voit se poser eux-mémes de
vraies questions sur les concepts de fonc-
tion ou de continuité, alors qu’on leur a
soumis un probléme sur l'intégrale ; et vice
versa, en étudiant la continuité de P’inté-
grale dépendant de la borne supérieure, ils
sont amenés a s’interroger sur la significa-
tion profonde de I’hypothése “f est inté-
grable” sur [a, b], et finalement sur I'exis-

tence d’une fonction x — | Xty de.

Bien évidemment, je ne prétends pas
que personne ne comprend dans la premié-
re situation, et que tous apprennent dans
la seconde, mais quelques indices solides
montrent qu’une proportion “anormale”
d’éleves ou d’étudiants font ainsi une
entrée significative dans une probléma-
tique mathématicienne. (“Proportion anor-
male” par rapport a celle qui se dégage
habituellement avec des méthodes plus tra-
ditionnelles). Ainsi, quand j’affirme que
restreindre le travail de P’éléve a la seule
étude de mathématiques particuliéres
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risque de le détourner du sens du jeu
mathématique, je veux souligner que, par
cette méthode, les concepts généraux des
mathématiques risquent de n’étre pour lui
que des qualifiants des objets du cours et
non de nouveaux moyens de connaftre.

Par exemple, pour un éléve de terminale
ou un étudiant de Deug Al, les fonctions, ce
sont des formules, I'ensemble de définition,
c’est Yensemble des valeurs ol les calculs se
font, et la continuité, c’est le qualifiant qui
accompagne algébriquement ces fonctions-
formules, sauf aux endroits ou leur écriture
n’a plus de sens. Par habitude scolaire, I'étu-
diant envisage donc la continuité comme une
sorte d’application directe du cours. Il fait ici
ou la un raisonnement de continuité, parce
qWon lui demande de vérifier que telle ou
telle fonction est bien continue ; mais il ne
pense pas un instant qu'inversement la conti-
nuité pourrait lui éviter des calculs pénibles
ou lui permettre d’orienter ses calculs en vue
d’obtenir un résultat qui ne s’exprime pas au
départ en terme de continuité !

Par exemple, si nous regardons la
conjecture :

“L’ensemble A des nombres rationnels,
dont le carré est plus pelit que 2, n’a
pas de maximum”

la quasi-totalité des étudiants d’un amphi
de Deug Al est persuadée que c’est vrai.

— Pourquoi ?
—Parce que V2 rest pas rationnel !

Question de I’enseignant :
— Admettons que nous ayons démontré ce

résultat “ V2 n'est pas rationnel”, a-t-on du
méme coup montré la conjecture ?

L’amphi :
—Oui!

— Pourquoi?

DEBAT SCIENTIFIQUE EN
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— Parce que c’est impossible que A ait un
maximum.

— Et pourquoi c’est impossible ?

Silence déconcerté de 'amphi. Rires génés
et exclamation & mi-voix :

— Clest évident!

— C’est impossible parce que c’est
impossible !

—¢a se voit !

Au bout d'un temps, petite voix timide
d’'une étudiante :

— Ne serait-ce pas une histoire de continui-
té de x2 7

Rire moqueur de ’'amphi signifiant pro-
bablement que 1’étudiante a dépassé les
bornes : “Il ne faut pas exagérer, car vrai-
ment la continuité n’a absolument rien &
voir avec ce probléme !” On peut donc aper-
cevoir que dans un amphi de 120 titulaires
du bac C, seuls un ou deux étudiants ont
formé un concept de continuité qui leur
permet de montrer autre chose ... que de la
continuité.

Ici cette étudiante tire de la continuité
la non-existence d'un maximum, et la gran-
de majorité de ses collégues ne compren-
nent goutte a ce rapprochement invraisem-
blable, puisqu’ils sont persuadés par amal-
game de la croissance, des valeurs intermé-
diaires et de la continuité ici présentes qu’il
n’y a rien & montrer, que ... c’est évident !
Ils se trouvent donc contraints de se
moquer de cet argument mathématique-
ment pertinent, qui n’a pas de sens dans
leur problématique.

Essayons d’analyser pourquoi il
n’est pas évident de se rendre compte
que la continuité de la fonction x — x2
est ici décisive.
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A mon sens, pour le voir, il faut entrer
dans lunivers des mathématiciens :
— Supposons limpossible, c’est-a-dire que
A posséde un maximum a et tentons de
faire logiquement surgir une contradiction !

— Ecrivons qu'un maximum appartient &
Pensemble: a2<2.

— L’idée naturelle est alors de se dire que si
a2 est strictement plus petit que 2,ily a
une “telle place” entre les deux nombres a2
et 2 qu’on doit “forcément” pouvoir y loger
un carré b2 d’un rationnel b strictement
supérieur & a (ce qui contredirait immé-
diatement 'hypothése “a = max A”).

— Pour se persuader de I’existence d’un tel
b (be Q,b>a et b2<2),'idée “naturel-
le” (si on suppose que le concept de “se rap-
procher de” est un concept opérationnel) est
de traduire Uhypothése a2 < 2 par légali-
té 2 =a2+¢ et de considérer ce nombre &

strictement positif comme la distance
“incompressible” entre a% et 2.

Dans cette vision du probléme en terme
de distance, on sait alors que fout nombre
b2 qui sera proche du nombre a2 de moins
de € ne pourra dépasser 2 (c’estl'idée clef
de cette preuve). Notre probléme sera donc
résolu s’il est possible de trouver un

nombre rationnel b > a dont le carré b2
soit proche de a2 a moins de ¢.

C’est alors que I'idée générale de conti-
nuité de la fonction x — x2 s’impose (si ce
concept existe) comme un fait pertinent. En
effet, en écrivant b=a + 8, on est certain,
grace a la continuité en a de la fonction
X — x2, qu’en choisissant un rationnel
B > 0 suffisamment petit, on fabriquera par
ce procédé un rationnel b > a suffisam-
ment proche de a pour que son carré b?
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soit proche de a2 4 moins de la distance
fatidique & donnée au départ, et donc un

rationnel b telque b2 < 2.

Si jamais on n’était pas totalement
convaincu par ce raisonnement qualitatif,
I'idée de continuité nous permettrait encore

d’organiser nos calculs pour le prouver
explicitement en détail :

— Traduisons nos intuitions en termes
d’accroissements, et pour cela écrivons :

b=a+ 8 avec B rationnel >0.

Par construction, b est un rationnel stric-
tement plus grand que a.

— Ecrivons le carré en développant (a+83)2 ;
on obtient en tenant compte du fait que
a2 = 2-g: b2=2 —e+ 2aB + 2.
— Pour connaitre la position de b2 par rap-
porta 2, écrivons :

b2 =2~ (e-2a.8-82).
Il suffit alors, pour pouvoir affirmer que b
est un élément de A , de montrer que la
parenthése (e€—2 a.B — B2) peut étre ren-
due positive pour un B strictement positif.
— Pour voir si on peut choisir un tel f , il
suffit de résoudre I'inéquation :

e-2aB-032 2 0.

Comme cette inéquation “aveugle”
n’admet pas de solution évidente en B > 0,
on peut toujours, en pensant ¢ la continuité

de x > kx etde x — x2, la transformer
en:

2a.8 + B2 < £;

puis, remarquant que a <2 et en prenant
f <1, on peut effectuer la majoration :

2aB + A2 <58.

Une telle majoration nous persuade que
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notre inéquation de départ sera satisfaite si
Uinéquation plus triviale : 5B < g l'est éga-
lement.

— Il suffit alors de choisir B = €/5 pour
fabriguer un rationnel b strictement supé-
rieura a etdontle carré ne dépasse pas 2.

Ayant ainsi obtenu une contradiction
formelle, on en déduit sous couvert de Uirra-
tionalité de V2 que A n'a pas de maxi-
mum !

N.B. J’ai mis en italique tout ce qui, dans
ce raisonnement, reléve & mon sens d’une
pratique profondément mathématicienne.

Faisons l'inventaire de ces pratiques
profondément mathématiciennes :

— supposer le contraire de ce qu’'on pense
étre le résultat,

— chercher une contradiction,
— travailler par conditions suffisantes,

— utiliser le fait que deux points distincts
sont en un certain sens trés éloignés,

~ utiliser le jeu des écritures, notamment
lécriture b= a + f3, pour signifier qu'on tra-
vaille autour de a et pour matérialiser les
idées de continuité,

— ne pas résoudre aveuglément une inéqua-
tion compliquée, mais faire des majora-
tions, afin d’en résoudre une plus simple
qui implique la précédente,

— choisir, parmi les paramétres possibles,
non pas le “meilleur”, mais un qui soit
simple et qui “marche”,

— considérer qu’une seule contradiction en
fin de raisonnement suffit, par enchaine-
ment logique, pour faire vaciller les pré-
mices, et que si ces prémices sont la néga-
tion du résultat qu'on souhaite établir, il
devient certain par ce raisonnement que ce
résultat est exact.
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Il est clair que pour celui qui est fami-
lier avec ces pratiques mathématiciennes et
qui a une bonne vision de la continuitsé, il
suffit d’évoquer la continuité de x — x2
pour que se dessine rapidement dans son
esprit la trame du raisonnement précédent ;
il est tout aussi clair qu’excepté pour
quelques génies, le raisonnement précédent
ne viendra jamais 4 ’esprit d’éléves ou d’étu-
diants qui sont étrangers a ces pratiques et
a ce concept de continuité. On pourra bien
leur laisser un temps de réflexion quasi illi-
mité, ils n’auront pratiquement aucune
chance de découvrir seuls un tel raisonne-
ment, et méme lorsque le professeur le leur
détaillera, ce dernier risquera de leur appa-
raitre comme une sorte d’extra-terrestre
tant ses arguments seront éloignés de leurs
problématiques : ce raisonnement semblera
immensément loin et complexe & certains et
sera ressenti comme une véritable tartuffe-
rie par d’autres.

Ma conjecture est donc que jouer véri-
tablement le jeu mathématique en
construisant et en discutant des énoncés
généraux est une activité indispensable
pour que de tels raisonnements deviennent

‘abord nécessaires, ensuite accessibles,
enfin naturels.

Sachant qu’a 'heure actuelle les
étudiants qui pratiquent spontanément,
seuls ou avec quelques camarades, une
telle activité de conjecturation a ’issue
des cours et des T.D. sont devenus raris-
simes, cette conjecture didactique a pour
corollaire la nécessité de trouver des
didactiques de cours et de travaux dirigés
qui aménent momentanément ’éléve a
entrer dans une problématique de cher-
cheur. LJorganisation en cours d’'un débat
scientifique est donc une mise en applica-
tion de ce corollaire.
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Des choix didactiques, plus idéolo-
giques que didactiques, vont a
Pencontre de cette thése.

Depuis la réaction contre I’excés de
bourbakisme des “maths modernes” des
années 70, les choix dominants de Iensei-
gnement secondaire et supérieur vont &
mon sens a 'encontre de la thése précéden-
te. Ces choix didactiques reposent essen-
tiellement sur ’analyse suivante :

“Pour que les éléves ne soient pas for-
malistes, pour qu’ils ne raisonnent pas
comme des caisses vides, faisons-les
entrer dans les mathématiques par le cal-
cul, par le travail sur des expressions
“concrétes”, supprimons les mots trop
complexes, n’utilisons plus le langage
symbolique, naturalisons la logique
mathématique, n’insistons pas sur les dif-
férences entre définitions et propriétés
caractéristiques, car toutes ces subtilités
risquent de passer par-dessus la téte du
plus grand nombre des éléves qui se
contenteront alors de jargonner sur des
objets qu’ils ne maitrisent pas.

Limportant n’est-il pas de faire mani-
puler a ’éléve des objets mathématiques
courants?

Parions sur le fait que la conceptualisa-
tion des techniques se réalisera progres-
sivement, de facon naturelle, quand la
complexité des problémes la rendra indis-
pensable et que I’éléve accédera & la
maturité nécessaire, comme cela s’est pro-
duit spontanément chez tous ceux qui
sont devenus mathématiciens, y compris
les trés grands!”.

Il y a, je crois, dans cette analyse pleine

[( » . 2z P t) *
de “bon sens” faite en général par d’anciens
“bons éléves” devenus bons mathématiciens,
un terrible oubli, une formidable ignorance
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de toute lUaction didactique qu’ils se sont
appliquée ¢ eux-mémes (au dela et en dehors
des enseignements officiels) pour com-
prendre, didactique que la plupart des cher-
cheurs continuent @ s’appliquer quotidienne-
ment pour mener de front technique et sens,
langage familier et langage symbolique.

Il y a aussi dans cette fagon d’envisager
les problémes d’enseignement une sorte
d’identification du monde de nos éleves a
notre propre monde d’éléve, car cette analy-
se nie tout ce qu'un certain environnement
extra-scolaire a pu apporter a ceux qui sont
issus de milieux culturellement favorisés,
et par suite ne tient aucun compte du
mangque didactique dont souffrent ceux qui
n’en bénéficient pas.

En fait, il est clair que nos éléves ou
nos étudiants ne deviendront pas tous de
grands mathématiciens et que leur préoc-
cupation principale n’est pas, et ne sera
jamais pour la plupart d’entre eux, les
mathématiques vingt quatre heures sur
vingt quatre, et c’est bien ainsi. Cela a pour
conséquence que, pour eux, le transfert du
particulier au général et du général au par-
ticulier ne va probablement pas se produire
spontanément comme il s’est peut-&tre pro-
duit pour certains d’entre nous.

C’est la raison pour laquelle je pense
que l'action didactique doit prendre en
charge ce probléme explicitement. Le débat
scientifique en cours de mathématiques
(qui agace si fortement ceux qui déclarent
qu’ils n’auraient pas aimé qu’on leur
enseigne les mathématiques de cette facon)
a précisément pour but de faire en sorte
que les éléves non “extraordinaires” par
leurs dons initiaux ou par leur environne-
ment culturel puissent eux aussi “jouer
avec les mathématiques”, qu’ils puissent
apprivoiser les énoncés généraux en appre-
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nant & les manipuler en tenant compte de
leur fonctionnalité, c’est-a-dire finalement
quils parviennent a leur attribuer un sens
compatible avec celui du mathématicien
professionnel.

Je ne défends pas ici le point de vue
irréaliste “tout le monde est capable de faire
des mathématiques & un trés haut niveau”,
mais par contre Uidée plus raisonnable bien
que trés exigeante au niveau didactique : “si
on estime que des mathématiques d’un
certain niveau sont & enseigner dans
un cursus donné, il faut pour les main-
tenir dans ce cursus pouvoir inventer
une didactique qui permette a la majo-
rité des éléves de leur attribuer un
niveau de sens compaltible avec celui
des conceptleurs de ces mathématiques”.

Maintenant on peut se poser la question
: pourquoi soutenir la thése précédente prin-
cipalement en analyse, puisque, si elle est
pertinente en analyse, elle le sera certaine-
ment aussi pour les mathématiques en
général, et peut-étre méme pour tout
apprentissage scientifique ?

En fait, je pense que la pertinence de
cette conjecture est effective sur ’'ensemble
des mathématiques, mais que ses consé-
quences sont plus directement sensibles en
analyse qu’ailleurs, car si beaucoup
d’éleves arrivent dans un enseignement
non problématique 4 manipuler avec un
certain bonheur les équations ou les
matrices, rarissimes sont ceux qui sans
étre entrés profondément dans une problé-
matique mathématicienne, arrivent a faire
autre chose que de la figuration avec les
notions de convergence.

«

Tant que Pexpression“V ¢ >0;3>0; ...
demeure une formule magique, les seuls
traitements possibles de 1’analyse consis-
tent en des manipulations formelles de

DEBAT SCIENTIFIQUE EN
COURS DE MATHEMATIQUES

régles et d’algorithmes de passage 4 la limi-
te, I’éléve ne contrélant ni le sens ni la por-
tée des résultats qu’il manipule au travers
de ces symboles. (Beaucoup d’étudiants de
Deug ou de classe préparatoire savent par
exemple appliquer convenablement les cri-
téres classiques de convergence des séries,
mais une infime minorité sait donner du
sens aux résultats fournis par ces critéres,
i.e. expliciter ce que signifie “la série conver-
ge”, “la série diverge”.)

C’est précisément l'objet de la conjectu-
re suivante que de pointer le fait que “pas-
ser par l’analyse”, c’est accepter, pour des
raisons méta-mathématiques non évi-
dentes, d’entrer dans un jeu scientifique
qui est en un certain sens encore plus anor-
mal que celui que le mathématicien pra-
tique en algébre ou en géométrie.

Deuxiéme thése ou conjecture plus
spécifique de Panalyse

De par les choix au deuxiéme degré
qu’ils contiennent, les raisonnements
propres & lanalyse présentent un saut
épistémologique trés important.

En effet, entrer dans le jeu de l'analy-
se, c’est pour l'essentiel accepter & partir de
quelques principes directeurs de perdre
volontairement une information parti-
culiére trés forte pour en déduire une plus
faible mais plus significative et plus mani-
pulable (majorations, minorations), c’est
penser qu’un détour par linfini peut
permettre de traiter un probleme dont
la formulation est finie.

En particulier, faire de lUanalyse, c'est
croire qu’en utilisant des approxima-
tions et bien souvent des empilements de
plus en plus grands d’approximations, on
peut rationnellement obtenir par des
procédures infinitésimales (et non par la
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magie) un résultat rigoureusement
exact. C'est enfin prendre en compte dans
les calculs certaines quantités trés petites et
en négliger d'autres, sans pouvoir se réfé-
rer dans ce choix & une intuition tirée
de la réalité matérielle, car précisément
ces quantités sont si petites qu'elles ne peu-
vent étre significativement regardées comme
des modeéles d’une réalité sensible.

Je fais donc I’hypothése que contraire-
ment aux démarches de I'arithmétique, de
I’algébre ou de la géométrie qui peuvent
jusqu’a un certain point garder sens & partir
d’une vision assez empirique des mathéma-
tiques, la démarche de ’analyse (quand elle
n’est pas regardée sous son angle algébrisé)
confine rapidement & 'absurdité pour quel-
qu'un qui n’entre pas franchement dans une
problématique mathématicienne.

En effet, dans un traitement de I’analy-
se qui ne se réduit pas & son vernis algé-
brique, il faut accepter un changement
radical de point de vue dans la fagon de
contrdler “qu’un chat est bien un chat”. Ce
changement radical de point de vue est
résumé par ce que jappelle la procédure
de Panalyse qui se distingue des procé-
dures bien connues par les éléves, les pro-
cédures de I'algébre et de 'ordre.

Trois procédures trés différentes,
quoique complémentaires

Pour prouver quune quantité A a étu-
dier est égale a une quantité B connue, i.e.
pouvoir écrire que A=B,

- en algébre, on passe par un nombre fini
d’intermédiaires :
A=C, C=D,..., F=B

-~ sur un ensemble ordonné, on montre
simultanément que A < B et B< A
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- en analyse, on dit :

prenez un élément C strictement supérieur
@ Bet vérifiezque: (1) A <C.

ou

prenez une approximation € strictement
positive et vérifiez que :
(2) la distance d(A,B) < e.

si (1) “marche” pour tout C > B, alors
vous pouvez étre certain que A < B,

ou

si (2) “marche” pour tout £ > 0, alors
vous pouvez &tre certain que A = B.

Si la premiére procédure est assez évi-
dente, et si la seconde, celle de ordre, bien
que beaucoup moins naturelle est cepen-
dant trés “logique”, je prétends que pour
croire d la fiabilité de la troisiéme, pour
accepter de lutiliser, il faut impérativement
quitter les mathématiques empiriques, cal-
culatoires ou concrétes.

En effet, si je me trouve en présence de
deux quantités finies et fixes A et B, sije
les “vois”, je sais en les voyant si A est ou
non inférieure & B, si A est ou non égale
a B ; et si je peux les atteindre par le cal-
cul, jeffectue ces calculs qui vont me per-
mettre de les ranger. Je ne peux donc
m’intéresser a cette procédure de P’analyse
que si je suis poussé dans mes derniers
retranchements, c’est-a-dire si je crois a la
réalité et a 1'utilité de ces deux quantités A
et B, bien que la fagon dont elles ont été
produites ne me permette ni de les “voir”,
ni de les calculer directement.

De plus, pour penser a utiliser une telle
procédure, il faut peut-étre aussi avoir
découvert expérimentalement les con-
traintes du “créneau” (la quasi-impossi-
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bilité de garer sa voiture dans un emplace-
ment qui fait Uexacte longueur de votre
véhicule), il faut donc savoir a I’avance
ce qu’on pourra faire de mieux si on se
“donne un ™ de respiration”!

Pour m’intéresser a cette procédure de
I’analyse, il faut donc que je posséde un
pressentiment de continuité qui me per-
mette d’imaginer que si on me donne un
peu de “liberté” dans la fagon de traiter les
résultats (i.e. au lieu de me demander de
montrer directement que A < B, on me
demande seulement de montrer que A <
B + £), je vais pouvoir profiter de cette
liberté pour faire varier de facon ad hoc le
ou les paramétres qui gouvernent continu-
ment ces résultats (par exemple : si A =
A(x) dépend continument du parameétre x,
alors je sais que si x ne s’écarte pas trop
de sa position initiale, A(x) ne variera pas
de plus de cet €> 0 de liberté qui m’a été
donné).

Si donc je ne sens pas confusément tout
cela, je ne m’engagerai jamais dans une pro-
cédure aussi coliteuse que celle de I’analyse,
puisqu’en principe elle nécessite une infinité
de vérifications ! Et non seulement je ne m’y
engagerai pas personnellement, mais je ne
comprendrai méme pas pourquoi d’autres
personnes osent s’y engager et prétendent
avoir prouvé quelque chose en s’y référant !

Par exemple, lorsque nous établissons
Iinégalité des accroissements finis (C) :

Ifib) -fla)! < K.lb-al, ot K=sup If(t)I,
nous demandons & nos étudiants d’étre

convaincus de la validité de la démarche
suivante :

“Pour obtenir (C), il suffit d’établir I’inéga-
lité (C) : [fib)-fla)l £ K.lb-al, pour
toute constante K’ strictement supérieure
akK..

DEBAT SCIENTIFIQUE EN
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Prenons donec K’ > K et montrons (C 9 ...
ete.”

Bien entendu nos éléves ne protestent
pas, car nous l’affirmons magistralement,
mais sont-ils intimement persuadés de
Pargument que nous leur donnons ?

En effet, la rigueur d’un tel raisonne-
ment portant explicitement sur un seul K’
n’est pas évidente et tient au fait que si
Uinfini n’y est pas explicitement dési-
gné, il est néanmoins potentiellement
présent pour parer a toute contestation.

De fagon précise, ayant & montrer que
A = Iflb) fla)l / Ib-al est inférieur ou
égala K et n’y arrivant pas directement,
on décide de se donner un K’ > K, clest-a-
dire on considére K’ = K + ¢, pour un cer-
taing>0.

En exploitant les possibilités que donne
cet £€> 0 de liberté, on prouve alors que :
A £ K +¢g.(Cestle “principe du créneau” :
en exploitant la différentiabilité de f sur
[a, b, cest assez facile pour un quelconque
£> 0, impossible directement si £=0).

En principe, puisque la propriété
devrait étre vérifiée pour tout € > 0, il fau-
drait maintenant changer de K’, c’est-a-
dire diminuer ¢ et voir si la démonstration
“marche” encore pour un autre € > 0, et
ainsi de suite indéfiniment. En pratique, le
mathématicien (qui a fait sienne la procé-
dure de P’analyse) va considérer de fagon
quasi évidente que il est arrivé 4 démon-
trer que A < K + ¢ sans utiliser sur cet ¢
d’autre spécificité que sa stricte positivité,
il n’a plus besoin d’envisager d’autres cas
pour conclure.

Si néanmoins, pris de doutes, nous vou-
lons expliquer cette évidence, il nous faut
faire un raisonnement par ’absurde pour
nous persuader que le cas de figure A >
K est impossible.
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Eneffetsi A > K, alors on peut écrire
A = K+B avec B >0 etalors, en choi-
sissant €=B/2 eten appliquant le raison-
nement précédent (ce qui est licite puisque
Papproximation € choisie en vue d’obtenir
une contradiction est strictement positive),
on obtient 'absurdité indéniable 1< 1/2 ;
done, par refus de cette absurdité élémen-
taire la, on peut légitimement, sans
craintes, déduire que A < K.

La démonstration précédente repose
donc sur un raisonnement fini dans lequel
on s’est donné des facilités supplémentaires
(C‘ est plus facile & démontrer que C), faci-
lités qu’on devrait “payer” a posteriori par
un recours & l'infini (on démontre en princi-
pe une infinité de C ). Le travail que récla-
merait ce recours explicite & I'infini est
“économisé” par un raisonnement par
Pabsurde. Il y a donc 14, & mon sens, une
procédure détournée trés “anormale” et trés
chére conceptuellement.

Je fais donc Uhypothése qu'on ne peut
étre tenté d’adopter une telle procédure que
si lon est dans une problématique assez
générale, car alors :

— d’une part on n'aura peut-étre aucune
autre solution,

— d'autre part, les objets que 'on manipule-
ra seront relativement bien adaptés a ce
type de traitement.

En effet, celui qui a repéré les possibili-
tés que lui offre cette procédure pense facile-
ment & lintroduire dans I’élucidation d’un
probléme général, car dans ce cadre il lui
suffit de faire les hypothéses de continuité
indispensables & son fonctionnement a
chaque fois que cela lui parait nécessaire.
Bien entendu, faire des hypothéses supplé-
mentaires pour pouvoir utiliser un outil de
démonstration peut restreindre inutilement
la portée de résultats que I’on établit ainsi.
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Mais c’est dans l’esprit méme de la résolu-
tion d’un probléme général que d’arriver 4
cerner des classes de situations favorables
ol tout “marche bien” grace & des hypo-
théses de continuité (ou bien, au contraire,
de constater que méme avec des hypothéses
supplémentaires de ce type, on ne peut tou-
jours pas garantir le résultat).

Par contre, dans une problématique
initialement trés particuliére ou trés algé-
brique, on aura tendance i s’acharner sur
la particularité, & faire des calculs, & cher-
cher des raisons techniques éventuellement
trés compliquées, car rien a priori ne nous
incitera & penser qu’un passage par l’infini
fournirait une solution 4 un probléme qui
est explicitement posé en termes finis, ou
que des majorations ou des approximations
pourraient en fin de compte produire les
égalités recherchées.

En résumsé, il me semble qu’en analyse,
le jeu mathématique scolaire, s’il n’est pas
compensé par un fort jeu scientifique, est
condamné plus qu’ailleurs a se réduire a la
mise en ceuvre assez mécanique de
recettes, car il oblige I’éléve qui ne contrdle
plus rien au niveau du sens et de la validité
4 faire une confiance quasi aveugle en
Tenseignement!

Deés lors se pose la question du sens
véritable de notre formation scientifique,
car si les vraies raisons qui valident la
démarche échappent 4 ’apprenti scienti-
fique, la rationalité qu’il développe dans cet
apprentissage est sans objet.

En effet une telle rationalité n’a pra-
tiquement aucune fonctionnalité externe :
elle n’est pas exploitable dans le monde
du travail, elle n’est pas non plus libéra-
trice pour I'individu, puisqu’elle n’est uti-
lisable que dans P'atmosphére aseptisée
de I’école.
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Un exemple ou I'analyse scolarisée
glisse vers une caricature de
démarche scientifique.

Pour ne pas en rester au stade des
affirmations générales, regardons sur un
exemple caractéristique de 1’analyse (la
procédure différentialo-intégrale) jusqu’ou
peut aller la perte de contrdle épistémolo-
gique de Fétudiant, quand on veut lui évi-
ter d’entrer de plein pied dans une problé-
matique scientifique.

Quel probléme didactique va-t-on épin-
glerici ?

Combien d’étudiants sortant d’une
licence de mathématiques ont remarqué en
quoi la mise en équation différentialo-inté-
grale de certains problémes dits “phy-
siques” est une pure mystification quand on
Teffectue sans contréle? et inversement,
combien d’étudiants de physique ont réalisé
qu’en exercant un minimum de contrdle, ils
disposaient par cette procédure de
Iexemple méme de ce que la science peut
produire de meilleur, quand elle exploite
convenablement la rationalité mathéma-
tique pour traiter physiquement certains
aspects de la réalité ?

De quoi s’agit-il au fait dans cette procé-
dure ?

1l s’agit de remplacer un calcul direct
qWon ne sait pas effectuer, par un empile-
ment de calculs approchés, empilement qui
paradoxalement devient de plus en plus
précis 4 mesure qu'on augmente le nombre
des approximations, jusqu’a fournir a la
limite, par un moyen trés détourné, un
résultat rigoureusement exact ! De fagon
plus technique, cette procédure se présente
de la fagon suivante :

— Ne sachant pas calculer directement un
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résultat V attaché ¢ un objet £, on
“découpe” astucieusement l'objet Q en par-
ties ou “tranches trés petites” AS2, dans
lespoir de pouvoir calculer plus simplement
le résultat partiel AV correspondant a
chaque élément AQ du découpage.

On fait cela bien sfir quand des consi-
dérations externes montrent que le problé-
me est additif, c’est-a-dire que la somme
de toutes ces contributions partielles AV
redonne le résultat V initialement
recherché.

En principe donc V = X AV et par suite,
si on connait exactement tous les Av, on
connait par sommation finie le résultat V
recherché.

— Par une alchimie qui échappe facilement
au néophyte, le calcul du résultat partiel
AV devient dV = flx) dx, ou fx) estle
coefficient qui apparait pour calculer AV
quand on considére que “I’épaisseur” dx de
la tranche est “infiniment ou trés petite”.

La somme finie 3 Av devient alors Jdv
ou fab f(x) dx, qui par la théorie de l'inté-
gration se calcule en effectuant ’opération

F(@®b) - F(a) avec une primitive quelconque
F de f.

Ainsi se présentent donc la plupart des
mises en équations différentialo-intégrales !
Pour des raisons de coutume didactique et
d’efficacité scolaire, personne ne se révolte
contre ce qui pourrait apparaitre @ beau-
coup, lorsque cela se reproduit, comme un
tour de “passe-passe”.

Il n’y a pas de révolte car, d’abord, per-
sonne n’a envie d'aller calculer directement
le YAv qui a du sens physique, mais qu’on
ne sait pas traiter algébriquement, alors
qu’on sait calculer (tout au moins dans les

cas qui sont présentés a I'école) le fgf'(x) dx
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par un calcul de primitive classique. Ensui-
te et surtout, il n’y a pas de révolte parce
qu’a chaque fois que cette procédure est uti-
lisée dans le cadre scolaire ou universitaire,
elle ne fournit jamais de résultats surpre-
nants : on retrouve bien ©R2 pour l’aire du
disque et 4/gnR3 pour le volume de la

sphére !

Jusqu’a ce point, on pourrait dire qu’il
n’y a rien la de trés scandaleux : nous utili-
sons tous & un moment ou & un autre des
sortes de boites noires dont nous contrdlons
uniquement les entrées et les sorties, et le
travail scientifique n’interdit pas (bien au
contraire) de faire confiance aux équipes
constituées qui nous fournissent des outils
scientifiques dont elles garantissent les
spécificités.

La ot la procédure reléve de la mystifi-
cation, c’est lorsque P’étudiant cherchant a
s’en servir pour établir lui-méme un résul-
tat, se trouve face au fait crucial suivant :

Quand on découpe Q en parcelles
AQ , dans 99,99... % des cas on ne sait
pas mieux calculer exactement au
moyen d’une procédure algébrique le
AV qu’on ne savait le faire directe-
ment pour V (c’est méme souvent encore
plus délicat, car les morceaux AQ ont
éventuellement perdu les symétries et
autres régularités que détenait I'objet glo-
bal initial Q).

Par suite, écrire en utilisant le mot
magique “tranche infiniment petite”
que : AV = f(x) Ax , reléve du miracle
ou de la “magouille”.

Par contre, en analysant les caractéris-
tiques de la situation et en essayant de
modéliser la tranche AQ par une tranche
“plus simple” dQ, I’hypothése “ Ax est infi-
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niment petit” permet honnétement d’envi-
sager de pouvoir décomposer le résultat
partiel Av (que l’on ne sait pas calculer
exactement) en somme d’un résultat
idéal dv proportionnel & P’épaisseur Ax
(résultat idéal que ’on écrira dv = f{x) dx)
et d’une partie secondaire r(Ax) qui
représentera ce que l’on ne sait pas
calculer :

Av = dv + r(Ax).

Si, pour calculer V, on additionne dans
ces conditions tous les résultats partiels
Av, d’un c6té on va bien retrouver le résul-
tat V cherché et de Pautre on va trouver
deux sommes : une somme J2.dv dont la
théorie de l'intégration garantit sous des
hypothéses faibles ( f intégrable) qu’elle
tend vers [fdx, et une somme X r(Ax) qui
représente la somme de toutes les erreurs
commises dans le calcul approximatif des
résultats partiels :

V=23dv + 3r(Av).

En sciences, apparition de ce
reste Y r(Ax) est a priori dramatique,
car dire que chaque reste r(Ax) est
trés petit, ne garantit en rien que la
somme Y, r(AX) de tous ces restes le
soit aussi.

Dans une procédure de découpages de
plus en plus fins, la précision sur chaque
tranche augmente, mais le nombre des
tranches aussi, et I'un des b.a.-ba de I’ana-
lyse est de réaliser que la somme d’un
grand nombre de quantités trés petites
peut ne pas étre petite.

Par exemple, quand chacun des a; est de

Tordre de 1/n,la somme X{™ a; n’est pas
toujours petite :

Y1 a; > 1/2 quand aj =i/n2
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et XiMaj = 1010 quand aj; = 100/n.

A priori done, les mises en équa-
tions intégrales devraient immanqua-
blement déboucher sur une discussion
de fond : quels sont les ordres de grandeur
admissibles pour 1(Ax) qui légitiment cette
procédure ? c’est-a-dire a quelles approxi-
mations partielles r(Ax) a-t-on droit pour
que leur somme 3 r(Ax) tende vers zéro
quand Ax tend vers 07?

Une réponse simple pourrait étre : si
Perreur partielle est du second ordre
au sens large (i.e. r(Ax)| < M.Ax2 ot M est
une constante quelconque, par exemple

1010 | ou encore r(Ax) = Ax.c (AX) avec
£(Ax) tendant vers zéro — indépendam-
ment de x — quand Ax devient infiniment
petit, ou encore des hypothéses plus poin-
tues), alors Y r(Ax) tend vers zéro
avec Ax et la procédure est valide.

Mais la coutume d’enseignement est
autre : pour éviter la partie proprement
analyse de cette mise en équation, on ne
discute pour ainsi dire jamais en mathéma-
tiques comme en physique les ordres de
grandeur qui légitimeraient la procédure
adoptée. Par suite, on est condamné a pra-
tiquer ces mises en équation “sauvage-
ment”, c’est-a-dire sans véritablement se
soucier de savoir si ce qu'on ne prend pas
en compte dans la mise en équation est ou
non infiniment petit par rapport & ce qu’on
retient pour ce calcul.

Les mots magiques utilisés par tous
sont alors : “la tranche est trés fine, Ax est
infiniment petit...” et c’est & ce stade que la
procédure intégrale devient, & mon sens,
une véritable mystification scientifique.

En effet, en bonne logique, si dans
cette procédure on “jette r(Ax) du seul

DEBAT SCIENTIFIQUE EN
COURS DE MATHEMATIQUES

fait qu’il est infiniment petit”, il faut
de méme “jeter f(x) Ax qui lui aussi est
infiniment petit” !

Mais cela, on ne le fera jamais ! car si
on le faisait, il ne resterait plus rien a inté-
grer, et on serait vite conduit & abandonner
cette procédure qui ne présenterait plus
les apparences de la scientificité!

On ne garde donc cette procédure que
parce qu’en présentant une facade de ratio-
nalité, elle nous redonne les résultats que
nous connaissons déja.

Autant donc donner directement le
résultat qu'on prétend établir rigoureuse-
ment ainsi, puisque les moyens de contrdle
qui sont évoqués (toute théorie de l'intégra-
le mise & part) sont tels que personne ne
peut savoir si ce qui est négligé est négli-
geable ou au contraire aussi grand, si ce
n’est beaucoup plus grand, que ce qui a été
minutieusement calculé. Pour que cette
procédure intégrale prenne sens et donne &
Pétudiant un nouveau moyen d’investiga-
tion sur la réalité physique, il nous semble
donc nécessaire de lui offrir ’occasion
d’effectuer “sauvagement” des mises en
équations intégrales qui produiront “natu-
rellement” des résultats absurdes.

Par exemple, on peut proposer des mises
en équation qui “prouvent” que Paire latéra-
le du cone est égale a la moitié de celle du
cylindre de méme disque de base et de
méme hauteur, ou que la surface de la sphe-

re est égale & w2 R2 (cf[1] et Artigue M.[8]).

A partir de ces expériences qui condui-
sent & de véritables catastrophes (trouver
par cette procédure une aire 2 fois, 10 fois,
10 000 fois supérieure a la réalité), la dis-
cussion sur les ordres de grandeur des
approximations locales 1(Ax) a de bonnes
chances de prendre plus de sens.
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La procédure intégrale une fois dotée de
quelques outils opérationnels pour contrd-
ler la légitimité de ce quon néglige, peut
devenir pour ces étudiants non seulement
un formidable moyen d’investigation scien-
tifique, mais aussi un paradigme, une
remarquable illustration de ce que peut
produire la science quand elle marie intui-
tion et rigueur.

En conclusion, je fais donc ’hypothé-
se que si 'enseignement traditionnel abou-
tit si inexorablement & de telles mystifica-
tions scientifiques, c’est probablement qu’il
est quasiment impossible d’aborder scienti-
fiquement des concepts fondamentaux, tels
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la continuité ou l'intégrale, sans convier les
éleves a pratiquer le grand jeu, c’est-a-dire
le jeu d’'une communauté scientifique dans
laquelle chacun s’essaye a produire des
énoncés généraux (les conjectures) et se
sent en charge de controler la validité de

ceux qui lui sont proposés par les autres.

Dans I’entreprise didactique, ce jeu
scientifique est difficile & maintenir dans
son esprit certes, mais n’est-ce pas par lui
que l'on pourra le plus slirement faire par-
tager a nos éléves une valeur fondamentale
de notre culture : l'accés ¢ une forme de
rationalité qui confére & ceux qui la maitri-
sent une certaine indépendance de pensée ?
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