REPERES - IREM . n°9 - octobre 1992

HISTOIRE DES MATHEMATIQUES
EN CLASSE DE TERMINALE

Monique NOUET

Irem des Pays de Loire
Centre du Mans

I faut accoutumer les Hommes & voir eux-mémes
la vérité. Lorsque pour leur rendre les Sciences
faciles, on ne les oblige point de la chercher eux-
mémes, de la découvrir, de la consulter, il se peut
bien faire qu’a force de leur rebattre les choses, on
les fasse entrer dans leur mémoire. On dirait
méme, & les entendre parler, qu’ils les savent ;
mais la suite fait voir le contraire, outre que ce
qui n'est que dans les mémoires se perd aisément .

Lamy. Entretiens sur les Sciences

I — Introduction

Pourquoi décide-t-on de faire, de I'his-
toire des mathématiques, un élément
d’apprentissage ? Les libellés des pro-
grammes restent, a ce sujet, encore bien
timides et ne semblent y voir qu’un élément
culturel. Est-ce un luxe que l'on s’offre lors-
qu’on a le sentiment que le programme est
suffisamment avancé pour que I'on puisse
détourner quelques heures sans compro-
mettre le déroulement de ce programme ?

Au risque de paraitre quelque peu sim-
pliste je dirai que, dans un premier temps,
j’ai proposé a mes éléves des activités a
caractére historique parce que je voulais
leur faire éprouver le plaisir que j’avais
éprouvé moi-méme a la lecture de textes
originaux, activité récente & cette époque

puisque, aprés avoir vécu une semaine
d’immersion compléte au cours d'une Uni-
versité d’Eté, je venais de me joindre & un
groupe de recherche en histoire des mathé-
matiques. “Je découvre — jaime — j’ai envie
de faire partager”. Voila, briévement expri-
mée, ma motivation premiére.

La premiére année de pratique (1986-
1987) sur un nombre restreint de thémes,
m’a conduite & analyser les objectifs que
Pon pouvait alors assigner a l'utilisation
de Thistoire des mathématiques, & diversi-
fier les formes de travail avec la classe
suivant la difficulté des textes, a dégager
des critéres de sélection des textes propo-
sés et & cerner les apports de cet élément
d’apprentissage.
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1 - Les objectifs

Aprés quelques années de recul,
Pobjectif premier que jassigne & Dhistoire
des mathématiques concerne le regard que
Ton porte sur cette discipline : il est pos-
sible de montrer que les mathématiques
constituent une science en mouvement et
que les concepts que l'on utilise ne se sont
pas toujours constitués simplement. Leur
élaboration est souvent le fruit d’un long
parcours. Aprés une période de flou, le
concept s’affine, se structure pour recevoir
finalement une définition qui permettra
alors une utilisation satisfaisant aux exi-
gences de la rigueur mettant fin a toute
polémique éventuelle. Citons en exemple
le cas des nombres complexes, du calcul
infinitésimal.

Sans dire que les éléves connaissent,
dans P’assimilation des concepts, une
démarche analogue et qu’il suffit de leur
faire reconstruire les méandres de I’histoire
pour qu’ils comprennent, faisons, de la
prise de conscience de ces difficultés, un
objectif ; Papport de cette prise de conscien-
ce sera développé dans la derniére partie de
cette introduction.

Science en mouvement ; il serait dom-
mage que nos éléves quittent le lycée
comme cette éléve de Premiére, & une
époque ol I’histoire des mathématiques
n’était pas envisagée comme composante
de I’apprentissage, qui, venant d’étudier
les équations du Second degré se deman-
dait “ce que l'on peut encore chercher en
mathématiques”. Science achevée avec le
second degré ! Souhaitons plutét, sans
tomber dans un manichéisme primaire,
lire ce qu’écrivait plus récemment un éléve
de Terminale : “Les mathématiques sont
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pour moi... passées du statut de science
morte & celui de science vivante, avec ses
évolutions historiques, ses applications
pratiques”.

Lhistoire permet aussi de montrer les
divers aspects que peut prendre un méme
concept (exemples : la tangente & une
courbe en un de ses points, la notion de
courbe...) et leur champ de performance.
Savoir choisir ’aspect (algébrique, géomé-
trique, mécanique...) le mieux adapté au
probleme tel qu’il est posé peut &tre consi-
déré comme un objectif d’enseignement. 11
ne me parait pas souhaitable de décréter
qu'un aspect (le dernier mis en place ou
encore celui que l'on maitrise le mieux) est
“omniperformant”. Rapportons cette ques-
tion, lue dans un mémoire présenté en fin
de Seconde année d’IUFM & propos des
équations de droites en Seconde (équation
ax + by + ¢ = 0 qui doit se substituer
a équationy = ax +b):

“Comment imposer aux éléves 'utilisation
de Péquation ax +by +¢c=0?"

Si les situations proposées aux éléves ne
sont pas convaincantes et ne distinguent
pas I’aspect fonctionnel de la notion d’équa-
tion de courbe, les éléves reviennent a la
premiére forme rencontrée.

Elément culturel incontestable, I’histoi-
re des mathématiques permet de sensibili-
ser a I'histoire des sciences d’une facon plus
générale ; elle conduit & mieux connaitre la
culture d’'une époque, I’évolution du langa-
ge scientifique, & dégager la notion de
méthode de résolution. Sans prétendre, &
l’aide de quelques textes, connaitre la cul-
ture d’une époque, il est possible de sensibi-
liser les éléves a la lecture d’un texte en
pensant 1’époque et donc de souligner enco-
re la notion de savoir qui évolue.
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2 - Les procédures

Les procédures utilisées varient en
fonction de la difficulté des textes proposés.

Ces textes sont sélectionnés suivant
deux critéres dont I'un est trés subjectif : je
choisis parmi les textes que je connais ceux
que je pense pouvoir bien exploiter. Ensuite
je retiens les textes qui sont en liaison avec
les contenus de programmes que je dois
traiter. Il n’y a donc pas d’étude systéma-
tique de textes. Leur intégration a I’étude
d’un chapitre, comme un moment de cette
" étude, évacue pour moi le probléme du
temps consacré a Phistoire des mathéma-
tiques. Le probléme est plus celui de la
connaissance d’un texte et de la pertinence
de son étude. Il sera aussi bien une source
de probléme, l'illustration d’'une méthode
de résolution, une situation apportant a
I’éléve un élément de construction d’une
représentation d’un concept, une occasion
d’utiliser un savoir, de réinvestir... L'exploi-
tation d’'un texte présente ainsi de nom-
breuses facettes.

Les exemples présentés ici montrent
diverses procédures d’utilisation. Dans le
cas des équations du Second degré, non
rapporté ici, le travail sur un texte de Dio-
phante n’a proposé que quelques exercices
paralléles permettant la compréhension du
texte et dégageant la méthode de résolution
utilisée par Diophante. En revanche, un
texte d’Euclide, (voir les Actes de I'Univer-
sité d’Eté - Lille - 1990 - & paraitre) a néces-
sité un travail de préparation de plus gran-
de ampleur : lecture du texte, découpage
des phrases, transcription en termes
modernes... Ce travail a permis aux éléves
(1ére S) de travailler seuls, sans aide sup-
plémentaire.
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8 - Les réactions des éléves

Les éléves, d’abord surpris par ce tra-
vail, sont en général plutdt réceptifs et
manifestent une certaine curiosité. “Ca
change”. Dans un premier temps ils ont le
sentiment de ne pas faire de mathéma-
tiques, de vivre en marge du programme,
une sorte de récréation. L'intégration de ces
textes au déroulement du programme fait
perdre ce sentiment. Restent alors les réac-
tions devant les textes eux-mémes. De la
capitulation aprés la lecture de quelques
lignes (avec certains textes d’Euclide) au
sourire, voire au rire, avec des textes plus
récents (Roberval) en passant par indiffé-
rence, toutes les réactions sont exprimées.
Les éléves se demandent pourquoi Pexpres-
sion est si lourde, pourquoi le symbolisme,
les vecteurs, ne viennent pas faciliter la
communication. On se reportera au com-
mentaire accompagnant la construction de
la tangente & une parabole par la méthode
de Roberval.

Je précise qu’il n’est procédé a aucune
évaluation spécifique a I'histoire des
mathématiques. Elément d’apprentissage,
c’est sur les apprentissages que portera
Pévaluation.

4 - Les apports

Les apports de l'utilisation de T’histoire
des mathématiques sont variés.

Personnellement, je pense que le plus
important, dans ma relation avec les
éléves, concerne la remise en cause de mon
rapport au temps : laisser aux éléves le
temps de construire progressivement, de

17



HISTOIRE DES MATHEMATIQUES
EN CLASSE DE TERMINALE

connaitre des moments d’errance, de
reconstruire. Des réajustements peuvent
intervenir continuellement au cours de
’année scolaire. De méme, 'expression
s’améliore au fur et & mesure que s’élabore
la maftrise d’'un concept.

Les éléves peuvent comprendre que l'on
accepte leurs balbutiements puisque ceux-ci,
Thistoire le prouve, peuvent étre porteurs de
savoirs bien compris. Les éléves sont rassu-
rés ; les moins performants peuvent
reprendre confiance, agir 4 nouveau, sachant
que la recherche peut ne pas étre fructueuse
nécessairement dés le premier essai.

La présentation d’un méme concept
sous divers aspects conduit I’éleve a s’inter-
roger sur 'adéquation de la forme utilisée
au probléme posé, élargissant ainsi son
champ de performance.

Source de problemes, I’histoire des
mathématiques enrichit notre domaine
d’investigation au moment de P'élaboration
d’énoncés tout en donnant ’occasion de por-
ter un regard sur la construction de 1’édifice
mathématique.

Il semble intéressant aussi d’entendre
les éleéves justifier par la non existence de
I’objet vecteur la formulation du texte de
Roberval sur la tangente 4 la parabole.
Toute référence a la chronologie, méme
grossiére, les laissera sensibles au proble-
me de la construction progressive des
mathématiques, aux apports des nouveaux
concepts, tant dans Pexpression que dans
les méthodes de résolution.

Les deux paragraphes suivants déve-
lopperont deux exemples : construction de
la tangente & une courbe en un de ses
points et calcul de I'aire d’une surface.
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II — TANGENTES AUX COURBES :
LA METHODE DE ROBERVAL

La représentation de courbes a
Taide d’un paramétrage :

x=1ft),
y=gt).

figure au programme de Terminale C avec
notamment la construction de la tangente &
la courbe en un de ses points.

Si I'on regarde ces courbes comme des
trajectoires de points mobiles, passage d’un
point de vue statique & un point de vue
cinématique, en introduisant la notion de
mouvement, alors il est possible de déter-
miner, a 'aide de la méthode de Roberval,
les tangentes & des courbes en composant
des mouvements. Le travail sur la parabole
et la cycloide présenté ici a été réalisé avec
une classe de Terminale C en application
du cours sur les courbes paramétrées.

1-Tangente a la parabole

Voici la fiche présentée aux éleves,
fiche qui avait pour objectif, outre la pré-
sentation de la méthode de Roberval, de
prouver ’existence d’une tangente en
chaque point de la parabole et de dégager
une propriété de cette tangente (cf. enca-
drés ci-contre).

Cette fiche telle qu’elle est présentée ici
a été travaillée en 1990-91 aprés 1’étude
des courbes paramétrées et de la parabole.
La séance a duré une heure. Les éléves ont
d’abord travaillé individuellement sur la
premiére partie de la fiche : exercice, puis
nous avons lu ensemble le texte de Rober-
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Encadré 1. Etude des tangentes a la parabole.

(1) Irem du Mans, Mathématiques, arts et techniques au XV/iéme siécle, p. 134. 19




REPERES - IREM . n°9 - octobre 1992

HISTOIRE DES MATHEMATIQUES
EN CLASSE DE TERMINALE

Propofition- cinquiéme..

OwNER les tonchantes des lignes cougbes par L

les mouvemens. mémes mélez, o
"“Mais nous fuppofons quon nous en donne’affez d&
 propriétez {pécifiques, qui nous faffenc gonnoitre fes
¢ mouvemens qui les déeriyene, 1.0 RENEN

g une ligne courbe,
e.en chaque-pofition:de.ce po
Le principe cft affez - intelligibl
- facilement dés qu'on Taura con d

u o
fera point a:
Yous trouverez ‘dans les exemp

‘chahtes des {e@tions coniques, celles

3 le moyen de le décrire parla cin
thode généralede Monfieur’ Mydorge live

1Bmpc.’:ﬁ\:ion:1.5'. quieft relle.” o oo
Le fommet & le foyer de ld ‘parabole étant
- de pofition,, trouver dans le méme- lan tant de: poin
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““mens droxts cgaux don Pun

. ;rc eftfa

effe que

E for laqu

autour dc T'ang
tion du: moavcmcnt compofé

¥ qité ‘perpendicu- .

structlon de Roberval
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val afin de retrouver dans la construction
la caractérisation de la tangente mise en
place dans la premiére partie. A condition
d’établir un paraliéle entre la caractérisa-
tion de la parabole donnée par Roberval et
celle que les éléves ont apprise (foyer et
directrice) donc de resituer dans le texte les
éléments connus (foyer A et directrice per-
pendiculaire & (AB) en B) le texte est relati-
vement bien compris par les éléves. Ils sont
quelque peu surpris par I'utilisation d’'une
méme lettre pour désigner des points diffé-
rents dans la figure (la notation ne repré-
sentant que la propriété du point : E point
quelconque de la parabole). Un éléve s'est
aussi étonné de voir des droites désignées a
Taide de trois points alors que depuis le col-
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lége on impose aux éléves de ne donner que
deux points pour désigner une droite.

Signalons que le vieux frangais étonne
toujours et ne facilite pas la lecture du
texte, mais cela semble un exercice de
transcription intéressant, il souligne
notamment la non fixité de Yorthographe.

2 - Tangente a la cycloide

Cette activité sur les tangentes peut
&tre complétée par les fiches suivantes
consacrées a la détermination de la tangen-
te & la cycloide par Blaise Pascal (cf. enca-
dré 2 ci-dessous).

Encadré 2.

22
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(3) J.P.CLERO, E. LEREST, La naissance du calcul infinitésimal au XViléme siécle, p. 70. 23
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III — CALCUL D’AIRES

Dans le cadre de ’étude du calcul
d’aires, en application ou en introduction
du calcul intégral, nous présentons
quelques méthodes, utilisées au cours des
temps, pour déterminer des aires de figures
classiques : le cercle (Archiméde - Arnauld)
et la cycloide (Roberval).

REPERES - IREM . n°9 - octobre 1992

Tout ou partie, suivant les années, a
été travaillé en Terminale C. Le texte
d’Archiméde a été lu collectivement puis les
aides ont été fournies lors du travail indivi-
duel. Aprés résolution des exercices propo-
sés en aides, 'analyse du texte a été reprise
collectivement.

n ﬁ"et
les arcs-en’ deux p"artles egales et que les segmentS' soient f nalement moi
' excedent du cercle sur le trzangle Des lors la fi igure rectlllgne est plus grande-encore:

= lus petit que le"" 7
levcoté restant pulsqu ll est plus ‘petit que la ctrconferen

juerice; la figure: recliligne'éii'conscrite est plus petite encore que le tna’ngle E;
& Gui est absurde, car elle est plus grande, parce que NA' est égal ¢ la hauteur du tri-

angle; tandzs que le:périmétre est plus grand que la base du triangle. Dés lors, le cercle

équivantau tiiangle E <. . .

Encadré 3. . i L
24 {4) ARCHIMEDE, La mesure du cercle, in Collection des Universités d
France, Archiméde Tome 1, traduction C. Mugler, Edition Les Belle

Lettres, 1970.
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— en utilisant le Tectangle” LM _
trez quel’ alre du trlangle LMN “est supé

Aire (AEJ ) >— alre (AEL)

Aire (AIJ) > — an‘e (AKL)

(5 EUCLIDE, Eféments, Livre X, Prop. 1.
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Lecture et compréhension du texte

Notons :
Ac laire du cercle,

At Taire du triangle rectangle dont un
coté est égal au rayon et 'autre égal au
périmétre du cercle,

Ap laire d’un polygone inscrit ou
exinscrit au cercle.

1 Supposons Ac> . At.

Posons e = Ac — At , excédent du cercle
sur le triangle.

Inscrivons des polygones dans le cercle ;
d’un polygone & I'autre on double le nombre
de cbtés.

En passant du polygone P au polygone
suivant P on enléve a Ac -~ Ap plus de

la moitié de Ac —Ap . En procédant ainsi
un certain nombre de fois on peut obtenir

un polygone pour lequel Ac - Ap est
inférieur & e (Axiome d’Archiméde).

Pour un tel polygone Pon a:

Ac-Ap<e
donc Ac- Ap < Ac- At
par suite At < Ap
or .ﬂp=%h £

(h apothéme du polygone, £ périmétre du
polygone)
et At = 1 Rp.

Puisque 2 <R R

et £<p,ona: h
4h <Rp,

d'our:

Ap < At.

26
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Il y a donc contradiction avec l'inégalité
Ap > At précédemment établie, si bien
que Ac> At est impossible.

2 Supposons JAc < At.

Posons e = At — Ac . Circonscrivons des
polygones au cercle, d’un polygone & l'autre
on double le nombre de cotés.

En passant du polygone P au polygone
suivant P’ on enléve & Ap - .Ac plus de
la moitié de Ap —Ac . On peut ainsi obte-
nir un polygone pour lequel Ap — Ac est
inférieur a e.

Pour un tel polygone P ona:

Ap-Ac<e
Ap - Ac < At- Ac
Ap < At

or .ﬁp=—;—R,€
ﬂt:%RP

Puisque £ >p,ona Ap>At.Ilya
contradiction avec Ap < At, donc l'inéga-
lité JAc < At est impossible .

Ac = At,

Ac = % Rp.

Par suite

L'aire du cercle selon la méthode des
indivisibles (cf. encadré 4).

Exploitation du texte : Nous avons pro-
cédé & une lecture collective du texte en
apportant, au fur et & mesure des besoins,
les éléments nécessaires a la compréhen-
sion du texte :

- “Le cercle est égal au triangle rectangle” :
le cercle et le triangle ont la méme aire,
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Encadré 4.

3 d’Amauld (1667) (‘)

gale a la czrconference ‘du cercle

»

rayon-db , égale a la circonférence

la’tangente be

"'cn'conf f bc fg

7 ‘Cii‘

; c1rconf b:be c1rconf f: fg

a circonférerice ‘j)as’é'aﬁt parlepoint f, est égale & fg , paralléle & be «

(6) ARNAULD, Nouveaux éléments de géomélrie, 1667, réédition lrem de 27
Dijon, 1985.
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- “Si on tire de tous les points du rayon des
circonférences concentriques au cercle” : un
point (f) durayon db étant choisi tracer
le cercle de centre d passant par f. Faire
varier f dans le segment [db].

- “Or la circonférence et la paralléle tirées
du méme point sont égales...
bd : df :: circonf b : circonf f
be:fg

Ces derniéres lignes se lisent :

bd est & df comme la circonférence b est
ala circonférence f et bd esta df comme
bc esta fg.

Elles se notent actuellement :

bd _ circonf. b bd _ bc
df ~ circonf. f

af T fge
La premiére, écrite :

circonf.b _ circonf. f

bd - df
traduit I'invariance du rapport de la lon-
gueur de la circonférence du cercle & la lon-
gueur du rayon. La deuxiéme traduit la
similitude des triangles dbc et dfg,
(exprimable aussi & I'aide du théoréme de
Thalés ou d'une homothétie).

e circonf.b _ bc
Alnst circonf. f = fg
Et comme bc = circonf. b , on a bien :

fg = circonf. f.

L'aire d’une arche de cycloide par la
méthode des indivisibles.

Le calcul de P’aire d’'une arche de cycloi-
de est étudié suivant les années dans le
cadre d’'une le¢on sur les courbes paramé-
trées ou au cours de I’étude des applica-
tions du calcul intégral. L’étude de la
cycloide a porté sur :

28
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— une histoire de la cycloide (lecture de
textes de Pascal extrait des Oeuvres Com-
plétes de Pascal) permettant de définir la
cycloide et de proposer une recherche du
paramétrage (1 h en travaux dirigés, en
introduction aux courbes paramétrées).

— une détermination de la tangente en
chaque point par la méthode de composi-
tion des mouvements de Roberval (séance
d’une heure qui suit Iintroduction de la
cycloide puis un travail personnel, a la
maison, sur la recherche des tangentes a
des courbes connues (droites, cercles,
C(y =f(x)) et enfin un cours sur les courbes
paramétrées).

— une détermination de ’aire d’'une arche
de cycloide par la méthode des indivisibles
(séance d’environ 1/2 heure présentée soit
avec les courbes paramétrées comme der-
niére étude sur la cycloide soit dans les
applications du calcul intégral : méthodes
de calculs d’aires).

Pour ces deux derniers thémes nous
n’avons pas travaillé sur les textes origi-
naux de Roberval, en général assez com-
plexes, mais sur une analyse publiée dans
La naissance du calcul infinitésimal au
XVIIéeme siécle qui présentait, outre cette
analyse, des éléments de synthése sur les
indivisibles. Nous reproduisons ici (enca-
drés 5 et 6) les textes originaux relatifs a la
construction de la tangente & la cycloide et
4 Paire de la cycloide.

Analyse du texte de Roberval concer-
nant l'étude de I'aire de la cycloide.(")

Les éleves ont disposé, en plus d’une
initiation & 1a méthode des indivisibles, de
cette analyse de la méthode de Roberval
(encadré 6) que nous avons lue collective-
ment et commentée afin d’en comprendre

() J.P.Clero, E. Le Rest, La naissance du calcul infinitésimal au XViléme
siécle, p. 50.
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Encadré 5.
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cctte'dcmonﬁrauon quc nous 'herch
- mient . comme il s'enfuic.

les éléments et notamment voir comment
intervient la définition de la cycloide.

“Nous allons voir la méthode des indivi-
sibles, appliquée par Roberval, & la quadra-
ture de la cycloide :

W

Considérons le segment AC égal a la
demi-circonférence AGB du cercle généra-
teur. Partageons ce segment et cette demi-
circonférence en une infinité de parties
égales telles que AM = AE . Soient m, n,
etc. les points d’intersection des droites Ee,

30

Ff , etc. avec les perpendiculaires menées
de M, N, etc. a la droite AC ; ces points
sont les points d’une courbe appelée pai
Roberval, la “compagne” de la roulette. Les
points m’, n’, etc. des droites Em , Fn .
etc. tels que Ee = m’'m , Ff = n'n, etc. sonf
les points de la cycloide ; en effet, lorsque le
centre du cercle générateur est sur la per

pendiculaire menée de M & AC alor:
‘amn ] e

AE = Mm’ , etc. La compagne partage le
rectangle ABCD en deux surfaces égales
car chacun des segments Mm , Mn etc ¢
son égal dans lautre moitié. D’autre part
I’aire entre les deux courbes est égale i
laire du demi-cercle AGB car la somme
des segments Ee , Ff , etc. est égale a 1z
somme des segments m’'m , n'n , ete. Pa
conséquent V’aire sous la demi-cycloide es
égale a la moitié de 'aire du rectangle
ABCD plus la moitié du cercle générateur
c’est-a-dire aux trois demis de Paire di
cercle générateur. L’astuce de ce calcu
consiste en Iintroduction de la courbe com
pagne qui est de toute évidence symétriqu
par rapport au centre du rectangle ABCD”
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