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Point de vue

QUE VIVENT LES CAS

D'EGALITE DES TRIANGLES
Jean Michel BAUCRY
Irem de Lille

ENFIN !

Enfin une démonstration du théo-
réme "des cas d'égalité des triangles".
Aucun triangle a découper, ou a
superposer. Aucun recours a une
intuition malsaine de ce que pourrait
&tre un mouvement. Et pour seules
bases, quelques connaissances élé-
mentaires — programme de sixiéme
— sur les symétries orthogonales.
Lisez et jugez par vous-méme. Ou si
les banalités vous ennuient, survolez,
sautez, et rendez-vous directement a
la conclusion ...

Note de I'éditeur : la revue Repéres et les
éditions Topiques remercient Nicolas B.
pour l'autorisation de disposer des quatre
pages qui suivent, extraites du chapitre
MCCXLIIl de son célebre traité « Eléments
de Mathématique » (Livre CCV consacré a
la géométrie élémentaire), dont la parution
est prévue aux alentours d'octobre-
novembre 1998.
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Voici donc démontré cet illustre théore-
me. Sa démonstration repose sur la symé-
trie orthogonale et s'intégre fort bien au
programme actuel des colléges.

Pourquoi done, compte tenu de 1'effica-
cité et de la simplicité d'emploi de cet outil,
n'en pas fournir la démonstration le plus
t6t possible ? '

D'autant qu'il peut aussi étre le point
de départ de prolongements intéressants :
une isométrie étant définie comme une
transformation conservant les distances,
elle transforme, d'aprés le cas numéro 1 de
ce théoréme, tout triangle en un triangle
qui lui est égal, et donc conserve les
angles ; on prouve alors facilement qu'elle
se décompose en un produit de symétries.

On peut aussi préférer quelques
variantes : ainsi, ayant défini les symétries
comme les involutions non identiques
ayant deux points fixes et conservant ali-
gnement et perpendicularité, le théoréme
précédent permet de définir la congruence
des segments sans qu'il soit nécessaire de
définir la distance ...

Toutes ces démarches aboutissent & des
exposés déductifs dont peut s'inspirer un
cours : elles auraient plu dans les années
soixante-dix. Un sage retour au bon sens a
condamné ces élucubrations. On leur préfe-
re 1'étude de quelques outils bien choisis :
symétries centrales, axiales et, plus déli-
cates, les rotations qui n'apparaissent qu'en
quatriéme. Bien entendu il est difficile de
faire de la géométrie, c'est-a-dire de mesu-
rer, avec si peu de moyens.

Et d'aucuns de s'étonner que les cas

'égalité des triangles aient été les oubliés
de cette résurrection. Ils ne sont pas en fait
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absolument nécessaires et 1'outil trigono-
métrique les remplace avantageusement,
de méme qu'il fournit une démonstration
simple du théoréme de Thalés. Mais com-
ment définit-on le cosinus sans le théoréme
de Thalés et surtout sans une théorie de la
similitude des triangles rectangles ?

Il s'agit sans doute de résultats suffi-
samment évidents pour qu'on puisse les
admettre comme points de départ. Plus évi-
dents dira-t-on que les cas d'égalité ses tri-
angles.

Et comment définit-on 1'égalité des
angles ? Bien sir la démonstration donnée
ci-dessus est parfaitement illisible quoi-
qu'elle difféere peu de celle qu'en donna
Euclide. La différence vient de ce qu'aucu-
ne référence au mouvement n'y apparait,
celui-ci ayant été effacé par 1'usage des
symétries. C'est en réalité une différence
essentielle. Pourquoi s'intéresser a Y'orbite
d'un triangle par ce groupe si particulier, si
T'on ignore qu'il n'est autre que le groupe
des déplacements ? Cette démonstration et
les prolongements ou variantes que jen
proposais ci-dessus participent d'une méme
démarche de "renversement épistémolo-
gique” : procédé qui consiste, par une ana-
lyse minutieuse du domaine étudié, a ren-
verser l'ordre d'exposition des concepts.

Les concepts naifs de départ (mouvement,
superposition de figures) délicats & énoncer
sont remplacés par les concepts abstraits
qu'ils avaient engendrés, lesquels s'énoncent
sans grande difficulté linguistique et dont
découleront les concepts naifs de départ ou
plutdt leur version formelle (le mouvement
devenant un déplacement par exemple).

Enseigner la géométrie ne se réduit pas
4 dresser un catalogue de recettes, pardon
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d'outils, comme le laisserait croire la lectu-
re de certains manuels actuels. C'est
d'abord choisir un exposé déductif cohérent
qui structure les connaissances pour les
déplacer du terrain expérimental au ter-
rain déductif. C'est ensuite mettre en évi-
dence auprés des éleves cet aspect de la
démarche scientifique et son intérét :

"Il n’est pas besoin que j'entreprenne de
dire au vray quelle est sa nature, et je croy
qu'il suffira que je me serve de deux ou trois
comparaisons qui ayde & la concevoir en la
facon qui me semble la plus commode, pour
expliquer toutes celles de ses propriétés que
l'expérience nous fait connoistre et pour
déduire toutes les autres qui ne peuvent pas
si aysément estre remarquées” (Descartes :
"L'Optique").

Dans las années soixante-dix le souci
de la commodité linguistique poussa au
choix d'une exposition relevant du renver-
sement épistémologique, cela conduisit
rapidement a la fuite du sens. Il me semble
qu'on a perdu aujourdhui cette prétention
4 un exposé structuré et déductif, par réac-
tion contre cette époque, mais aussi en par-
tie par peur d'avoir dans les débuts recours
a des concepts trop naifs, comme le mouve-
ment, que les mathématiques modernes ont
rendu tabous.
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Parce qu'il est un moyen clair et simple
de démonstration, parce qu'il s'appuie sur
des schémas de pensée spontanés (superpo-
ser pour mesurer), 'exposé euclidien me
semble un passage obligé de l'enseignement
de la géométrie. A l'ignorer on oblige 1'éléve
a la schizophrénie : je pense intérieurement
ainsi, mais je démontre autrement.

Résoudre et démontrer deviennent
deux activités antagonistes, d'oll ces débats
sur le temps & consacrer & chacune d'elles
comme si on pouvait démontrer sans
résoudre ou résoudre sans démontrer.

En outre la démarche euclidienne est
un remarquable exemple de renversement
épistémologique, que nos éléves rencontre-
ront ailleurs en mathématiques (dérivées /
vitesse ou tangente par exemple). En effet
une fois le théoréme des cas d'égalité établi
a l'aide du concept de mouvement, il
devient le fondement de la géométrie. Dans
bien des situations oil il pouvait recourir a
la notion de mouvement, Euclide 1'évite et
s'appuie sur ce théoréme qui apparait a nos
yeux comme un axiome. Tous nos éléves,
hélas, ne parviendront peut-étre pas a ce
stade de compréhension. Certains le pres-
sentiront. Pour les autres, de toutes fagons
cette démarche a fait les preuves de sa
simplicité et de son efficacité.

Pourquoi donc se priver de cet archaisme ?
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