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Dans cet article, nous explorons
quelques facettes de la tangente en tant
qu'objet mental (au sens de H. Freuden-
thal, 1983), chez des éléves des deux der-
niéres années du cycle secondaire. Il nous
suffira, en commencant cet exposé, de
considérer les objets mentaux comme des
notions familiéres, sorte de substituts pri-
mitifs des concepts proprement mathéma-
tiques et qui peuvent & terme opposer des
difficultés a la formation de ceux-ci.

Ce qui suit est pour 1'essentiel extrait
d'une thése de doctorat (Schneider, 1988),
consacrée principalement aux objets men-
taux "aire" et "volume", mais aussi aux
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notions de vitesse, de débit instantanés et
de tangente. Les observations recueillies a
propos de ces derniers nous ont permis de
corroborer ou d'éclairer plusieurs hypo-
théses émises & propos des premiers.

1. Une difficulté a associer la pente
d'une tangente 4 la limite d'une
suite de quotients différentiels.

Plusieurs faits relevés lors de cette
expérimentation ou ailleurs témoignent
d'une réelle difficulté des éléves du
secondaire a associer la pente d'une tan-
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gente a la limite d'une suite de quotients
différentiels.

1) En guise de séquence didactique, B.
Cornu (1983) donne a plusieurs éléves en
fin d'enseignement secondaire les instruc-
tions qui composent 'encadré ci-contre
(encadré 1). Voici comment l'auteur com-
mente les réactions des éléves :

"Venons-en & l'activité sur la tangente. Tous
les éleves font allusion au mouvement de la
régle ('angle diminue, la distance dimi-
nue ; les mots "rotation”, "translation”, sont
employés). Mais beaucoup ne font pas allu-
sion a ce qui se passe lorsque le point M
arrive en A'. Et parmi ceux qui y font allu-
sion, beaucoup n’'ont pas vu la notion de
limite : "la régle tombe”, "un point ne suffit
pas pour déterminer une droite”. Le mot
"tangente” a été introduit par plusieurs
¢éléeves. Mais, pour calculer la pente d'une
droite, tous affirment qu'il faut deux points,
ce qui a incité plusieurs éléves a mesurer
sur le dessin les coordonnées de deux points
de la tangente pour calculer la pente. La
encore, on a donc trouvé l'idée d'un état
final, mais qui est isolé, qui est tout & fait
indépendant de ce qui s'est passé "avant”
[B. Cornu, 1983].

2) A. Sierpinska (1985) met en évidence un
fait comparable : un expérimentateur
manipule devant deux éléves un matériel
semblable & celui que décrit B. Cornu ; il
leur montre ainsi, sans recourir i la parole,
comment l'on peut regarder une tangente
comme la "position limite” de sécantes qui
tournent autour d'un point fixe. Ces mémes
éléves sont invités, deux semaines plus
tard, & déterminer 1'équation de la tangente

ala courbe: y =sinx,x e R, au point

d'abcisse x = 0 . Ils se souviennent de 1'ex-
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périence mais : "L'idée de calculer quelques
valeurs du quotient différentiel au voisina-
ge de zéro n'est pas venue des éléves ; elle
leur a été soufflée par l'expérimentateur. La
prise de conscience de la dépendance numé-
rique de la position de la tangente & partir
des positions de la sécante était trés faible”.

3) Quant 4 nous, nous avons observé des
éleves qui n'avaient recu aucun enseigne-
ment sur les dérivées et qui étaient invités
a déterminer les tangentes respectives aux
graphes de y =x2 et y =3 au point de
coordonnées (1,1). Voici 1'essentiel de nos
observations.

a. La pente d'une tangente semble bien
seconde, dans le chef des éléves, par rap-
port a la tangente elle-méme : il s'agit pour
eux de déterminer d'abord la tangente,
ensuite sa pente, plutét que le contraire.
Aucune des conceptions de la tangente
spontanément évoquées par ceux-ci ne fait
mention de sa pente. Un éléve propose
méme de prendre précisément la tangente
pour trouver la pente d'une droite sécante
dont les -deux points d'intersection avec la
courbe se sont rejoints. La plupart des
éléves semblent donc trés loin de l'idée de
définir la tangente par le biais de sa pente.
D'ailleurs, 1'idée méme d'une définition de
la tangente est peu évoquée dans les
classes : les éléves se posent la question du
"comment déterminer la pente d'une tan-
gente", jamais celle de définir la tangente
elle-méme, comme s'ils savaient depuis
longtemps de quoi il s'agit.

b. La conception de la tangente la plus fré-
quemment rencontrée chez les éléves est la
conception algébrique : une tangente est
une droite qui n'a qu'un seul point d'inter-
section avec la courbe. Elle est a l'origine
de la plupart des essais mis en ceuvre pour
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résoudre le probléme proposé... Cette
conception algébrique est globale : elle
concerne la tangente sur toute sa longueur.
Elle est rapidement discréditée auprés des

éleves eux-mémes, lorsqu'on évoque devant’

eux, soit la tangente & y =3 au point (1,1)
par exemple, soit un diamétre d'une para-
bole.

Une autre conception, plus locale celle-
14, est présente dans 'un ou l'autre propos
ou procédure : une tangente est une sécan-
te dont les deux points d'intersection avec
la courbe se sont rejoints. Ainsi, un éleve
détermine spontanément la tangente au
graphe de y = 22 au point (1,1) par une pro-
cédure mobilisant implicitement le passage
4 la limite :

Soit x1 =1, donc y1 =1 le point passant
par (1,1) ; xg = 1 —n, on prend un nombre
quelconque sur la tangente : yg =(1 —n) 2,
Avec xg, on calcule yo : pente =
y1—-¥2 1-(1-n)2 —nZ2+2n

= = = — 2
X1—X2 1-(1-n) n n+z;

calcul de la pente par n, en général. On
prend n =0 ; pente = 2, donc la pente tend
vers 2 = pente instantanée".

11 interpréte son calcul, non en termes de
limite d'une suite de quotients différentiels,
mais en parlant de la tangente comme
d'une droite qui rencontre la courbe en
deux points confondus. Les autres éléves
interprétent sa procédure comme lui ou, en
tout cas, sans évoquer de suite de nombres
et expriment, & 1'égard de ce calcul, de
nettes réticences telles que : "Oui, mais si
n =0, X] =Xg, mais n ne peut pas ére
égal ¢ 0, sinonona 0 au dénominateur
dans l'expression de la pente”. La concep-
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tion de la tangente décrite dans ce para-
graphe est sous-jacente & la procédure par
laquelle Fermat détermine des tangentes et
que nous décrirons plus loin.

A. Sierpinska (1985) a observé, chez des
éleves, une conception proche de la précé-
dente : une tangente est une droite joignant
deux points de la courbe infiniment proches.
C'est, entre autres, celle de Leibniz.

11 est & noter que la plupart des éléves
qui partagent ces conceptions locales de la
tangente font bouger les deux points d'in-
tersection plutdt que d'en laisser un fixe et
de rapprocher 'autre de celui-la. En aucun
cas, ils n'évoquent spontanément le mouve-
ment de rotation d'une sécante autour d'un
point fixe.

¢. L'unicité de la tangente en un point d'une
courbe est mise en cause par quelques
éleves interrogés ici ou ailleurs et ce,
semble-t-il, indépendamment de la maniére
dont ils se représentent cette droite. En
effet, certains expriment leurs doutes quant
a cette unicité, avant que la tangente ait été
évoquée comme "position-limite” de
sécantes qui tournent autour d'un point.
D'autres le font aprés : nous avons rencon-
tré, en 15 ans d'enseignement, plusieurs
éleves dont c'était le cas. De méme, en par-
lant d'une manipulation qui consiste 4 mon-
trer une sécante qui tourne autour d'un
point jusqu'a devenir tangente, A. Sierpins-
ka (1985) écrit : "Cela s'exprime par la nais-
sance d'un doute sur le caractére détermi-
niste du processus en question : "Quand on
arrivera au point S on n'aura plus qu'un
seul point, mais par un seul point on peut
mener beaucoup de droites” [...]".

4) Des éléves échangent & propos d'un pro-
bléme de débit instantané. Ils ont recu,
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quelques semaines auparavant, un ensei-
gnement sur les limites et les dérivées,
interprétées comme pentes de tangentes.
Ils dessinent le graphe du volume d'eau V
versé en fonction du temps t ; ils interpré-
tent correctement le débit moyen DV/Dt
comme pente de sécante & ce graphe ; ils
évoquent, ici le mot "dérivée”, 1& "I'endroit
- de la courbe qui a une pente supérieure a
100" et, ailleurs, "le débit au bout du
temps" qu'ils opposent au débit moyen.
Cependant, malgré ces rapprochements, ils
n'associent pas explicitement la pente en
un point de la courbe i la limite du rapport
DV/Dt, lorsque Dt tend vers zéro, et ce,
durant toute leur recherche qui dure 50
minutes. Bien siir, on peut supposer qu'ils
n'évoquent pas cette limite parce qu'ils ne
savent ni comment 'exprimer, ni comment
la calculer. Il n'empéche, cette omission est
d'autant plus étonnante que, comme indi-
qué déja, cette limite leur a été enseignée
systématiquement — peu de temps aupara-
vant — et qu'elle a été bien assimilée, aux
dires de leur professeur.

5) D'autres éléves résolvent un probléme de
vitesse instantanée : il s'agit de déterminer
les instants en lesquels deux voitures ont
méme vitesse instantanée. Ils exploitent
correctement, dans l'ensemble, les graphes
de position de ces voitures qui sont donnés :
ils repérent les abcisses en lesquelles les
deux graphes (ou leurs tangentes) ont
méme pente. Mais plusieurs échouent déja
4 interpréter les vitesses comme pentes de
tangentes, oubliant celles-ci dés qu'il s'agit
_de calculer les premiéres. En outre,
quelques-uns de ceux qui y réussissent ont
été conditionnés & le faire au cours de phy-
sique. Mais le fait le plus significatif n'est-il
pas que la double association : de la vitesse
instantanée a la pente de la tangente et de
la vitesse moyenne 4 la pente d'une sécante
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ne suggére aux éléves qui la font aucun
calcul de limite permettant d'obtenir 1'ex-
pression de la vitesse instantanée a partir
de celle de la vitesse moyenne ? Quand
d'autres éléves utilisent le mot limite, c'est
pour évoquer deux points de la courbe qui
se rapprochent I'un de l'autre jusqu'a se
confondre, mais ils ne transposent pas
effectivement cette idée de limite au calcul
d'une pente. Evidemment, on peut invoquer
la difficulté de manipuler des expressions
littérales. I1 n'empéche qu'une fois le calcul
de limite mené & bien par le professeur, les
éleves, dans 1'ensemble, éprouvent de la
peine a l'interpréter en termes de pente de
sécante et de tangente.

6) Le calcul de la pente d'une tangente ne
se transfere pas aisément dun contexte a
1'autre : d'un probléme de vitesses & un pro-
bléme de tangentes, de ce dernier & un pro-
bléme d'extréma et vice-versa.

- 7) Plusieurs éléves interrogés apres un

enseignement sur les tangentes, &4 propos
de l'interprétation géométrique du
nombre dérivé, parlent exclusivement des
droites sécantes qui se rapprochent de la
droite tangente et ne mentionnent pas la
suite de leurs pentes. Le glissement ver-
bal : tangente au lieu de pente de tangen-
te est fréquent.

2. Quelques éléments
d'interprétation de cette difficulté.

Tout semble done indiquer que la
pente d'une tangente n'a a priori, dans le
chef des éleves, que fort peu de choses a
voir avec la limite d'une suite de quotients
différentiels. Dans les sections suivantes,
nous tentons d'interpréter ce fait.
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2.1. Dans la théorie, la tangente est reliée
aux sécantes par le biais de leurs pentes res-
pectives.

La tangente est, dans une certaine pré-
sentation de l'analyse au cycle secondaire,
un objet second par rapport & sa pente,
puisqu'elle est définie par le biais de celle-
ci. Le circuit effectué dans la théorie est
schématisé par la Fig. 4 : le point de départ
est la sécante, droite définie par deux
points. Celle-ci détermine une pente expri-
mée par la "fonction-taux d'accroissement”
et la limite de cette fonction est un nouveau
nombre grace auquel on définit le point
d'arrivée, a savoir la tangente. Ce qui fait
qu'on ne peut aller de cet objet géométrique
qu'est la sécante & cet autre objet géomé-
trique qu'est la tangente sans passer par
un domaine autre que la géométrie et que
nous qualifierons de "numérique symboli-
sé". "Numérique" car la tangente est définie
par le biais d'un nombre : sa pente. "Sym-
bolisé" parce que cette pente est la limite
d'une "suite" de pentes de sécantes et que
l'acte de passage & la limite ne peut étre
identifié et accompli que si 'on dispose de
I'expression littérale de ces pentes.

On pressent déja ici une premiére diffi-
culté. Pourquoi a priori considérerait-on
des sécantes si ce n'est que pour approxi-
mer la pente de la tangente : en effet, aucu-
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ne d'elles n'est la tangente ! Mais, mathé-
matiquement parlant, il ne sert a rien
d'évaluer des pentes de sécantes, si 'on vise
un résultat exact, puisque la limite d'une
suite est toujours indépendante d'un
nombre fini quelconque de ses termes. I1
est typique d'ailleurs que, lorsqu’on veut
estimer la limite d'une suite convergente,
on va toujours chercher un (et un seul !)
terme le plus loin possible dans la suite. Le
détour par les sécantes ne peut donc étre
opérationnalisé que si 1'on pense a utiliser
l'expression littérale de leurs pentes, au
lieu de se contenter d'approximations
numériques. Ces considérations nous don-
nent le sentiment fort qu'il est extréme-
ment difficile pour arriver quelque part, de
ne pas y aller directement, mais au contrai-
re de viser d'abord a cdté. Or, n'est-ce pas
une extraordinaire excursion mentale que
de se dire : je vais écrire l'expression litté-
rale de ces pentes de fagon & pouvoir reve-
nir par aprés a la tangente, par un passage
a la limite ? Notons aussi que seule cette
derniére perspective peut justifier que 'on
prenne les sécantes d'un seul coté (a condi-
tion qu'on soit assuré de 1l'existence de la
tangente) : s'il s'agit d'estimer seulement la
pente d'une tangente, on obtient d'emblée
une bien meilleure approximation lorsqu'on
travaille symétriquement, de part et
d'autre du point de tangence.
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2.2. Les éléves pergoivent le passage a la
limite en termes géométriques.

Ainsi que nous l'avons décrit plus haut,
les éléves pensent plus volontiers i déter-
miner d'abord la tangente, ensuite sa
pente, plutdt que le contraire. Cette pré-
gnance de la tangente par rapport a sa
pente peut s'expliquer par le fait que la
pente est un rapport et donc n'est suscep-
tible que d'une expression symbolisée, tan-
dis que la tangente est un objet. La tenta-
tion est grande, dés lors, de concevoir la
tangente comme un objet géométrique défi-
ni au moyen d'autres objets géométriques,
a savoir les sécantes, pour ensuite seule-
ment revenir & sa pente. Le circuit emprun-
té par les éléves aurait, dans ces condi-
tions, plutét la structure de la Fig. 5 que
celle de la Fig. 4.

Le passage a la limite serait interprété,
de ce fait, de maniére presque exclusive-
ment géométrique : le mot limite du langa-
ge savant étant compris comme "position
limite" de droites, au sens d'une topologie
— implicite et confuse bien entendu — sur
I'ensemble des droites. Pour illustrer ce
décalage, décrivons comment J. M. Nachter-
gaele et al. (1978) présentent la tangente :

«[..] lorsque x tend vers X', le point y de
la courbe tend vers y', ou "a pour limite y' "

[Fig. 6). Quand on passe a la limite, la
droite yy' qui avait, avec la courbe, au
moins deux points communs distincts : y et
Y, voit ces deux points se confondre en un
seul. A ce moment, la droite yy' est deve-
nue tangente : elle est devenue la limite,
lorsque le point y tend vers y' sur la cour-
be, de la sécante yy'.

Fig. 6

[ 3 SR ——

Définition : La tangente au point (x', f{x"))
du graphe d’une application f est la limite
de la sécante comprenant ce point et un
point (x, f{x)) du graphe, lorsque x tend
vers X'. »

Bien sir, ces auteurs ne confondent pas
la limite mathématique avec la "limite de
droites” en un sens intuitif, mais néan-
moins placent les guillemets & mauvais
escient. Ceux-ci sont inutiles autour de 1'ex-
pression a pour limite y’, puisqu'il est
mathématiquement vrai qu'un point peut
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en avoir un autre pour limite, au sens de la

distance usuelle dans R2, mais ils
devraient entourer les deux derniers mots
limite de la citation, aucune distance
n'ayant été définie sur 'ensemble des
droites. Cet abus — que nous ne critiquons
pas dans la mesure ol il témoigne du souci
de rejoindre T'intuition des éléves et qui ne
préte pas a conséquence si le professeur
précise les choses — n'en serait pas un
pour les éléves : ceux-ci confondraient le
mot limite utilisé & propos des droites avec
le concept de limite au sens mathématique
du terme. ’

Ce glissement indu du domaine numé-
rique a celui des grandeurs géométriques
rejoint ce que A. Sierpinska (1985) appelle
la conception géométrique de la notion de
limite. 1l s'inscrit également dans le contex-
te plus global d'un obstacle que nous avons
décrit in Schneider (1988), sous le nom
d'obstacle de l'hétérogénéité des dimensions
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et qui permet d'interpréter d'autres erreurs
ou réactions des éléves dans les calculs
d'aires et de volumes.

2.3. Un "passage a la limite” plus actuel
que potentiel.

Ce "passage a la limite" sur les
sécantes, décrit & la section précédente,
reléve plus de l'infini actuel que de 1'infini
potentiel (en un sens que nous précisons ci-
aprés). A cet égard, la définition que propo-
se G. Chilov pour la tangente représente un
contraste intéressant. Nous la décrivons ci-
dessous (encadré 2), aux seules fins de cer-
ner, a contrario, la position des éléves.

Cette définition ne fait pas sortir non
plus du domaine des objets géométriques, en
ce sens qu'elle ne suppose aucun détour par
les pentes, mais, contrairement 4 la percep-
tion des éléves, elle évoque plus une possibi-
lité de dépassement (c'est en ce sens que

Encadré 2.
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nous parlerons d'infini potentiel) qu'une réa-
lisation effective (auquel cas, nous évoque-
rons l'infini actuel, quitte 4 élargir quelque
peu son acception habituelle). Elle revient 4
dire qu'on peut trouver une sécante aussi
"prés" que 'on veut de la tangente. En effet,
le fait que la courbe y(x) pénétre dans tout
angle de sommet A signifie qu'on peut
trouver une sécante B et une sécante B’
qui forment cet angle autour de la droite o.:
en pénétrant dans l'angle, la courbe coupe
effectivement chacune de ces droites en A et
un autre point. Mais cette définition main-
tient comme une sorte de séparation entre
la tangente d'une part et les sécantes
d'autre part : une tangente n'est pas une
sécante et vice-versa. Rien de tel chez les
éléves ou chez les auteurs de manuels cités
plus haut : la sécante devient tangente (qu'el-
le tourne autour d'un point fixe ou que ses
deux points d'intersection avec la courbe se
rapprochent I'un de I'autre). Le passage 4 la
limite devient ainsi actuel au sens philoso-
phique du terme, c'est-a-dire qu'il est accom-
pli effectivement. Le mouvement (vu ou du
moins imaginé) joue un réle dans cet accom-
plissement : un point de la courbe que l'on
voit se rapprocher d'un autre n'a aucune rai-
son de ne pouvoir rejoindre cet autre effecti-
vement ; de méme une sécante qu'on voit
tourner autour d'un point ne s'arréte pas
avant d'occuper la position de la tangente.

2.4. De la sécante & sa pente, par le biais
d'un triangle. De la tangente & sa pente par
le biais d'un point.

Une fois la tangente percue comme
"limite géométrique” de sécantes, il faut
pouvoir repasser a sa pente. Cela souléve
d'énormes difficultés pour les éléves, étant
donné la facon dont ils pergoivent cette
"limite". Voici pourquoi.

DIFFICULTES D'APPRENTISSAGE
DU CONCEPT DE TANGENTE

La définition "géométrique" que donne
G. Chilov de la tangente est en symbiose
avec celle qu'on en propose en analyse,
dans le sens ol I'une comme 1'autre rele-
vent de I'infini potentiel. [Rien d'étonnant &
cela puisqu'il est mathématicien et qu'il
tache sans doute d'élaborer une définition
proche de la théorie qu'il connait ; en ce
sens sa définition est peu "naturelle"].

C'est déja montré pour la premiére.
C'est évident pour la seconde, puisque la
tangente y dépend, par le biais de sa
pente, d'une définition de la limite en "¢, 8"
: c'est une droite dont la pente peut &tre
approchée d'aussi prés que l'on veut par
celle d'une sécante bien choisie. Cette sym-
biose aide & comprendre que la tangente ne
peut avoir comme pente que la limite de
celles des sécantes. D'une part, la tangente
est une droite qui n'appartient pas a l'en-
semble des sécantes, mais qui peut étre
"approchée" d'aussi prés que l'on veut par
celles-ci. Et c'est 1a seule droite qui jouisse
de cette propriété, puisqu'en faisant tour-
ner d'aussi peu que ce soit la droite qui
était tangente, celle-ci peut déterminer
avec une sécante un angle dans lequel la
courbe ne pénétre pas autour de A .
D'autre part, le nombre dérivé est un
nombre qui n'est pas la pente d'une sécan-
te, mais qui peut étre approché d'aussi prés
que l'on veut par les pentes des sécantes.
Et c'est le seul. C'est donc le seul candidat-
pente de la tangente. Cette conséquence
vient dés lors d'une mise en paralléle de
deux "infinis potentiels".

Mais en "actualisant” le passage a la
limite dans le domaine géométrique, en se
précipitant & l'état final, les éléves s'enfon-
cent dans une impasse. En effet, le passage
d'une sécante & sa pente s'effectue au
moyen d'un autre objet géométrique qui
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sert de médiateur : un triangle [Fig. 8]. Or,
pour la tangente, il n'existe plus d'objet
géométrique intermédiaire, sinon un point
en lequel le triangle s'est réduit ("visuelle-
ment"). [cf. Fig. 9, encadré 3 ci-dessous]

Encadré 3.
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On comprendra mieux la difficulté sou-
levée par ce fait si 1'on imagine la situation
que voici. Supposons que l'on dessine une
tangente en un point d'une courbe et
quelques sécantes dont elle est la "position
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limite" [Fig. 10] et qu'ensuite, on efface la ]
courbe [Fig. 11]. Fig. 10

Pour comparer les pentes de ces
droites, il serait naturel de choisir un
méme incrément Ax pour toutes, auquel
cas on compare les Ay correspondants [cf.
le schéma de la Fig. 12]. Ou bien de choisir
un méme Ay et de comparer les Ax,
comme sur le schéma de la Fig. 13. %

Vue comme cela la pente de la tangente
s'inscrit dans une sorte de continuité avec
celles des sécantes : il y a bien un triangle
pour la tangente comme pour les sécantes
et, pour un méme Ax,les Ay des sécantes
successives augmentent (sur le cas de figu-
re que nous examinons) jusqu'a valoir le
Ay de la tangente. Mais les sécantes res-
tant intimement liées & la courbe f, on est
forcé de calculer leurs pentes successives
au moyen du taux d'accroissement de la
fonction considérée, soit :

f(x) — (a)

X—a

Fig. 11

Fig. 12

d'oli, on ne peut passer d'une pente a
l'autre qu'en diminuant conjointement et le
Ax et le Ay . Tout d’abord, cela complique
la comparaison des pentes qui sont des rap-
ports. Ensuite, cela crée une discontinuité,
une cassure entre les sécantes et la tangen-
te : au lieu d'avoir une suite de triangles Ax
qui se termine par un vrai triangle comme
aux Fig. 12 et 13, on a une suite de tri- Fig. 13

angles qui se termine par un point comme

sur la Fig. 9. / /
Or, — et c'est 14 le point-clé de notre /

argumentation — un point ne peut servir /

de médiateur entre une droite et sa pente,

s'il a perdu la mémoire de la pente du tri-
angle dont il est le vestige. Un détour assez

Ay
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long par les procédures mises respective-
ment en ceuvre par Fermat et Barrow pour
déterminer des tangentes aidera & com-
prendre cette difficulté. On trouvera ci-des-
sous, dans l'encadré 4, un résumé de la
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méthode exposée par Fermat (édité en
1891) ; et, dans l'encadré 5 de la page sui-
vante, la méthode quelque peu différente
donnée par Barrow, telle qu'elle est décrite
par M. Kline (1972).

Encadré 4
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D'un certain point de vue, ces deux pro- points A et I =E, le segment FI étant
cédures sont tout de méme assez sem-  assimilé au segment FE ; chez Barrow, les
blables : d'abord, Fermat et Barrow pren- points P et Q =P', le triangle PQR étant
nent, tous deux, deux points communs 4la  assimilé au triangle PP'R ] ; ensuite, ils
tangente et a la courbe [chez Fermat, les  font coincider ces deux points, le premier

Encadré 5
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en "annulant” e , le second en "annulant”
a2 . Mais une différence entre elles deux
nous parait fondamentale pour notre pro-
pos : c'est que Barrow ne néglige ni a ni
e , mais qu'il "passe & la limite" au niveau
du quotient a/e , un peu comme s'il voulait
que le point P, vestige du triangle PPR,
conserve en lui, intacte, cette idée de pente
dont le triangle est porteur, comme s'il par-
tageait, avec Leibniz, le sentiment que :
"Quand la réalité sensible d’'un objet s'éva-
nouit, reste son essence et non le néant, la
forme de l'objet survit @ sa matiére” (cité
dans un autre contexte par P. Raymond,
1976). Tandis que dans les calculs de Fer-
mat, on ne retrouve trace d'aucune pente,
comme s'il envisageait le point résiduel I
( = E ) comme le vestige, non d'un triangle
mais du segment EA qui joint les deux
points d'intersection de la droite (sécante)
avec la courbe.

De ce point de vue, les éléves semblent
plus proches de Fermat que de Barrow.
N'est-ce pas le cas de 1'éléve qui détermine
la tangente & y = x2 au point (1,1) par
"une procédure de limite" ? Pour se justi-
fier, il n'évoque pas l'évolution des pentes
de sécantes mais le fait "qu’'on a deux
points en un". N'est-ce pas encore plus évi-
dent chez un autre éléve qui dit "qu'un
point est toujours paralléle ¢ un point" en
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concluant qu'on trouve toujours deux
vitesses égales, lorsqu'on coupe, par une
droite perpendiculaire a l'axe des temps,
les courbes représentatives des lois de posi-
tion de deux voitures ? N'est-ce pas aussi
le cas de ceux qui doutent de la possibilité
de déterminer une tangente unique en fai-
sant tourner une sécante autour d'un point
: en effet, si le point de tangence gardait la
mémoire des pentes des sécantes, la direc-
tion de la tangente ne serait-elle pas univo-
quement déterminée ? Seul un éléve
semble associer au point de tangence le
souvenir d'une pente : "[...] N'importe quel
point de la coube = une toute petite différen-
ce sur une petite différence” (cet éléve se
référe au point comme a un vestige du tri-
angle de cotés Ax et Ay).

Tout ceci expliquerait pourquoi les
éléves éprouvent quelque peine & penser la
pente d'une tangente comme limite d'une
suite de pentes de sécantes, une fois qu'il
ont percu la tangente comme "position limi-
te" de sécantes. Le schéma de la Fig. 16 en
résume la raison. Ils percoivent bien la
filiation entre les sécantes et la tangente
(fleche 1), mais non pas celle entre les tri-
angles et le point (fleche 2) (c'est-a-dire que
ce dernier est plus per¢u comme le vestige
d'un segment que comme celui d'un tri-
angle, seul susceptible d'étre porteur de
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l'idée de pente), ce qui fait que le role de
médiateur que joue chaque triangle entre
une sécante et sa pente ne se transfére pas
au point. Cette cassure, de nature géomé-
. trique, serait cause d'une autre cassure, de
nature numérique celle-1a, entre les pentes
des sécantes d'une part, et celle de la tan-
gente d'autre part (fleche 3). Et c'est pour-
quoi les éléves n'établiraient pas de filia-
tion, en ce qui concerne les pentes, entre
1'état final (la tangente) et les états antécé-
dents (les sécantes).

Quant au doute exprimé par certains
éleéves sur l'unicité de la tangente, il est
vrai qu'on ressent une certaine incertitude
quand on dessine une tangente en un point
d'une courbe. C'est que tout trait de crayon,
si fin soit-il, est doté d'une certaine épais-
seur : ce qui peut donner I'impression qu'on
peut incliner légérement la régle autour
d'un point sans qu'elle devienne sécante, le
petit bout de sécante entre les deux points
d'intersection avec la courbe formant un
gros point noyé dans le trait qui représente
cette derniére.

Mais les éléves qui disent qu'il y a plu-
sieurs tangentes en un point ne veulent-ils
pas tout simplement dire qu'on ne sait pas
par quelle pente les déterminer, auquel cas
on peut de nouveau incriminer leur difficul-
té a associer pente de tangente et limite de
quotients différentiels ?

3. En guise de syntheése :
la limite telle qu'elle apparait
dans les réactions des éleves

Dans Schneider (1988), nous avons
montré en quoi la perception qu'ont les
éleves du processus de limite differe de la
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conception des mathématiciens, a 1'occa-
sion du calcul de l'aire d'une surface déli-
mitée partiellement par une courbe. Les
hypothéses formulées alors permettent
également d'interpréter les difficultés des
éleves dans leur apprentissage du concept
de tangente.

En ce qui concerne la tangente, les
éléves "voient” (en tout cas imaginent) une
sécante tourner autour d'un point jusqu'a
devenir tangente a la courbe. Durant ce
mouvement, les incréments "dy" et "dx"
qui déterminent la pente de la sécante évo-
luent vers 0 conjointement, mais de
maniére autonome, c'est-a-dire sans réfé-
rence a la progression de leur rapport alors
que, dans la théorie, c'est 1'évolution du
"rapport dy/dx " qui commande celle de ses
termes. Les éléves, eux, n'évoqueront a
nouveau ce rapport qu'une fois que "dx" et
"dy" seront devenus nuls, irrémédiable-
ment. C'est cette imagerie mentale animée
d'un mouvement qui donne un sens, dans le
chef des éléves, a I'expression

dx +— 0,

expression qui, prise isolément, n'a aucun
sens en analyse classique.

Comme on 1'a montré plus haut, ce
"passage a la limite" sur les sécantes va
jusqu'a son accomplissement et-cette limite,
étant atteinte, reléve plus d'un infini actuel
que d'un infini potentiel. Alors que dans la
définition mathématique de la limite d'une
fonction en " €, 8 ", les comportements res-
pectifs de x et f(x) sont envisagés d'un
point de vue potentiel seulement. On y
évoque deux possibilités de dépassement
liées 1'une & l'autre : f{x) peut se rappro-
cher indéfiniment de b, pourvu que x
puisse se rapprocher indéfiniment de a .
Lesréels € et & qui précisent respective-
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ment la proximité entre f(x) et b et celle
entre x et a sont strictement positifs : on
n'a donc & considérer ni € = 0, ni corrélati-
vement & =0 . Il n'y a pas & se demander si
f(x) finit ou non par égaler b ousi x finit
ou non par égaler a .

Il y a antériorité, au sens du temps de
déroulement de la pensée, de "dx — 0"
ou"dy +— 0" parrapporta

dy/dx +— 0

les éléves pensent & 1'évolution de dx et de
dy d'abord et ne reviennent a celle de
dy/dx qu'ensuite, une fois que " dx =0 " et
" dy = 0 " sont effectivement réalisés. Et le
retour a la variable dépendante de la fonc-
tion concernée débouche sur une impasse
comme dans le cas de l'aire : 1a pente de la
sécante devenue tangente s'écrit 0/0 .

Ce scénario n'est-il pas propre a expli-
quer l'origine d'un débat survenu dans
1'histoire (cf. e.a. C. Boyer, 1949) et observé
chez les élaves (cf. e.a. B. Cornu, 1983) et
qui peut se résumer par la question : "La
limite est-elle atteinte ou pas ?". Question
vaine qui est source de perplexité : une
pente de tangente peut-elle &tre égale a
celle d'une sécante ?

Les éléments d'interprétation avancés
dans cet article ne suffisent pas & expliquer
les difficultés d'apprentissage décrites
supra. Ainsi, la pente d'une tangente est,
tout comme n'importe quelle autre pente de
droite, un objet mental pour les éléves, eus-
sent-ils ou non recu un enseignement sur
les dérivées. Et a ce titre, elle est porteuse
d'intuitions qui peuvent paraitre étran-
géres au calcul infinitésimal et que nous
n'avons pas approfondies ici : références a
la verticalité, a 1'horizontalité, a la gravité,
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aux angles, aux axes ... Mais dans quelle
mesure ces intuitions sont-elles étrangéres
au calcul infinitésimal ? Il faudrait distin-
guer ici, d'une part, le lien entre les notions
en question et le calcul infinitésimal tel
qu'il est défini aujourd'hui et, d'autre part,
le lien entre ces mémes notions et le calcul
infinitésimal se construisant ; cela permet-
trait sans doute de mieux définir la place
de ces notions dans I'enseignement du cal-
cul infinitésimal.

4. En guise de conclusion :
quelques considérations
sur l'enseignement.

Comme cet article le montre, 'acqui-
sition des liens divers entre tangente,
pente de tangente, limite de quotients dif-
férentiels, n'est en rien spontanée. Les
éleves rencontrent les mémes difficultés
conceptuelles que les inventeurs du calcul
infinitésimal et les liaisons qui nous
paraissent naturelles viennent de notre
propre pratique. C'est pourquoi, 'ensei-
gnement doit permettre aux éleves d'ac-
quérir cette pratique, sans présupposer
de leur part aucune acquisition a priori.
En effet, le développement du calcul infi-
nitésimal s'est joué historiquement 2 tra-
vers un constant déplacement de 1'intui-
tion via la construction de nouvelles
formes d'intuition, et 1'on peut imaginer
que l'enseignement du calcul infinitési-
mal se joue de facon analogue.

A cet égard, les exemples, a la fois
proches et différents, de Fermat et de Bar-
row sont significatifs, car ils montrent non
seulement la diversité des approches (et il
n'y a aucune raison que l'on ne retrouve
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pas une telle diversité chez les éléves),
mais aussi la part nécessaire d'invention
pour retrouver la tangente, que ce soit via
l'adégalité (qui n'a rien de naturel et qu'un
éleve habitué a la rigueur d'aujourd'hui
pourrait considérer comme fausse), que ce
soit le passage a la limite aprés avoir assi-
milé, chez Fermat comme chez Barrow, un
petit arc de courbe & un segment (ce qui n'a
encore rien de naturel, c'est au contraire
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I'analyse qui nous apprend ce mode d'assi-
milation en montrant qu'on a le droit de le
faire, moins un droit formel qu'un droit
heuristique, ce qui est plus difficile).

Je remercie N. Rouche et R. Bkouche de
m'avoir suggéré des corrections qui ont per-
mis d'améliorer cet article.
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