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S’agissant d’introduire une défense
d’une formation en histoire des mathéma-
tiques pour des professeurs de mathéma-
tiques, 'usage du texte de Bachelard mis en
exergue ci-dessus peut apparaitre comme un
détournement déloyal pour deux raisons : -

1) Le texte parle de professeurs de
sciences et de classe de Physique.

2) Bachelard a toujours mis & part 1’his-
toire des mathématiques dans sa réflexion
épistémologique, expliquant que cette sépa-
ration “est possible parce que la croissance
de lesprit mathématique est bien différente
de la croissance de Uesprit scientifique dans
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Dans I'éducation, la notion d’obstacle
pédagogique est également méconnue. J'ai
souvent été frappé du fait que les profes-
seurs de sciences, plus encore que les
autres, si c’est possible, ne comprennent
pas que l'on ne comprenne pas. Peu nom-
breux sont ceux qui ont creusé la psycholo-
gie de l'erreur, de 'ignorance et de l'irré-
flexion (...) Les professeurs de sciences
imaginent que I'esprit commence comme
une legon, qu'on peut toujours refaire une
culture nonchalante en redoublant une clas-
se, qu’'on peut faire comprendre une
démonstration en la répétant point par point.
Ils n'ont pas réfléchi au fait que 'adolescent
arrive dans la classe de physique avec des
connaissances empiriques déja constituées.

BACHELARD
La formation de l'esprit scientifique

son effort pour comprendre les phénoménes
physiques. En fait Uhistoire des mathéma-
tiques est une merveille de régularité. Elle
connait des périodes d'arrét. Elle ne connait
pas des périodes d’erreurs”.

Il me semble pourtant qu’au moins en
ce qui concerne la premiére raison, le texte
de Bachelard s’applique parfaitement a
Penseignement des mathématiques. Le pro-
fesseur de cette discipline n’a-t-il pas trop
tendance & considérer I’éléve comme un
simple récipient vide et vierge, qu’il faut
remplir avec de la bonne science bien
faite ? Et ’éleve de la classe de mathéma-
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tiques est-il si différent de celui de la classe
de physique ?

“Oui mais — répond en général le pro-
fesseur de mathématiques — les mathéma-
tiques que l'on enseigne aujourd’hui n’ont
plus qu’un rapport lointain avec celles
d’autrefois. Elles ont réussi justement a
lever les hésitations, & clarifier les ambigui-
tés, a purifier la pensée trop intuitive des
Anciens, et donc elles ont gagné en qualité
pédagogique. D’'une pensée préscientifique
concréte, empirique, fondée sur la sensibili-
té, jouant de lintuition et de I'imagination,
les mathématiques ont permis de passer a
une science abstraite, déductive, rigoureuse,
ol la précision du calcul remplace les
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errements de I'imagination”. Cela est vrai,
comme il est vrai qu’un des réles essentiels
de Yenseignement des mathématiques est
d’amener ’éléve & une pensée claire, préci-
se et rigoureuse. Ce qui signifie bien qu’il
arrive en classe “avec des connaissances
empiriques déja constituées”, avec un langa-
ge oll les mots ont déja un sens, qui n’est
pas forcément ou exactement le méme que
celui utilisé en mathématiques, avec une
pensée et une logique mélées d’imagina-
tion, de sensibilité, en un mot avec tout
autre chose qu’un pur esprit logique et
obéissant, qu’il suffirait de modeler. On
pourrait schématiser la situation de la
facon indiquée ci-dessous, en dégageant des
couples antagonistes.
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Or ce chemin n’est-il pas aussi, d’'une
certaine facon, celui-léd méme de la science,
ot Vhistoire relie civilisations du passé et
science contemporaine ?

civilisation du passé

HISTOIRE

Science contemporaine

Alors, ou va se situer
le professeur de mathématiques ?

Bien siir, il est d’abord du cé6té de la
pensée scientifique, du rationnel, de la rai-
son. Mais son savoir, ses connaissances, ses
certitudes auront vite fait de lui faconner
comme une seconde nature ou le trait en
pointillé le séparant de la pensée incertaine
de 1’éleve risque de se fermer totalement et
ol ses évidences “feront écran entre l'éléve
et lui” (selon la belle expression de C. Hau-
chart(¥)). Et c’est alors qu’il ne compren-
dra plus que I’éléve ne comprenne pas.
Le professeur de mathématiques, s'il veut
aller sur le terrain de ’éléve devra se
dépouiller de ses évidences acquises. “Il
devra retrouver une vision en quelque sorte
primitive de chaque concept, de chaque pro-
bléme, la vision de celui qui n’a encore rien
théorisé” (). Mais comment réalisera-t-il ce
dépouillement ? Comment déchirera-t-il cet
écran ? Une possibilité irremplagable en est
offerte au professeur la o il peut voir fonc-
tionner cette pensée empirique, 1a ou il
peut la voir & ’ceuvre dans sa création
lente de ce qui est devenu la science
d’aujourd’hui. Le pont qui peut relier le

(1) C. Hauchart : Sur fappropriation des concepts de suite et de limite,
Dissertation doctorale. Université catholique de Louvain.
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savoir constitué du professeur au savoir en
formation de I’éléve, c’est aussi celui qui
relie les civilisations du passé & la nétre :
Thistoire.

Non qu’jl faille reproduire chez I’éleve
les modeles d’évolution fournis par 1’histoi-
re. Celle-ci est passée par des détours
inutiles et des hésitations.

Les constructions mathématiques de
chaque époque ont répondu aux probléemes
d’alors, dans un contexte de civilisation
donnée. L’enseignement mathématique
d’aujourd’hui doit partir du quotidien des
éleves d’aujourd’hui, tout différent de celui
du scribe Ahmes ou de Descartes. La ou
I'histoire avangait & titons, le professeur,
lui, sait ol il veut mener ’éléve. Mais il
saura aussi mieux d’oir I’éléve est parti s%il
plonge son enseignement dans une connais-
sance de I’histoire. La connaissance du
passé I’aidera peut-8tre & mieux com-
prendre certaines difficultés de 1’éleve, et a
construire en raccourci un chemin ou les
obstacles sont affrontés en toute connais-
sance de cause.

En particulier, ce retour a I’histoire
permettra au professeur de donner du sens
aux mots et aux concepts, sens que les
mathématiciens ont souvent da épurer de
leurs connotations trop concrétes, trop
intuitives et de ce fait ambigiies. Il peut
étre utile de retrouver le sens origninel
d’'un mot, beaucoup plus proche de la repré-
sentation de I'éleve, et suivre son dévelop-
pement jusqu’a aujourd’hui. Les exemples
ne manquent pas :

— mots qui sont aussi utilisés dans le lan-
gage courant mais avec un sens différent,
ou plus large : limite, irrationnel réel, ima-
ginaire, chiffre, etc.
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Encadré 1 : une présentation du logarithme en terminale F
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Encadré 2 : une présentation du logarithme en terminale F (suite)

27



L'INDISPENSABLE HISTOIRE
DES MATHEMATIQUES

— mots spécifiquement mathématiques
mais dont I’histoire permet de restituer un
sens perdu : algorithme, logarithme,
algébre, zéro, quadrature, etc.

Chacun de ces mots pourrait faire
Tobjet, & lui seul de tout un chapitre, sinon
pour certains un livre entier, de T'histoire
des mathématiques. Nous illustrerons
notre propos par un seul exemple, mais qui
nous parait tout a fait significatif : celui du
mot LOGARITHME. (On verra dans les enca-
drés 1 et 2 des deux pages précédentes,
avec quelle présentation, le mot et le
concept LOGARITHME sont introduits
aujourd’hui dans un cours de Terminale(®).

Passons sur la méconnaissance, voire
Pinculture historique de la présentation qui
préterait & rire si elle ne reflétait justement
une attitude totalement antipédagogique et
sur laquelle nous reviendrons. Une photo-
graphie de Descartes écrivant son Discours
de la méthode a la lumiére d’une lampe
électrique ne serait pas plus scandaleuse.
Cela serait amusant dans une présentation
humoristique affichée et explicite, ce qui
n’est visiblement pas le cas ici. J’en veux
pour preuve que dans tout le livre c’est
T'unique référence historique.

Quelles réflexions, quelles questions
ces deux pages peuvent-elles susciter parmi
les éleves ?

— les plus curieux : “pourquoi appelle-t-
on cela LOGARITHME 77,

— les plus logiques : “Neper n’a rien de
génial : on ne voit pas ce qu’il a inventé,
puisque dans la page introductive il est
marqué que “Toute fonction continue sur un

intervalle I admet des primitives sur I”.
Tout un chacun peut donc en conclure que :

1 e egs
X > = ades primitives sur ]0, +oo[ *,
X

(2) Mathématiques Terminale F.
o8 Collection N. DIMATHEME - DIDIER 1989
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— les plus blasés (et comment ne le
seraient-ils pas par ce type d’enseignement
coupé de toute problématique réelle, de
tout questionnement) : “il faut étre prof de
maths pour inventer des trucs pareils”.

Ces deux pages sont d’autant plus
regrettables qu’elles s’insérent dans un
manuel qui a par ailleurs le souci d’ancrer
le cours et surtout les exercices dans des
situations concrétes & caractére technolo-
gique, et qui le fait trés bien. Or il est signi-
ficatif que pour le chapitre des LoGA-
RITHMES, contrairement a tous les autres il
n’y a que deux tels exercices ou la fonction
logarithme intervient, et seulement dans

-des formules empiriques. Il y en a d’autres

c’est vrai, mais qui sont en réalité basés sur
la fonction exponentielle, ce qui est tout a
fait normal, lorsque 1'on connait la véri-
table histoire de I’invention des loga-
rithmes. Ceux-ci sont intervenus d’abord
pour rendre continue une progression géo-
métrique que les calculateurs ne pouvaient
appréhender que de fagcon dicréte. Par
exemple dans le probléme du tonneau(®),
dont la résolution est amorcée dans l'enca-
dré 3 de la page suivante :

Un tonneau se vide chaque jour du
dixiéme de son contenu restant ; au
bout de combien de temps le tonneau
sera-t-il @ moitié vide ?

Un calcul simple permet de conclure
que le laps de temps nécessaire pour vider
la moitié du tonneau est compris entre six
et sept jours. La difficulté était évidemment
de penser une variable continue afin de
déterminer la valeur précise du temps
écoulé.

Le génie de Neper se situe 1a : il utili-
sera la continuité du temps et de l’espace

(3) Voir : Ch. Naux. Histoire des Logarithmes.
Ed. Blanchard 1966
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Encadré 3.
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pour penser une correspondance continue
entre progression géométrique et arithmé-
tique, et étendre ainsi & tous les nombres
cette propriété connue depuis longtemps
pour les entiers et les puissances d’un
entier : que Pexposant du produit est égal
a la somme des exposants ; autrement dit,
transformant une progression géométrique
en progression arithmétique, mais pensées
de fagon continue et non plus discréte. Et
Neper utilisera exactement le schéma du
probleme du tonneau, avec deux mobiles
geta:

T g s
}7 1

b a i
F L

g se déplace sur Ts: vitesse proportionnel-
lea gs avec vp =107 v

a se déplace sur bi, vitesse constante
égale a vy

En I’absence d’un formalisme et du
concept de fonction Neper s’arréte sur les
points :

1
x = 107(1-),
1 \2
Xg = 107(1_W):
%, = 107(1_1_(1)7)’:

A chaque position x; de g correspond
une position de a : son logarithme. Clest
la premiére table de logarithmes transfor-
mant une progression géométrique
(LOGOS) en une progression arithmétique
(ARITHMOS).
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Mais comme il faudrait environ :
n = 6.9000.000 étapes

pour arriver & la moitié de Ts, Neper utili-
se en pratique d’autres progressions de la
forme :

1 2
107(1—m),
ou
7(1__L YP(;_.1 )¢
10 (1 2000) (1 100)'

Est-il besoin d’ajouter que cette inven-
tion correspond a une nécessité urgente
face aux calculs de plus en plus compliqués
suscités par une science naissante et une
astronomie en pleine mutation ?

Ce n’est pas le lieu ici de poursuivre
I’histoire des logarithmes. La digression
précédente était seulement nécessaire pour
expliquer toute la distance existant entre la
réalité historique et la présentation du
manuel. Mais celle-ci est significative sur
un autre plan : celui du contenu méme de
Penseignement. Ce contenu semble se limi-
ter de plus en plus & répondre & des ques-
tions que les éléves ne se sont pas posées, a
calculer avec des objets dont ils ne voient
pas ’utilité, chaque nouveau concept
engendrant ses propres questions, susci-
tant ses propres développements : "savoir
dont la seule finalité est d’étre enseigné et
appris, Uapprentissage n’ayant d'autre but
que Uapprentissage”(%).

Les mathématiques enseignées se
réduisent ainsi 4 un couple CONCEPT -
CALCUL relié par des SIGNES, et 'appren-
tissage se limite a apprendre a calculer
avec le nouveau concept, au moyen de
signes.

{4) R. Bkouche : Enseigner la géométrie, pourquoi ?
Repéres-Irem n°1 octobre 1990
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SIGNES

Par exemple, on apprendra les loga-
rithmes, parce que le chapitre sur les pri-
mitives pose la question de la primitive de

1
x> =,
x

d’ou la définition d’un nouvel objet : la
fonction logarithme. Cette définition
entraine des propriétés spécifiques qui
sont Pobjet d’autant d’exercices. Ces pro-
priétés suscitent elles-mémes des ques-
tions engendrant la création de nouveaux
objets, etc., etc. Faut-il s’étonner alors que
nos éléves ne sachent pas sortir de cet
aller-retour perpétuel entre concepts et
calculs et qu'en particulier ils ne sachent
pas rassembler leur savoir pour résoudre
de véritables problemes ? '

Ce qui manque c’est un lien avec
leur intuition et leur imagination au
moyen d’un complément de sens(®). Ce
complément de sens peut se trouver en
de multiples endroits : problémes pra-
tiques, jeux, ... ; mais aussi dans l’his-
toire. En méme temps ’intrusion de
P'intuition et de I'imagination aidera
Péléve a garder le goiit des mathéma-
tiques qui lui paraitront moins inhu-
maines, moins froides, moins étran-
géres a sa sensibilité et & sa personna-
lité. Au lieu du schéma réducteur et
appauvri CONCEPT - CALCUL a deux
termes, ne faut-il pas penser ’ensei-
gnement des mathématiques selon un
schéma triangulaire tel que celui de la
page suivante ?

(5) Rappelons-nous la phrase de Kant dans la "Critique de fa
Raison Pure" : « Un concept sans intuition est vide ». 31
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INTUITION

IMAGINATION

SIGNES

Seulement on voit tout de suite qu’il
manque alors un lien entre cette intuition
et le calcul. Pourquoi ne pas se limiter au
couple CONCEPT - INTUITION ? La réponse se
trouve aussi dans l’histoire. La géométrie
grecque s’est essentiellement développée
autour de ce couple, en ’absence de signes
et de symboles permettant un calcul effica-
ce. Elle a abouti a ces chefs-d’ccuvre que
sont les Eléments d’Euclide ou les ceuvres
d’Archiméde qui peuvent encore largement
inspirer I’apprentissage du raisonnement
déductif et de la rigueur. Mais la géométrie
grecque a ses limites mises en évidence
entre autres par Viéte et Descartes puis
par tout le développement du calcul infini-

tésimal au 172me gt 182me gjacle, avec pour
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conséquence de provoquer une dialectique
extrémement productive entre intuition et
calcul, dont le moteur est le PARADOXE.

Pour prendre un exemple trés simple :

demandez 4 un éléve de premiére ou ter-
minale :

Quelle est la limite de
1 ,10n
(1+—)
1010

pour n tendant vers l'infini ?

Il répondra a coup sir 1.
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En cela il sera d’ailleurs conforté par
n’importe quelle calculatrice qui, pour n
assez grand (par exemple n = 10 pour une
HP 15 C), lui affiche 1.

Par ailleurs, un raisonnement par
récurrence assez simple permet de démon-
trer que :

(1+e)N>1+N£,désqueN22.

Donc en prenant N = 102 on arrive au
résultat contradictoire avec la réponse de
I’éléve que :
(1 + ~—1—~ )10n
100
est supérieur & 2 désque n21.
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Que se passe-t-il ? Cest que 'intuition
est totalement incapable d’appréhender
simultanément le fait que 1/10" tend vers
0 mais que le nombre de termes multipliés
est d’autant plus grand que 1/100 est petit
et que les deux phénoménes ont des effets
contraires que 'intuition est incapable de
saisir. D’ol1l la nécessité du calcul, seul
capable de pallier les insuffisances de notre
intuition et de notre imagination.

Le paradoxe et plus généralement le
probléme jouent donc en fin de compte le
role de moteurs mettant en mouvement
I’ensemble des éléments constitutifs de
lactivité mathématique, selon le schéma
ci-dessous.

INTUITION
MAGINATION

CONCEPT

SIGNES

CALCUL
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Négliger un seul des quatre pdles de
ce schéma dans son enseignement
conduit a plus ou moins bréve échéance
a une sclérose ou a un échec. Le danger
actuel n’est évidemment pas de négliger
le pole CALCUL qui a, tout au contraire,
tendance a s’hypertrophier au détriment

des trois autres. Je souhaite avoir mon- -

tré par la présente étude que le podle
INTUITION - IMAGINATION est le plus
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menacé, alors que c’est celui-la qui est le
plus apte a associer chaque éléve indivi-
duellement et avec toute sa personnalité
a un enseignement des mathématiques
qui réponde 2 ses questions avec son
langage et son appréhension du
monde. Aurai-je assez montré I'impor-
tance d’'une connaissance de Phistoire
des mathématiques pour nous aider a
réaliser un tel enseignement ?
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