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APERCU HISTORIQUE SUR
LES NOMBRES RELATIFS

Les relatifs : quelle Histoire !

D. GAUD et J.P. GUICHARD
Irem de Poitiers

I — L'usage des Relatifs
en Mathématiques

Ce qui est & noter en premier est une
énorme différence due 4 un fait de civilisation.

1. En Chine

Les Chinois ont utilisé depuis le 1~
siécle de notre ére les nombres négatifs
pour faire leurs calculs et résoudre des
équations [1] ; ces nombres ne leur posent
aucun probléme : ils sont représentés par
des baguettes noires et les positifs par des
baguettes rouges que 'on manipule sur un
échiquier pour résoudre tous les problémes.
Les régles de manipulation des nombres
relatifs (addition, soustraction, multiplica-
tion) sont connues et utilisées constamment
pour résoudre des systémes d'équations a
plusieurs inconnues [2].

2. En Inde

Les Indiens ont aussi trés tot utilisé les
négatifs pour résoudre leurs équations. Au
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VII* siécle Bhramagupta donne la régle
suivante « une dette retranchée de zéro
devient un bien et un bien retranché de zéro
devient une dette » [3].

3. En Occident

Les nombres négatifs apparaissent vers la
fin du XV*™ siécle et au XVI*™ siécle, en méme
temps que les nombres complexes, chez des
mathématiciens qui s'intéressent aux équa-
tions et a leurs racines : par exemple Chuquet
(Triparti en la science des nombres 1484), Car-
dan (Ars Magna 1545), (cf. [4]).

Mais d'autres mathématiciens de la
méme époque ou postérieurs, tel Vigte, ne
donnent pour les équations que des racines
positives. D'autre part les régles de calcul
sur ces nombres sont connues au XV*™ siécle
et on les trouve déja chez Diophante (vers
325-410) mais il s'agit en fait le plus souvent
de régles de calcul « algébrique » concernant
des quantités ou des grandeurs que l'on
ajoute ou retranche et non de nombres posi-
tifs ou négatifs, comme le montre le texte
suivant de Cardan [5] :
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Cardan ([5])
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Arnauld ([6])

ainsi que le texte d'Arnauld reproduit dans
T'encadré ci-contre.

A partir de Vigte (1541-1603) le calcul
« algébrique », c'est-a-dire littéral, va se
développer et, aux XVII*™ et XVIII* siécles
avec 1'essor du calcul infinitésimal, ses
régles sont parfaitement maitrisées, mais
elles ne concernent que des quantités posi-
tives au sens ou les lettres ne représentent
pas des quantités négatives. C'est ce qui
apparait clairement dans ce texte du Mar-
quis de I'Hopital [7] :

« I[ est & propos de bien remarquer que Lon a tou-
Jjours supposé en prenant les différences, qu'une des
variables x croissant, les autres y, z etc. crois-
saient aussi ; c'est-a-dire que les x devenant x + dx,
les y, 2, etc. devendient y+ dy, 2 + dz, etc. Clest
pourquoi sil arrive que quelques-unes diminuent
pendant que les autres croissent, il en faudra regar-
der les différences comme des quantités négatives
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par rapport & celles des autres que Lon suppase
croitre, et changer par conséquent les signes des
termes ol les différences de celles qui diminuent se
rencontrent. dinsi si [on suppose que les x crois-
sant, les y et les z diminuent, c'est-d-dire que les x
devenant x, + dx, les y et les z deviennent y— dy et
z — dz, et que [on veuille prendre [a différence du
produit xyz ; il faudra changer dans (a différence
trouvée, les signes des termes o dy et dz se ren-
contrent : ce qui donne yzdx — xydz — xzdy pour
{a différence cherchée. »

Donc ce ne sont pas des nombres relatifs
qui sont utilisés contrairement & ce qui s'est
passé en Chine et en Inde, les nombres
négatifs ne sont utilisés que par certains
mathématiciens dans la résolution des équa-
tions. En voici un exemple chez Albert

A. Girard (1629)
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Girard dans son Invention Nouvelle en
Algébre (1629), extrait de [4] , ou il résout
x* = 300x + 432 puis donne la solution
« oubliée » par Viéte, son contemporain, &
propos de l'équation 124x — x* = 240. Notez
au passage que Viéte n'écrira jamais
~x* + 124x = 240 une telle équation.

Mais leur utilisation est sujette a de
nombreuses controverses, comme nous le
verrons par la suite (quant a leur droit &
I'existence et & la validité de certaines
régles de calcul les concernant) jusqu'au
milieu du XIX* siécle o1 alors ils acquié-
rent un statut a égalité avec les nombres
positifs, en particulier avec les travaux de
Hankel (1867). Mais il faudra encore un
siecle pour que leur usage se répande, en
physique notamment [8] .

4. Conclusion

Cette bréve perspective montre que la
pratique et 1'utilisation des nombres rela-
tifs ont été bien antérieures a leur défini-
tion comme pour beaucoup d'autres notions
mathématiques. D'autre part ces nombres,
concrets pour les orientaux, « faux » pour
les occidentaux [voir § I1-3.] sont apparus
comme outil de calcul facilitant la résolu-
tion des équations pour lesquelles on ne
retenait que les solutions positives. Il s'agit
donc d'un outil théorique et algébrique.
D'ailleurs dans les manuels scolaires du
XX sigcle, jusqu'a une époque assez
récente, les nombres positifs et négatifs
étaient classés dans la partie algébre et
portaient le nom de nombres algébriques,
(cf. par exemple [9], [10], [11]). 1Is sont
aussi iptimement associés & la notion de
mesure algébrique.

note : L'utilisation des nombres relatifs dans la vie
pratique comme outil de codage (graduation d'une
droite) n'a commencé qu'au XVIII*™ siécle avec 1'in-
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vention du thermometre, mais il est & noter que Fah-
" renheit a choisi sa graduation pour éviter des tempé-
ratures négatives, et si Réaumur en 1732 choisit 0
pour point de fusion de la glace, il faudra attendre un
siecle pour que l'on s'habitue a I'expression de
température au-dessous de zéro (cf. [8]).

IT — Les Obstacles a la
Compréhension des Relatifs

1. Zéro absolu - Zéro relatif

Un premier obstacle est que le zéro est
une limite infranchissable : en dessous de
« rien », il ne peut rien y avoir. Voici ce que
dit Lazare Carnot (1753-1823), membre de
I'Académie des Sciences :

« Taur)aﬁtenir réellement une quantité négative iso-

lée, il faudrait retrancher une quantité effective de

zéro, Bter quelque chose de rien : opération impas-

sible. Comment donc concevoir une quantité négati-
ve isolée P »

Géométrie de position 1803

(cf. [8] ou [12])

« Avancer qu'une quantité négative isolée est
moindre que 0, cest couvrir [a science des mathéma-
tiques, qui doit étre celle de [évidence, dun nuage
impénétrable et s'engager dans un [abyrinthe de
paradoxes tous plus bizarres les uns que les autres :
dire que ce n'est quune quantité opposée aux quan-
tités positives, cest ne rien dire du tout parce quil
faut expliquer ensuite ce que cest que ces quantités
opposées, Tecourir pour cette expression & de. nou-
velles idées premiéres semblables i celles de (a matie-
Te, du temps et de Lespace, c'est déclarer qu'on regar-
de la difficulté comme insoluble et c'est en faire
naitre de nouvelles, car si ['on me donne pour
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exemple de quantités opposées, un mouvement vers
Lorient et un mouvement vers Loccident, ou un
mouvement vers [e nord et un mouvement vers le
sud, je demanderai ce que c'est un mouvement vers
le nord-est, vers le nord-ouest, vers le sud-sud-ouest,
etc., et de quels signes ces quantités devront étre
affectées dans le calcul. »

Réflexions sur la métaphysique
du calcul infinitésimal, 1797. [12]

De son cote F.C. Busset, auteur d'un
manuel trés utilisé au milieu du XIX*
siécle, fait porter I'échec de 'enseignement
des mathématiques en France sur l'admis-
sion des quantités négatives. Il est choqué
que l'on discute de savoir « s'il existe des
quantités plus petites que rien ». Pour lui,
c'est « le comble de I'aberration de la raison
humaine » et il critique Euler (sic) d'avoir
admis de telles quantités [13]. R

Voyez aussi I'article Négatif de d'Alem-
bert au paragraphe 6.

2. Nature des négatifs

Comme on vient de le voir 'existence
des nombres négatifs est niée : ce ne sont
pas des nombres. D'ailleurs & la rubrique
« nombre » des dictionnaires et encyclopé-
dies (Ozanam - 1691, Trévoux - 1743,
d'Alembert - 1789) ne figurent jamais les
qualificatifs « négatif » ou « positif ». Les
nombres ne peuvent &tre que « positifs ». Ce
sont les quantités qui peuvent &tre néga-
tives ou positives, comme le dit Cauchy
dans son Cours d’Analyse de I'Ecole Royale
Polytechnique (p. 102-103) (1821).

« Nous prendrons toujours (@ dénomination des
nombres dans le sens oi on [emploie en Arith-
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métique, en faisant naitre les nombres de [a
mesure des grandeurs, et nous appliquerons uni-
quement [a dénomination de quantités aux
quantités réelles positives ou négatives, c'est-3-
dire aux nombres précédés des signes + ou —.
De plus, nous regarderons les quantités comme
destinées 4 exprimer des accroissements ou des
diminutions ; en sorte qu'une grandeur donnée
sera simplement représentée par un nombre, si
['on se contente de [a comparer 4 une autre
grandeur de méme espéce prise pour unité, et par
ce nombre précédé du signe + ou du signe —,
si on fa tonsidére comme devant servir 4 ['ac-
croissement ou & la diminution d'une grandeur
fixe de fa méme espéce. Cela posé, le signe + ou
— placé devant un nombre en modifiera la
signification, & peu prés comme un adjectif
modifie celle d'un substantif. Nous appellerons
valeur numérique d'une quantité le nombre qui
en fait [a base, quantités égales celles qui ont [e
méme signe avec [a méme valeur numérique, et
quantités opposées deux quantités égales quant
4 leurs valeurs numériques, mais affectées de
signes contraires. »

(cité aussi dans [8].

Si Cauchy donne des régles de calcul
sur les quantités négatives isolées (cf.
3.7), par contre 45 ans plus tard, il y a &
peine un peu plus d'un siécle, Duhamel,
professeur aussi 4 1'Ecole Polytechnique,
écrit en 1866 :

« Toute démonstration de régles sur les quanti-
tés négatives isolées, ne peut étre qu'une illu-
sion, puisqu'il n'y a aucun sens & attacher & des
opérations arithmétiques sur des choses qui ne
sont pas des nombres, et n'ont aucune existence
réelle. » [8]
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3. Interprétation des racines néga-
tives d'une équation

Ou les négatifs auraient davantage le
statut de nombre c'est comme racines
d'équations. Mais la encore on ne parle pas
de nombre mais de racine et qui plus est de
racine fausse. C'est par exemple le cas de
Descartes (cf. [14] ou [12]) :

« Mais souvent il arrive, que quelques-unes de ces
racines sont fausses, ou moindres que rien. Comme si
on suppose que x désigne aussi le défaut dune
quantité, qui soit 5, ona x+ 5 =0, qui étant
multipliée par 3 — 952 + 26x—24 = 0 fait
- 45— 1952 + 1063~ 120 =0

pour une équation en [aquelle il y a quatre racines, &
savoir trois vraies quisont 2, 3,4, & une fausse
quiest 5.»

On peut remarquer que Descartes
parle d'une racine fausse qui est 5, pas de
—5. On peut faire la méme remarque dans
la suite ol Descartes donne le moyen de
faire que les « fausses » racines deviennent
vraies :

« De plus il est aisé de faire en une méme équation,
que toutes les racines qui étaient fausses deviennent
vraies, & par méme moyen que toutes celles qui
étaient vraies deviennent fausses : 4 savoir en chan-
geant tous les signes + ou — quisont en [a secon-
de, en [a quatriéme, en [a sixiéme, ou autres places
qui se désignent par les nombres pairs, sans changer
ceux, de [a premiére, de (a troisiéme, de [a cinquiéme
& semblables qui se désignent par les nombres
impairs. Comme si au liew de
+x =45 —19° + 106x—120=0

on berit + 3% +4:33 - 1922 - 106x-120=0 ona
une équation en laquelle il n'y a qu'une vraie racine,
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quiest 5, & trois fausses quisont 2,3, ¢ 4.»

On peut aussi remarquer dans le texte
ci-contre que Descartes ne raisonne que sur
les « valeurs absolues » et pour lui quand
on ajoute 3 a la racine 5 celle-ci augmente
mais quand on ajoute 3 4 —4 on obtient -1
et la racine fausse 4 a diminué. A noter
aussi 1 qui est une racine vraie et une faus-
se qui est aussi 1.

En fait ces solutions négatives vont
poser des problémes aux mathématiciens
car il faut alors les interpréter. Par
exemple Lacroix dans ses Eléments d’Al-
gébre de 1800 tout comme Clairaut dans
ses Eléments d'Algébre de 1768 dit « toute
solution négative marque que [a quantité cherchée
doit étre prise dans un sens opposé & celui dans
lequel elle La été dabord » [18]. .

Mais (voir [13]) dans la septiéme édi-
tion de son livre en 1808 il qualifie les
solutions négatives d'absurdes. Voici ce
qu'il dit & propos de 60 + 7Ty =46 : « [a
seule inspection de cette équation y fait recon-
naitre une absurdité. En effet, il n'est pas possible
de former (e nombre 46 en ajoutant quelque chose
au nombre 60, qui seul surpasse déji 46. »

11 est intéressant de voir (encadré
page suivante) ce qu'il en est dans un
traité d'Algebre a l'usage des éléves des
lycées dir a E. Tombeck (1878) (pages
reproduites dans [15]).

On pourra noter la phrase « on les
admet dans les calculs, bien qu'elles
n'aient aucun sens par elles-mémes » et le
fait qu'on transfére les régles de calcul
des polyndmes aux quantités négatives.

APERGU HISTORIQUE SUR
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Descartes (cf. [14])
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Traité d'algébre 4 1'usage des lycées (1878) [15]
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Pour terminer voici un exemple de
manipulation de nombres négatifs a pro-
pos de la solution numérique d'une équa-

N

tion & partir de son expression littérale
extraite des Eléments d’Algébre de Clai-
raut (1768). [16]

« Quon se propose, par exemple, de trouver quelles
doivent étre, dans [e probléme précédent, les
dépenses des deux sources, pour que (a seconde four-
nissant de Lean pendant six jours, tandis que [a pre-
miére en dérobe pendant trois jours, un réservoir de
180 muids soit rempli ; & que [a premiére source
ensuite fournissant de Leau pendant trois jours, &
la seconde pendant quatre jours, un réservoir de 320
muids soit rempli.

On n'aura qu'a faire dans (a solution générale
a=180,6=-3,c=6,d=320,e=3,f=4.

Et Lon aura dc = 1920, af = 720 , ce = 18,
bf = 12, ae = 540 , bd = -960 , & par conséquent
dc—af = 1200, ce — bf = 30, ae — db = 1500, qui
__g{=40 & y=‘::+;{;=50,
par lesquelles on apprend que [a dépense de (a pre-
miére source est de 40 muids par jour, soit pour déro-
ber comme elle fait dans [a premiére opération, soit
pour fournir, ainsi qu'il arrive dans la seconde ; &
que la dépense de la seconde est de 50 muids par jour
qu'elle fournit dans chacune des deux opérations. I(
était si naturel dimaginer que b devait étre négatif
dans cette application, e si aisé de s'en assurer en
remontant 4 [usage qu'on fait de cette lettre, en
exprimant les conditions du probléme, qu'il est
inutile de s arréter 4 le faire voir. »

de
donnent x =
o ==

4, Les regles de calcul

Un des obstacles a 1'adoption des
nombres négatifs est le non fonctionnement
de certaines régles connues pour les « posi-
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tifs » et considérées comme universelles
c'est-a-dire devant s'appliquer a tous les
nombres.

En voici un exemple chez Carnot dans
son ouvrage La géométrie de position

(1803) :

« Soit cette proportion 1 : —1 =—1 : 1 ; si [a notion
combattue était exacte, c'est-d-dire, si —1 était
moindre que 0, & plus forte raison serait-il moindre
que 1 ; donc le second terme de cette proportion
devrait étre moindre que le premier ; donc le quatrié-
me devrait étre moindre que le troisiéme ; cest-d-
dire, que 1 devrait étre moindre que —1 ; donc —1
serait tout ensemble moindre et plus grand que 1 ; ce
qui est contradictoire ...

Une multitude de paradoxes ou plutst dabsurdités
palpables résulteraient de [a méme notion ; par
exemple, —3 serait moindre que 2 ; cependant (-3)2
serait plus grand que 22, c'est-g-dire qu'entre deux,
quantités inégales le carré de [a plus grande serait
moindre que le carré de [a plus petite, ce qui choque
toutes les idées claires quon peut se former de [a
quantité.

Pussons & [a seconde notion, qui consiste & dire que
les quantités négatives ne différent des positives
qu'en ce qu'elles sont prises dans un sens opposé.
Cette idée est ingénieuse ; mais elle n'est pas plus
Juste que [a précédente. En effet, si deux quantités,
Lune positive, [autre négative, étaient aussi réelles
Lune que Lautre et ne différaient que par leurs posi-
tions, pourquoi [a racine de [‘une serait-elle une
quantité imaginaire, tandis que celle de [autre
serait effective ?

Pourquoi N=a ne serait-elle pas aussi réelle queNa ?
Congoit-on une quantité effective dont on ne puisse
extraire [a racine carrée ? Et d ol viendrait le privi-
Lge que [a premiére, —a, aurait de donner son signe
au produit —a x +a ?» (cité dans [8]).
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Lacroix, quant a lui, distingue dans son
traité de 1800 les opérations algébriques et
arithmétiques :

« L'extension que les signes généraux, employés dans
Calgébre donnent aux, résultats, ne permet plus leur
comparaison exacte avec ceux de [arithmétique ... La
soustraction b — a , indiquée algébriquement, n'em-
porte pas nécessairement [idée que b surpasse a. »

Mais il revient en arriére dans son trai-
té de 1808 ou il restreint la soustraction au
cas ol la différence est positive ou nulle
[13].

On voit donc que rapport, ordre, racine
carrée, soustraction sont sources de pro-
blémes lorsqu'on veut y méler des nombres
négatifs. Méme pour l'addition, Clairaut
prend des précautions :

« On demandera peut-étre si on peut ajouter du
négatif avec du positif, ou plutdt si on peut dire
qu'on gjoute du négatif. A quoi je réponds que cette
expression est exacte quand on ne confond point
gjouter avec augmenter. Que deux personnes, par
exemple, joignent leurs fortunes, quelles qu'elles
soient, je dirai que cest [d ajouter leurs biens, que
(un ait des dettes & des effets réels, si ses dettes
surpassent ses effets, il ne possédera que du négatif,
& la jonction de sa fortune 4 celle du premier dimi-
nuera le bien de celui-ci, en sorte que [a somme se
trouvera, ou moindre que ce que possédait le pre-
mier, ou méme entiérement négative. » [8] et [16]

Reste le probléme de la multiplication,
avec la fameuse régle des signes dont nous
reparlerons au paragraphe 3, car sa justifi-
cation a posé beaucoup de problémes.
Cependant nous pouvons dire que cette
régle utilisée depuis au moins Diophante
(voir I-3.) est néanmoins sujette au doute.
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Par exemple Cardan (1505-1576) tan-
tot donne une version correcte de la regle
des signes :

« Plus ductum in plus ( ducere in veut dire mul-
tiplier par ), et divisum per plus ; et minus duc-
tum in minus, et divisum per minus producunt sem-
per plus, et ita ( de méme ) plus in minus, vel
minus in plus, vel plus divisum per minus, vel minus
per plus, producit minus. » (5]

tantot une version erronée :

« Igitur minus in minus, seu alienum in alienum (ce
qui n'existe pas sur ce qui n'existe pas), et
minus in plus, sew plus in minus, quod est in alie-
num, sew alienum in id quod est, producunt minus
solum, seu alienum. »

C'est-a-dire : donc moins multiplié par
moins, ou ce qui n'existe pas par ce qui
n'existe pas, et moins multiplié par plus ou
plus multiplié par moins, ne produisent
Jjamais que moins, ou quelque chose qui
n'existe pas. :

« Et ideo patet communis error dicentium quod
minus in minus producit plus. Neque enim magis
minus in minus producit plus quam plus in plus pro-
ducat minus. »

C'est-a-dire : et ainsi est mise en évidence
l'erreur commune de ceux qui disent que
moins par moins fait plus. Car moins par
moins ne fait pas davantage plus, que plus
par plus ne fait moins. [5]

et méme essaie de concilier les deux points
de vue :

« Et quia nos ubigue diximus contrarium, ideo doce-
bo causam Rujus, quare in operatione minus in
minus videatur producere plus, et quomodo debeat
intelligi. »
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C'est-a-dire : et comme nous avons dit le
contraire en divers endroits, jenseignerai
ici la raison pour laquelle, dans une opéra-
tion, moins par moins parait faire plus, et
comment cela doit étre entendu. [5]

et ce qu'il dit aussi a propos de la division
laisse perplexe :

« Nous avons écrit ailleurs que moins multiplié par
plus, et moins multiplié par moins, produisent
moins. If en résulte que moins divisé par moins pro-
duit tantdt plus et tantdt moins. Ou bien si deux
quantités négatives sont divisées [une par (autre, ce
qui proviendra pourra étre plus ou moins ; mais
toutes les choses qui sont divisées par plus donnent
des semblables & ce qui est divisé : c'est-d-dire plus
étant divisé par plus produit plus ; et moins étant
divisé par plus, il en sort moins. Ce qui est évident
par la multiplication. » [5]

Il s'est méme trouvé (cf. [13]) un cer-
tain Klostermann, correspondant de la
Société royale des sciences de Goftingen,
pour démontrer, en 1804, que moins multi-
plié par moins donne moins.

5. Confusion entre le signe d'opé-
ration et le signe du nombre

Alors que les Chinois utilisent par
exemple deux couleurs différentes pour
les positifs et les négatifs (voir I-1.), en
Occident cette distinction n'a été faite
clairement qu'au début du XIX*= sigcle
par des mathématiciens allemands (Wil-
kens 1800, Busse 1804, Forstemann
1817) qui notent a au lieu de —a, I'opposé
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de a, et définissent la soustraction par
l'addition de l'opposé : a—b=a +b.
Busse montre que les problémes de Car-
not viennent essentiellement de cette
confusion entre signe opératoire et signe
du nombre (signe prédicatoire) et c'est
aussi cette confusion qui rend fausse la
démonstration de Klostermann (voir I1-4.)
[13].

Cette confusion est en effet constan-
te jusqu'a la fin du XIX*=. Par exemple
quand Descartes écrit — 2 + 3 =+ 1
(voir I1-3.), + 3 désigne une augmenta-
tion de 3 et on ne sait pas trés bien si ce
+ n'est pas en méme temps signe d'une
addition. De méme dans le texte d'Ar-
nauld (voir I-3.), il est question de
signes que l'on change, qui sont parfois
sous-entendus ; il semble donc qu'il
s'agisse la de signes prédicatoires. Mais
dans les explications il est fait par
contre référence explicitement aux opé-
rations : « oster », « ajouter ». (On pour-
ra aussi se reporter au paragraphe sui-
vant). Cela est dii au fait qu'il s'agissait
toujours de quantités a ajouter ou a
soustraire, c'est-a-dire de quantités en
plus ou en moins.

6. Un document intéressant

L'Encyclopédie méthodique mathé-
matique issue de la Grande Encyclopédie
de Diderot est un document de référence
sur l'état des sciences a la fin du XVIII*=
siécle.

Aussi est-il intéressant de voir ot I'on
en était a cette époque a propos des
nombres relatifs en liant les articles Néga-

tif et Quantité.
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Encyclopédie du XVIII*= siécle.
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IIT — La Regle des Signes :
un choix d'explications

1. Les difficultés de Stendhal

« Mon enthousiasme pour les mathématiques
avait peut-étre eu pour base principale mon
horreur pour I'hypocrisie, I'hypocrisie a mes
yeux c'était ma tante Séraphie, Mme Vignon,
et leurs pr[étres].

Suivant moi I'hypocrisie était impossible en
mathématiques et, dans ma simplicité juvéni-
le, je pensais qu'il en était ainsi dans toutes
les sciences ol javais oui dire qu'elles s'ap-
pliquaient. Que devins-je quand je m'apergus
que personne ne pouvait m'expliquer com-
ment il se fait que : moins par moins donne
plus (—x — =+) ? (C'est'une des bases fon-
damentales de la science qu'on appelle
algebre).

On faisait bien pis que ne pas m'expliquer
cette difficulté (qui sans doute est explicable
car elle conduit a la vérité), on me I'expliquait
par des raisons évidemment peu claires pour
ceux qui me les présentaient.

M. Chabert pressé par moi s'embarrassait,
répétait sa legon, celle précisément contre
laquelle je faisais des objections, et finissait
par avoir I'air de me dire :

« Mais c'est l'usage, tout le monde admet
cette explication. Euler et Lagrange, qui appa-
remment valaient autant que vous, 'ont bien
admise. Nous savons que vous avez beau-
coup d'esprit (cela voulait dire : Nous savons
que vous avez remporté un premier prix de
belles-lettres et bien parlé 3 M. Teste-Lebeau
et aux autres membres du Département),
vous voulez apparemment vous singulariser. »
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Quant a M. Dupuy, il traitait mes timides
objections (timides a cause de son ton d'em-
phase) avec un sourire de hauteur voisin de
I'éloignement. Quoique beaucoup moins fort
que M. Chabert, il était moins bourgeois,
moins borné, et peut-étre jugeait sainement
de son savoir en mathématiques. Si aujour-
d'hui je voyais ces Messieurs huit jours, je
saurais sur-le-champ a quoi m'en tenir. Mais
il faut toujours en revenir a ce point.

Je me rappelle distinctement que, quand je
parlais de ma difficulté de moins par moins a
un fort, il me riait au nez ; tous étaient plus ou
moins comme Paul-Emile Teysseyre et
apprenaient par coeur. Je leur voyais dire
souvent au tableau a la fin des démonstra-
tions : « Il est donc évident », etc.

Rien n'est moins évident pour vous, pensais-
je. Mais il s'agissait de choses évidentes pour
moi, et desquelles malgré la meilleure volon-
té il était impossible de douter.

Ao hin ay,

e
P £ D
El i R 2
*&J%,
[Ardoise ou tabdleau proprement dit. — Tablean. — M. Dupuy dana

san grand fautewil |

Les mathématiques ne considérent qu'un
petit coin des objets (leur quantité), mais sur
ce point elles ont I'agrément de ne dire que
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des choses sires, que la vérité et presque
toute la vérité.

Je me figurais a quatorze ans, en 1797, que
les hautes mathématiques, celles que je n'ai
jamais sues, comprenaient tous ou a peu
prés tous les cotés des objets, qu'ainsi, en
avangant je parviendrais a savoir des choses
sires, indubitables, et que je pourrais me
prouver a volonté, sur toutes choses.

Je fus longtemps & me convaincre que mon
objection sur — x — = + ne pourrait pas abso-
lument entrer dans la téte de M. Chabert, que
M. Dupuy n'y répondrait jamais que par un
sourire de hauteur, et que les forts auxquels
je faisais des questions se moqueraient tou-
jours de moi.

J'en fus réduit a ce que je me dis encore
aujourd'hui : il faut bien que — par — donne +
soit vrai, puisque évidemment en employant
a chaque instant cette régle dans le caleul,
on arrive a des résultats vrais et indubitables.

Mon grand malheur était cette figure :

N -
2]

K—_——E

Supposons que RP soit la ligne qui sépare le

positif du négatif, tout ce qui est au-dessus

est positif, comme négatif tout ce qui est au-

dessous ; comment, en prenant le carré B

autant de fois qu'il y a d'unités dans le carré

A, puis-je parvenir a faire changer de cété au
~carré C ?
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Et, en suivant une comparaison gauche que
l'accent souverainement trainard et greno-
blois de M. Chabert rendait encore plus
gauche, supposons que les quantités néga-
tives sont les dettes d'un homme, comment
en multipliant 10 000 francs de dette par 500
francs, cet homme aura-t-il ou parviendra-t-if
a avoir une fortune de 5 000 000, cing mil-
lions ?

M. Dupuy et M. Chabert sont-ils des hypo-
crites comme les pr[étres] qui viennent dire la
[messe] chez mon grand-pére et mes chéres
mathématiques ne sont-elles qu'une trompe-
rie ? Je ne savais comment arriver a la
vérité. Ah | qu'alors un mot sur la logique ou
l'art de trouver la vérité elt été avidement
écouté par moi ! Quel moment pour m'expli-
quer la Logique de M. de Tracy ! Peut-étre
jesse été un autre homme, j'aurais eu une
bien meilleure téte. '

Je conclus, avec mes pauvres petites forces,
que M. Dupuy pouvait bien é&tre un trompeur,
mais que M. Chabert était un bourgeois vani-
teux qui ne pouvait comprendre qu'il existat
des objections non vues par lui. » [18] et [8]

On notera l'obstacle auquel se heurte
Stendhal : le modéle des gains et des
pertes qui fonctionne pour 1'addition des
relatifs ne fonctionne plus pour la multipli-
cation.

2. L'explication de Stevin (1625)

Voici, par exemple, comment elle est
présentée dans l'Arithmétique de Simon
Stevin, publiée en 1625 :

« Plus multipli¢ par plus, donne produit plus, e
moins multiplié par moins, donne produit plus, e
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plus multiplié par moins, ou moins multiplié par
plus, donne produit moins.

Explication du donné. Soit 8 — 5 multiplié par
9 -7, encette sorte : — 7 fois — 5 font + 35
(parce que, comme dit le théoréme, — par — fait
+ ). Puis — 7 fois 8 fait — 56 (parce que, comme
est dit au théoréme, — par + fait — ). Et sembla-
blement, soit 8 ~ 5, multiplié par e 9, & donne-
ront produits 72 — 45 . Puis gjoutez + 72 + 35
font 107. Puis ajoutezs les — 56 — 45, font — 101 ;
et soustrait le 101 de 107 telle 6, pour produit de
telle multiplication. De [aquelle (a disposition des
caractéres de Lopération est telle :

8- 5  Eaplication du requis. If faut
9-7 démontrer par le dit donné, que +
T _56+35  multiplié par +, fait +, & que
72— 45 — par —, fait +, & que + par

3 —,ou —.par +, fait —.
Démonstration. Le nombre & multiplier 8 — 5 vaut
3, & le multiplicateur 9 — 7 vaut 2 ; mais multi-
pliant 2 par 3, le produit est 6 ; donc le produit
ci-dessus, aussi 6, est le vrai produit. Mais le méme
est trouvé par multiplication, (4 ol nous avons dit
que + multiplié par + donne produit +,¢¢ — par
— donne produit +, & + par —, ou — par +,
donne produit —, donc le théoréme est véritable.

Autre démonstration géométrique. Soit AB 85 (3
savoir AD 8 - DB

27 4 5). Puis AC 9-7 (3
savoir AE9 — EC7).
10 3 |5 Leur produit CB ; ou
bien selon la multipli-
G cation précédente :

P 21 ED72 - EF 56 -

DG 45 + GF 35,
2 c 7 £ lesquelles nous démon-

trerons étre égales & CB en cette sorte : de tout le
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ED + GYF, soustrait EF & DG, reste CB.
Conclusion. « Plus », donc, multiplié par « plus »,
donne produit « plus », et « moins » multipli¢ par
« moins », donne produit « plus ». & « plus » multi-
plié par « moins », ou « moins » multiplié par
« plus » donne produit « moins » ; ce qu'il fallait
démontrer. » [8] et [19]

On peut constater que 1'explication de
Stevin est fondée sur la distributivité et
que Stevin prend la peine de faire deux
« démonstrations » : 1'une arithmétique et
l'autre géométrique. Cette régle est intro-
duite par Stevin pour pouvoir calculer des
produits du type :

(N7 + V5 - Ve) (V4 - V8 + V3)
qu'il appelle « multinomie radicaux
entiers ».

3. L'explication de McLaurin (1748)

« On pourroit de (& déduire (o régle des signes telle
quon a coutume de [énoncer, qui est que les signes
semblables dans les termes du multiplicateur & du
multiplicande donnent + au produit, & les signes
différents donnent —. Nous avons évité cette manie-
re de présenter (a rigle, pour épargner aux Comumen.-
gants [expression révoltante — par — donne +, qui
est cependant une conséquence nécessaire de (a régle
: on peut, comme nous avons fait, (a déguiser, mais
non (anéantir ou [a contredire ; le Lecteur, sans s'en
appercevoir, en a observé tout le sens dans les
exemples précédents ; familiarisé avec [a chose,
pourrait-il encore s'effaroucher des mots ? s'il (ui
reste [d-dessus quelque scrupule, qu'il fasse atten-
ton 4 [a démonstration suivante qui attaque direc-
tement (g difficulté.

+a — a = 0, ainsi par quelque quantité qu ‘on multi-
plie +a — a, le produit doit étre 0 : si je le multiplie
par n, jaurai pour le premier terme +na, donc j'au-



REPERES - IREM . n°2 - janvier 1991

rai pour le second —na , puisquil faut que les deux
termes se détruisent. Donc les signes différents don-
nent — au produit. Si je multiplie +a—a par—n,
par le cas précédent, j'aurai —na pour premier
terme ; donc jaurai +ng pour second, puisquil faut
toujours que les deux termes se détruisent ; donc —
multiplié par — donne + au produit. »[8]

McLaurin utilise la distributivité mais
de fagon plus formelle et générale en utili-
sant 'astuce du zéro. On peut noter le rdle
que joue la démonstration pour McLaurin :
éliminer les scrupules éventuels de ceux
qui n'auraient pas été convaincus par les
exemples.

4. Les explications de Clairaut (1768)

D'abord voici la méthode suivie par
Clairaut pour introduire la régle des

signes.
1. Calcul algébrique du type a(b—-c+d),

2. Calcul algébrique du type
{(a=b)(c-d+e)

ol a,b,c,d,e sontdes nombres entiers
positifs. La régle est utilisée sans étre
énoncée.

3. Résolution d'un probléme (mise en équa-
tion) de deux fagons différentes ol I'une des
deux conduit a4 des produits avec des
nombres négatifs.

4. Conséquences : énoncé de la régle et
attitude face aux solutions négatives.

On notera aussi la démonstration que
Clairaut donne pour le produit de deux
quantités négatives isolées.

APERGU HISTORIQUE SUR
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Clairaut
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5. L'explication d'"Euler (1770)

Léonard Euler (1707-1783) fut assu-
rément un virtuose du calcul. Dans ses
articles scientifiques, il manie les
nombres relatifs et complexes avec ingé-
niosité et hardiesse, sans trop soulever de
questions au sujet de la légitimité de ses
constructions. Mais dans un ouvrage des-
tiné aux débutants (Euler 1770), il fait
ccuvre pédagogique et se trouve dans
I'obligation de fournir des explications.
Notamment il essaie de justifier la régle
des signes. Nous découpons son argumen-
tation en trois parties :

1. La multiplication d'une dette par un
nombre positif n'offre guére de difficulté :
trois dettes de a écus font une dette de 3a
écus. Doncb x (-a)=—ab.

[On remarquera que dans cet exemple, la
multiplication est une opération externe.
L'argument est donc sans valeur si le mul-
tiplicateur n'est pas un entier naturel.]

2. Par commutativité, Euler en déduit que
(—a) x b =-ab.
[Argument sans valeur pour une loi externe,

que signifie (-3) gains de a écus ?]

3. I reste & déterminer ce qu'est le produit
(-a) par (-b). Il est clair, dit Euler, que la

valeur absolue est ab. Il s'agit donc de se

décider entre + ab et —ab.

Mais comme (-a) x b vaut déja —ab, il ne
reste plus comme unique possibilité que
(-a)x (-b)=ab(!!D

Cette pirouette ne dépasse gueére le
niveau de la vulgarisation. Mais si Euler ne
fournit pas ici de meilleure justification de
la régle des signes, c'est sans doute qu'il
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n'en connaissait pas de plus valable. [8]

6. L'explication de Laplace (1795)

Dans les célébres conférences pédago-
giques que Pierre-Simon de Laplace (1749-
1827) fit a 'Ecole Normale Supérieure (Plu-
vidse an III), il commence par manifester le
méme embarras que ses prédécesseurs,
témoignant ainsi que la théorie des
nombres relatifs n'était pas considérée
comme facile. Mais il entrevoit les éléments
de la solution :

« [La régle des signes] présente quelques difficultés :
on a peine & concevoir que le produit de —a par —b
soit le méme que celui de a par b. Pour rendre cette
identité sensible, nous observerons que le produit de
—a par +b est ~ab (puisque le produit n'est que ~a
répété autant de fois quil y dunités dans b). Nous
observerons ensuite que le produit de —a par (6 — 6)
est nul, puisque le multiplicateur est nul ; ainsi le
produit de —a par +b étant —ab , le produit de ~a
par —b doit étre de signe contraire ou égal & +ab
pour le détruire. »

On notera dans ce texte :

a. La méme maladresse que chez Euler
pour démontrer b x (-a) =~ ab.

b. La mise en évidence du role de la distri-
butivité, dans la démonstration.

c. L'absence de référence & un modeéle phy-
sique, (1'obstacle (6) est ainsi contourné) et
une approche, en apparence, purement for-
melle. '

d. Mais l'idée d'une extension formelle du
systéme numérique ne semble pas avoir
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effleuré T'esprit de Laplace. L'emploi des
mots que nous soulignons (« sensible »,
« doit étre »), etc.) ne révéle-t-elle pas une
croyance implicite en un systéme numé-
rique préexistant, dont il suffirait de
déchiffrer les propriétés ? [8]

7. L'explication de Cauchy (1821)

« Daprés ces conventions, si Lon représente par A
soit un nombre, soit une quantité quelconque, et que

Lon fasse a=+4, b=-24,
on aura +a=+4, +b=-2,
-a=-4, -b=+24.

Si dans les quatre derniére équations, [on remet
pour a et b leurs valeurs entre parenthiéses, on

obtiendra les formules
™) +(+2)=+4, +(~2)=-4,
-(+2)=-4, —A)=+A.

Dans chacune de ces formules e signe du second
membre est ce quon appelle le produit des deux signes
du premier. Multiplier deux, signes (un par Cautre,
cest former lewr produit. Linspection seule des équa-
tons (1) suffit pour érablir (a régle des signes, com-
prise dans (e théoréme que je vais énoncer.

1= Théoréme : Le produit de deux signes semblables
est_toujours +, et le produit de deux signes opposés
est toujours — . » Cité dans [8]

8. L'explication de Hankel (1867)

La révolution accomplie par Hankel
consiste a4 aborder le probléeme dans une
toute autre perspective. Il ne s'agit plus de
déterrer dans la Nature des exemples pra-
tiques qui « expliquent » les nombres rela-
tifs sur le mode métaphorique. Ces
nombres ne sont plus découverts, mais
inventés, imaginés.
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Connaissant, par exemple, les proprié-
tés additives de R et la multiplication de
R+ , Hankel propose explicitement de pro-

longer la multiplication de R+ 4 R en
respectant un principe de permanence : la
structure algébrique cherchée doit avoir de
bonnes propriétés.

L'existence et 1'unicité du prolonge-
ment résulte du théoréme suivant :

Théoréeme : La seule multiplication sur R,
qui prolonge la multiplication usuelle sur

R+, en respectant les distributivités (a
gauche et a droite) est conforme a la régle
des signes.

Dés que l'on a formulé ce probléme, la
démonstration est triviale :

0O=ax0=ax (b+oppb)=ab+ax (oppb)
0 =0 x (opp b) = (opp a) x (opp b) + a x (opp b)
Dou  (oppa)x (oppb)=ab

D'ailleurs cette démonstration n'est
méme pas originale. Elle se retrouve essen-
tiellement dans beaucoup de textes anté-
rieurs, notamment chez MacLaurin et
Laplace. Cependant, on notera une diffé-
rence considérable : Laplace croit en I'exis-
tence, a priori, d'une multiplication des
relatifs, dans la Nature. Selon lui, il ne
reste qu'a la découvrir, et le raisonnement
précédent prouve que cela n'est possible
que conformément a la régle des signes.

9. L'explication de Neveu (1911

Elle utilise pour modéle concret le
déplacement d'un mobile & vitesse constan-
te. Le livre est un manuel pour 1'enseigne-
ment primaire supérieur.
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NEVEU. — Cours d'algébre. (1911)
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10. Dans un bulletin de 'APMEP
des années 80

En vertu du principe de continuité ...

4 x (-3) = -12
; +3
3x (-3) = -9
; +3
2x (-3) = -6
3
1 x (-3 = -3 ; *
3
0x -3) = 0 ; *
3
-Dx -3) = ...... ; ¥
; +3
-2)x -8) = ...... N g
+
3)x (-8) = ...... ; +3
(4)x (=8) = .. ; 43
...... ; +3
donc :
(-1) x (-3) = +3
(-2) x (-3) = +6
-3) x (-3) = +9
(-—4) X (—3) = +10

10. Les aires orientées : L'histoire
revisitée en 1988

Voici la présentation donnée par un col-
légue de 'IREM de Lille [21] qui fait 1a syn-
thése de l'idée de déplacement et de la
représentation du produit de deux nombres
par un rectangle comme le faisait Euclide.

APERGU HISTORIQUE SUR
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Une introduction géométrique ([21])
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IV — Conséquences
pour I'Enseignement

1. Le point de vue de Lacroix (1765-
1843)

« Je me suis convaincu de plus en plus, & chaque
cours, que la considération des quantités néga-
tives gsolées était en général placée trop prés du
commencement, dans [a plupart des livres élémen-
taires ; et cela est dailleurs confirmé par histoire
de la science, o1 Lon voit que Lexplication des
solutions négatives des problémes est un des der-
niers progrés de Lanalyse, dii & Descartes. Aussi la
plupart des auteurs ne se sont adressés sur ce sujet
qu'd [a mémoire ; et ceux qui, ne voulant pas en
fait un objet d'autorité, ont cherché & expliquer la
nature de ces quantités, ont eu recours 4 des com-
paraisons forcées, commes celles des biens et des
dettes, qui ne conviennent qu'd des cas particu-
fers de cette théorie.

Ce n'est dailleurs que par (application de (Algébre
& la Géométrie, qu'on peut concevoir dans son
ensemble [a théorie des quantités négatives, puisque
les principales circonstances de cette théorie sont des
faits algébriques qu'il faut se contenter de bien
constater et de classer ensuite dans Cordre qui les
fait [e mieux ressortir. C'est aussi ce que j ai tdché de
faire craignant, d aprés une observation trés répétée,
Cobscurité que des détails métaphysiques trop éten-
dus et trop multipliés jettent dans Lesprit des com-
mengans ; car on abuse aussi en Mathématiques du
raisonnement, lorsqu'on s'obstine & ne pas recon-
naitre certains faits résultant des combinaisons du
calcul, qui ne peuvent s'expliquer plus clairement
que par eux-mémes. » [21]
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Connaissant maintenant le temps qu'il
a fallu pour élaborer la notion de nombre
négatif et toutes les difficultés que son
apparition a créées, il nous reste a mettre a
jour les obstacles qui vont s'opposer a la
mise en place des relatifs chez les éléves et
a ménager le franchissement de ces obs-
tacles.

2. A propos des nombres relatifs

Pour l'éléve de sixiéme, le zéro est
absolu et toute soustraction n'est pas pos-
sible. Il s'agit donc de faire comprendre a
1'éléve que l'on crée de nouveaux nombres
qui vont résoudre des problémes impos-
sibles. Pour faire une soustraction « impos-
sible » au CM, , du type « 7 — 10 » , il faut

aller au « dessous » de zéro.

-3 -0 7

3. A propos des opérations

Le bon sens, les bonnes images
anciennes doivent évoluer : dans une
notion tout ne se généralise pas, ce qui
est dur a admettre et surtout 2 mettre en
pratique.

Pour 'addition déja il y a conflit : une
addition de relatifs peut étre obtenue a par-
tir d'une addition arithmétique ou d'une
soustraction arithmétique. Il faut donc uti-
liser des soustractions pour faire des addi-
tions ! Il faut donc que 1'éléve comprenne
qu'il y a alors généralisation du sens de
I'addition et que le + qui signifie « et »
change de sens quand le nombre qui le suit
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est négatif. (cf. Texte de Clairaut § II-4.).

Seul est conservé le sens du «et » : « et
ensuite », c'est-a-dire le sens de concaténa-
tion.

Pour la soustraction elle garde son
nom mais perd son statut puisqu'on la
remplace par une addition, celle du
nombre opposé. Mais tout d'abord ce qui
arréte 1'éléve c'est que pour lui « la diffé-
rence c'est le nombre qu'il faut ajouter au
plus petit pour obtenir le plus grand »
alors que ce qui se généralise c'est « la dif-
férence c'est le nombre qu'il faut ajouter
au second pour obtenir le premier ». (cf.
Lacroix § II-4.). Et méme si 1'éleve com-
prend que 7 — 10 = -3 car c'est relative-
ment immédiat, il a beaucoup de mal &
comprendre que (—20) —(+2) soit possible.

4. A propos des écritures simplifiées

Des exercices sur des gains et des
pertes traduits sous la forme

+3-5+1

confortent la perception du nombre comme
absolu et du signe comme une affectation :
augmentation ou diminution. C'est ce qui a
été le cas jusqu'au XIX* siécle (cf. § II-5.).
De plus si le statut du nombre est flou,
celui des opérations est aussi flou. Dans
+3-5+1 le signe —, par exemple,
désigne une diminution mais en méme
temps une soustraction !

Face a de telles écritures, deux pro-
blémes se posent :

— ou est le nombre négatif ?

— ou est 'opération ?

En effet quand j'écris « + 3 — 5 » (cf.
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Descartes § I1-3.) je fais une soustraction
avec des nombres entiers « positifs » et je
donne un résultat négatif, + indique que
j'ai 3 francs en poche par exemple et — que
je perds 5 francs. A proprement parler il ne
s'agit ni d'une addition, ni d'une soustrac-
tion avec des relatifs. Si 'on veut que les
relatifs aient leur statut de nombre avec
leurs opérations il faudrait donc traduire
« je gagne 3 » et « je perds 5 » sous la
forme : (+3) + (-5) , en mettant bien en évi-
dence le sens de + (qui, lui, a changé alors
de statut cf. § IV-3.). Par contre une écritu-
re simplifiée du type « 3 — 5 » désigne en
fait une soustraction et devrait donc étre
interprétée ou traduite par : (+3) — (+5) .

5. La multiplication

Pour la multiplication il faut bien
mettre en évidence que le modéle concret
adopté pour l'addition ne fonctionne pas.
On peut rechercher un autre modgle (cf. §
I11-9. et III-11.) mais il faut se rappeler
qu'originellement la régle des signes prend
racine dans la distributivité donc dans les
problémes de calcul algébrique liés aux
équations. Pour lui donner sens, peut étre
vaudrait-il mieux la replacer dans son
contexte.

6. A propos des modeéles concrets

Des textes des paragraphes précé-
dents montrent bien comment certains
modéles concrets, donnés pour faire com-
prendre ou fonctionner une régle, peu-
vent soit en entraver la compréhension,
soit &tre un obstacle & la compréhension
d'une autre régle : par exemple, un
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modéle pour 1'addition ne fonctionne

plus pour la multiplication. C'est le pro- .

bléme de Stendhal (§ III-1.), c'est ce que
rappelle aussi Lacroix (§ IV-1.) et ce qui
apparait aussi dans les objections de
Carnot (§ II-1.).

I1 faut donc bien avoir conscience,
lorsqu'on donne de tels modéles pour
faire comprendre, que 1'on peut en méme
temps créer des obstacles, ce qui est
peut-&tre inéluctable : mais il faudra
alors prévoir ensuite leur dépassement
par les éléves. En ce qui concerne les
relatifs, I'important est de se rappeler
que ces nombres ont pour fonction de
résoudre des probléemes théoriques de
type algébrique, et non des problémes
concrets : les modéles concrets ne sont
que des aides pédagogiques, et qu'il n'est
pas toujours possible, ni méme souhai-
table, d'en donner.
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7. Conclusion

Pour I'enseignement des relatifs nous
avons peut-étre & tenir deux points de vue
complémentaires :

Le point de vue moderne : les relatifs sont
de nouveaux nombres pour lesquels on
essaie d'étendre et de généraliser les opéra-
tions connues. 11 s'agit alors de revenir sur
le sens de ces opérations.

Le point de vue ancien : les relatifs s'impo-
sent dans la résolution des équations et
leurs régles d'emploi découlant du calcul
littéral. Il s'agit alors essentiellement dun
outil algébrique. Ceci devrait inciter & ne
pas séparer calcul algébrique littéral et cal-
cul numérique.

Nous terminerons cette étude sur un
dernier exemple consacré 4 une présenta-
tion datant du début du siécle ...
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Introduction aux relatifs au début du siécle ([20])
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