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Pour mieux comprendre 'avénement
des géométries non euclidienne au XIX*
siécle, il n'est pas inutile de considérer
d'abord les périodes antérieures, remonter
au III* siécle avant J.C. nous suffira
cependant.

I - La Préhistoire
des Géomeétries
non euclidiennes

Cette préhistoire commence véritable-
ment avec Euclide, car il est non seulement
géométre euclidien, mais aussi, et peut-étre
a cause de cela, le premier géométre non
euclidien.

Euclide

Le Premier Livre des Eléments d'Eucli-
de débute par une liste de définitions, de
postulats et d'axiomes [10]. Ce sont les pos-
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Rassemblant mes souvenirs scolaires, je tragai la figure géomé-
trique qui illustre le théoréme de Pythagore. Ce n'est pas au
hasard que je choisis cette proposition. Je me rappelais avoir lu
dans ma jeunesse un livre d'anticipation, ol un tel procédé était
employé par un vieux savant pour entrer en contact avec les intelli-
gences dun autre monde. J'en avais méme discuté, au cours du
voyage, avec le professeur Antelle, qui approuvait cette méthode.
I avait méme ajouté, je m'en souvenais fort bien, que les régles
d'Euclide, étant complétement fausses, devaient, a cause de cela,
étre universelles.

Pierre Boutk, La planéte des singes, 1963

tulats, demandes spécifiques de la_géomé-
trie, qui nous intéressent ici, le cinquié¢me
tout particuliérement, celui sur lequel nous
allons revenir constamment :

Viennent ensuite 48 propositions suivies
de leur démonstration selon un rituel sou-
vent évoqué. Ces propositions se succédent
dans un enchainement remarquable et les
démonstrations observent les régles de la
déduction d'une fagon quasi-rigoureuse.
Faire précéder ce déroulement d'un
ensemble d'hypothéses et particulierement
de postulats géométriques semble une véri-

69



LES GEOMETRIES
NON EUCLIDIENNES

table nouveauté a 1'époque. C'est sans doute
cette apparition vers 300 ans avec J.-C. d'un
corpus géométrique développé selon un
mode axiomatico-déductif, cette création
d'une théorie quasi-parfaitement constituée
qui a permis d'imaginer une vingtaine de
siécles plus tard une théorie autre. C'est
parce que la géométrie euclidienne existait,
du moins était mise en forme, que les géo-
métries non euclidiennes ont pu voir le jour.

Il subsiste en fait des controverses au
sujet des postulats et des axiomes qu'Euclide
aurait effectivement formulés, car nous ne
disposons pas du texte original d'Euclide,
nous ne le connaissons que par des copies,
manuscrits grecs, latins ou arabes redécou-
verts a4 la Renaissance et les multiples édi-
tions des Eléments élaborées & partir de ces
textes différent entre elles. Certains axiomes
et postulats ont pu é&tre rajoutés, en particu-
lier ceux correspondant a certaines demandes
formulées dans le cours du texte. Il est alors
possible d'imaginer ... que le cinquiéme pos-
tulat n'ait pas été énoncé par Euclide lui-
méme. Tannery [25] le suggére. Cela ne remet
cependant pas en cause nos idées sur les Elé-
ments car, méme si ce postulat n'avait pas été
effectivement formulé, il figurerait quand
méme de fagon implicite dans tout ce Premier
Livre. En effet, 'enchainement des proposi-
tions y est tel que les 28 premiéres n'utilisent
pas le Postulat dans leur démonstration,
alors qu'au contraire toutes celles qui suivent
et ce jusqu'a la fin du Livre, la 31 exceptée,
nécessitent le Postulat soit directement, soit
par l'intermédiaire d'une proposition l'em-
ployant elle-méme.

Et c'est bien pourquoi 1'on peut dire
qu'Euclide est aussi le premier géométre non
euclidien, puisque I'ensemble de ses 28 pre-
miéres propositions est vrai indépendam-
ment du fait que le cinquiéme postulat le
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soit ou non. Ceci sera d'ailleurs constam-
ment utilisé par tous ceux qui tenteront de
prouver le cinquiéme postulat et aussi par
ceux qui au contraire essayeront de construi-
re une géométrie sans ce cinquiéme postulat.

Avant de quitter Euclide, relevons dans
le Premier Livre des Eléments les proposi-
tions logiquement équivalentes au Postu-
lat, compte-tenu des autres axiomes expli-
citement ou implicitement formulés, bien
qu'Euclide n'y ait jamais évoqué la possibi-
lité d'une telle équivalence. La proposition
XXIX, pour la démonstration de laquelle le
Postulat semble avoir été énoncé, s'en
déduit automatiquement par l'absurde :

Une droite tombant.sur deux droites paralléles fait les
angles alternes égaux entre eux ... et les angles inté-
rieurs placés du méme colé égaux a deux droits.

La proposition XXX :
Les droites paralléles a une méme drofte sont paral-
léles entre elles

peut s'énoncer aussi (formulation appelée
axiome de Playfair) :

Par un point extérieur & une droite passe au plus une
paralléle a cette droite

ou encore, compte tenu de l'existence des
paralléles prouvée par la proposition XXXI :

Par un point extérieur a une droite passe une paralléle
et une seule A cette droite.

Dorénavant toutes les assertions que
nous soulignerons seront des énoncés "équi-
valents" au cinquiéme postulat.

Poursuivons notre étude de la préhis-
toire avec ceux que 1'on appelle :

Les commentateurs d'Euclide

Ils sont grecs jusqu'au VI*™ siécle aprés



REPERES - IREM . n°1 - octobre 1990

J.-C., arabes du IX* au XIII*" siécles
essentiellement, puis européens & partir de
la Renaissance. Ils ont plus particuliére-
ment discuté et interprété deux points : la
théorie des paralléles du Livre I et la théo-
rie des proportions du Livre V. C’est le pre-
mier point bien stir qui nous intéresse ici et
le cinquidme postulat y occupe une place de
choix dans la mesure ou tous les commen-
tateurs ont exprimé le désir de le rayer de
la liste des postulats. D'une certaine
maniére ils y sont tous parvenus, mais de
facons diverses. Deux méthodes s'offraient
a eux : ou bien démontrer le Postulat
éventuellement en le remplacant par un
autre jugé plus naturel ou plus facilement
acceptable, ou bien changer la définition
des paralléles. A ce propos rappelons celle
d'Euclide :-

. Les paralléles sont des droites, qui, élant situées dans
un méme plan, et étant prolongées a linfini de part et
d'autre, ne se rencontrent ni d'un coié ni de l'autre.

Voici quelques-unes des principales
tentatives.

Les commentateurs grecs

L'essentiel de ce que nous savons d'eux
nous le tenons de Proclus, chef au V=
siéecle de 1'Ecole néo-platonicienne
d'Athénes, auteur entre autres d'un énorme
Commentaire sur le Premier Livre des Elé-

ments d'Euclide [22].

Posidonius (I siécle avant J.-C.) aurait
défini les droites paralléles comme des
droites coplanaires équidistantes c'est-a-
dire des droites situées dans un méme plan
telles que toutes les perpendiculaires ame-
nées de points de 1'une a l'autre soient
égales. Deux droites paralléles selon Posi-
donius le sont aussi selon Euclide, mais la
réciproque est-elle vraie ? Euclide montre
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bien — en fait montre presque — dans sa
proposition XXXIV que deux paralléles sont
équidistantes, mais il utilise pour cela le
cinquiéme postulat. A vrai dire, les deux
définitions coincident :

Deux droites paralléles sont équidistantes
si et seulement si le Postulat est vrai.

Posidonius considére donc une notion
de droites paralléles correspondant & une
propriété "plus forte" que celle choisie par
Euclide et qui semble a priori mieux adap-
tée a la théorie puisqu'elle évite le recours
au Postulat. Mais une question se pose :
pour sa part, Euclide a bien prouvé l'exis-
tence, dans sa théorie, de droites paralléles
sans cinquiéme postulat ; comment peut-on
savoir par contre s'il existe effectivement
des paralléles au sens de Posidonius sans
faire appel 4 un "principe d'existence” cest-
a-dire a un postulat ? Celle-ci serait assu-
rée si l'on savait que
Le lieu des points équidistants d'une droite et situé d'un
méme coté de cette droite est une droite,

mais une telle assertion équivaut 1a encore
au Postulat.

Géminus (I si¢cle avant J.-C.) aurait
insisté, toujours selon Proclus, sur la dis-
tinction entre ces deux notions de paral-
leles. En effet, certaines lignes courbes
situées dans un méme plan peuvent se rap-
procher perpétuellement sans jamais se
couper, comme 'hyperbole et son asympto-
te. Pourquoi un tel phénoméne ne pourrait-
il avoir lieu pour deux droites : étre asymp-
totes, se rapprocher indéfiniment et ne pas
se couper ? La pertinence de cette question
nous apparait bien aujourd'hui.

Proclus (V™ siecle aprés J.-C.) propose

lui-méme une démonstration (cf. [7]) en
prouvant 1'énoncé suivant, clairement

71



LES GEOMETRIES
NON EUCLIDIENNES

équivalent au Postulat :

Lorsqu'une droite coupe I'une des paralléles, elle
coupe l'autre aussi,

mais pour cela il admet implicitement que :
La distance entre deux paralléles est bornée,

ce qui justement, on le verra, revient a sup-
poser le Postulat.

Aganis (VI siécle) utilise une définition
semblable a celle de Posidonius et prouve le
Postulat, mais en présupposant l'existence
de paralléles selon sa terminologie, autre-
ment dit en admettant que :

Par un point extérieur & une droite, il passe toujours
une droite équidistante de la premiére.

Les commentateurs arabes

Les premiéres traductions des Elé-
ments datent du IX*™ siécle. Parmi les
commentateurs ayant apporté une contri-
bution & la théorie des paralléles citons
al-Gauhari (IX** siécle), Tabit ibn Qurra
(Xeme gigcle), Ibn al-Haytam (X-XIb=e
siécles), al-Hayyam [Omar Khayyam] (XI-
XII* siécles) et Nasir ad-Din at-Tusi
(XIIT*= sigcle).

Les auteurs cités ici sont tous des
mathématiciens écrivant leurs ouvrages
scientifiques dans la langue arabe (cf. [14]).
Regardons en particulier la fagon dont Ibn
al-Haytam et Omar Khayyam abordent la
question car certaines de leurs idées origi-
nales seront reprises en Occident.

Ibn al Haytam utilise le mouvement
dans son rai- B’

" sonnement.
Considérant
un segment se
déplacgcant
perpendi- D A A

72

REPERES - IREM . n°1 - octobre 1990

culairement & une droite donnée, il affirme
que lorsqu'une des extrémités du segment
décrit la droite, l'autre extrémité décrit
une autre droite parallele et méme équi-
distante de la premigre.

Ayant obtenu ainsi l'existence de paral-
léles au sens fort, celui de Posidonius ou
d'Aganis, il peut démontrer le Postulat. Il
considére & cet effet le quadrilatére dont se
servira Lambert au XVIII™ siécle, un qua-
drilatére ABCD ayant trois angles droits et
pour lequel il s'agit de montrer que le qua-
triegme, I'angle en D, est droit lui aussi.

Ibn al Haytam montre tout d'abord que
CD = AB. En effet, soit E et F les symé-
triques de C'et D relativement a AB ;
lorsque le segment EF se meut en restant
perpendiculaire a EC, le point E restant sur
EC, le segment EF vient sur CD lorsque E
est en C et sur BG lorsque E est en B.

D'aprés ce quiaété D

supposé, dans ce U
mouvement le point
F décrit une droite,
les points F, G, D G- O
sont alignés, mais IA l
les points F, A, D- i |
aussi ; donc G coin- | I
cide avec A et par
suite CD=AB. E

Pour montrer que l'angle en D est
droit, Ibn al-Haytam raisonne alors par
l'absurde en envisageant les deux autres
cas : I'angle en D est aigu, 'angle en D est
obtenu. Cette énumération des cas sera
souvent reprise ensuite. La conclusion en
résulte assez facilement.

Omar Khayyam se propose lui aussi de
prouver le Postulat en insérant huit nou-
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velles propositions dans les Eléments, juste
aprés la proposition XXVIII. Utilisant donc
les 28 premiers énoncés d'Euclide, récusant
par contre 'emploi du mouvement en géo-
métrie tel qulbn al-Haytam le pratique, il
introduit pour sa part le quadrilatére dont
Saccheri se servira au XVIII* siécle, un
quadrilatére ABCD ayant deux angles droits
en A et B et les cotés AD et BC égaux.

D C

A B

Les angles en C et D sont égaux, il
s'agit de montrer qu'ils sont droits. Raison-
nant lui aussi par I'absurde afin d'écarter
les cas ou ces angles seraient aigus ou
obtus, il considére un axiome auxiliaire —
de type philosophique, dit-il — selon lequel :

Deux droites non sécantes ne peuvent pas s'écarter
des deux cotés a la fois.

Malgré un cercle vicieux apparaissant
dans le déroulement déductif, la contribu-
tion d'Omar Khayyam est remarquable par
les idées nouvelles qu'elle apporte.

Nasir ad-Din at-Tusi reprendra et criti-
quera les travaux de ses prédécesseurs
avant de formuler un certain nombre de pro-
positions intéressantes elles aussi. Au
XVII* siécle, Wallis exposera une démons-
tration du Postulat alors attribuée 4 at-Tusi,
vaisemblablement le seul travail arabe
connu & cette époque. Retenons de ces com-
mentateurs arabes, d'une par la mise en évi-
dence du lien entre le Postulat et la somme
des angles d'un quadrilatére, d'autre part la
méthode de démonstration fondée sur une
contradiction devant résulter de I'hypothése
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selon laquelle cette somme ne serait pas
égale i quatre angles droits.

Les commentateurs européens

Les Eléments d'Euclide sont imprimés
pour la premiére fois en latin 4 Venise en
1482 et les Commentaires de Proclus sont
édités a Bale en 1533. Mais qu'ils aient
connu ou non les travaux de leurs prédéces-
seurs grecs ou arabes, les commentateurs
européens n'apportent rien de vraiment
nouveau. Relevons une idée originale
cependant, celle de Wallis.

John Wallis (1616 - 1703) demande d'ad-
mettre le principe fondamental suivant :

Pour une figure quelconque, il en existe toujours une
autre de grandeur queiconque qui lui soit semblable.

Voici 11dée de 1a démonstration (cf. [8]) :

c F

Les demi-droites AB et CD faisant avec
AC des angles a et b tels que a + b < 2 droits,
il s'agit de montrer qu'elles sont sécantes.
Déplagons la demi-droite CD de fagon que
I'angle qu'elle forme avec AC soit constam-
ment égal a b, Lorsque C arrive en A, CD
occupe la position CyD; dans I'angle EAB ; il
existe donc une position intermédiaire C,D,
ot la demi-droite coupe AB en un point P; .
Le postulat de similitude assure 1'existence
d'un triangle ACP semblable a AC{P; et le
point P est alors 4 1a fois sur AB et CD.
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Cette idée sera reprise & la fin du
XVIII*e sigcle par Lazare Carnot dans sa
Géométrie de position : "La théorie des
paralleles tient & une notion premiére & peu
prés du méme ordre de clarté que celle de
1'égalité parfaite ou de la superposition, la
notion de similitude”, reprise aussi par
Laplace dans son Exposition du Systéme du
Monde : "la proportionnalité est un postula-
tum bien plus naturel que celui d'Euclide”,
car elle se retrouve dans les lois de l'attrac-
tion tout comme dans celles des forces élec-
triques et magnétiques, d'ailleurs "la simpli-
cité des lois de la nature ne nous permet
d'observer et de connaitre que des rapports”.

Saccheri notera qu'en fait Wallis utilise
seulement une formulation réduite du prin-
cipe de similitude :

Pour tout triangle, il en existe toujours un autre de
grandeur arbitraire ayant les mémes angles,

et il montrera méme que le Postulat résulte
de la simple supposition :

Il existe deux triangles inégaux ayant les mémes
angles.

Mais avec Saccheri nous abordons le
XVIIT*™ siécle, une période intermédiaire
entre la préhistoire et 1'histoire des géomé-
tries non euclidiennes.

Les précurseurs

Il s'agit de Saccheri et Lambert, les
premiers & avoir formulé des énoncés de
géométrie non euclidienne, sans pour
autant admettre celle-ci.

Girolamo Saccheri (1677-1733) publie
T'année de sa mort son chef d'ceuvre, Eucli-
de lavé de toute tache [24], ol il est essen-
tiellement question du Postulat, mais aussi

74

REPERES - IREM . n°1 - octobre 1990

des rapports et de la difficile définition de
leur égalité. Saccheri croit a la vérité du
Postulat et il désire le démontrer. A cet
effet, il suppose connues et établies les 28
premiéres propositions d'Euclide et intro-
duit la figure a la base de tout son édifice,
le quadrilatére d'Omar Khayyam, quadrila-
tére ABCD dont les angles en A et B sont
droits et les ¢6tés AD et BC sont égaux.

D C

N h S

! :

A B

Ses trois premiers énoncés rappellent
étonnamment ceux d'Omar Khayyam, mais
a la question de la valeur des angles en C
et D, il ne répond pas qu'ils sont droits, il
introduit explicitement, sous forme de défi-
nitions, 1'hypothése de l'angle droit, 1'hypo-
thése de ['angle obtus et 1'hypothése de
l'angle aigu, selon que ces angles égaux
sont droits, obtus ou aigus.

Saccheri montre alors :

dés que l'une de ces hypothéses est vraie
pour un quadrilatére, elle est vraie pour tous
les quadrilatéres.

Bien plus,

la somme des angles d'un quadrilatere quel-
conque est égale, supérieure ou inférieure a
quatre angles droits, la somme des angles
d'un triangle quelconque est égale, supérieu-
re ou inférieure a deux angles droits, un
angle inscrit dans un demi-cercle est droit,
obtus ou aigu, selon que l'on est dans I'nypo-
thése de I'angle droit, obtus ou aigu.
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Mais en montrant que :

Une perpendiculaire et
une oblique se coupent,

aussi bien dans I'hypothése de I'angle droit
que dans celle de 'angle obtus, Saccheri
peut conclure : "Thypothése de 1'angle obtus
est absolument fausse, car elle se détruit
elle-méme".

En effet, elle implique le Postulat qui
lui-méme impose l'angle droit. Ce rejet de
T'hypothése de 'angle obtus (celle de 1a géo-
métrie sphérique) s'explique par 1'usage
que fait Saccheri de la proposition XVI
d'Euclide, selon laquelle un angle extérieur
d'un triangle est plus grand qu'un angle
intérieur opposé, car celle-ci se sert du
caractére infini des droites (cf. [7]).

La moitié du chemin est donc parcou-
rue, il ne reste qu'a obtenir une autre
contradiction, dans I'hypothése de 1'angle
aigu cette fois. Saccheri se place désormais
dans celle-ci (il existe une perpendiculaire
et une oblique qui ne se coupent pas) et les
choses deviennent alors trés intéressantes.
1l établit tout un enchainement de proposi-
tions nouvelles et prouve en particulier que
pour deux droites quelconques, il existe
trois possibilités :

1) elles sont sécantes

2) elles ont une perpen-
diculaire commune

3) elles sont asymptotes.

-
/—i

Chez Euclide, seuls les deux premiers
cas peuvent se réaliser ; ici, un nouveau
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type de non-sécantes apparait, celui suggé-
1é par Géminus.

Pire, lorsque deux droites ont une per-
pendiculaire commune, elles divergent des
deux cbtés a partir de cette perpendiculaire :
I'intuition ne peut S
plus se fonder sur
la figure : R

mais sur celle-ci :

et le postulat d'Omar Khayyam tombe.

Ou encore :

C'est une classification que Lobat-
chevsky retrouvera un siécle plus tard.
Nous avons la de véritables énoncés de géo-
métrie non euclidienne et pourtant dés la
proposition suivante, Saccheri affirme :
"L'hypothése de 'angle aigu est absolument
fausse car cela répugne a la nature de la
ligne droite". Selon lui, les asymptotes AX
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et BY auraient en leur point commun al'in-
fini une perpendiculaire commune, ce qui
ne se peut.

Ainsi, mit par sa conviction, il détruit
d'un seul coup tout 1'édifice patiemment
construit grice a ses remarquables qualités
de logicien, lui permettant de manier aisé-
ment la preuve par l'absurde ou le raison-
nement sur des figures impossibles.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
philosophe et mathématicien, connu pour
sa preuve de l'irrationalité de &, fournit une
contribution importante & la géométrie
avec sa Théorie der Parallellinien (écrite &
partir de 1766 mais publiée en 1786) [17].

D C
L

1 [
A B

La figure fondamentale y est le quadri-
latére & trois angles droits utilisé par Ibn
al-Haytam. Il formule lui aussi trois hypo-
théses selon la valeur du quatriéme angle
et il obtient assez rapidement une contra-
diction dans 1'hypothése de 1'angle obtus.

Quant a I'hypothése de 1'angle aigu,
non seulement la somme A + B + C des
" angles d'un triangle ABC y est inférieure a
180°, mais de plus le déficit ou le défaut du
triangle : 180°— (A + B + C ) est proportion-
nel a l'aire du triangle.

Lambert note alors la ressemblance de
la géométrie plane avec la géométrie sphé-
rique dans 'hypothése de 1'angle obtus et
avec la géométrie d'une sphére imaginaire
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dans celle de 'angle aigu. Car 1'aire d'un
triangle tracé sur une sphére de rayon r est
de la forme r?( A + B + C — 180°) ; par suite,
sur une sphére de rayon imaginaire ir, cette
aire prend la forme r%(180—-A-B—C).

Une conséquence chagrine Lambert
cependant : si I'hypothése de 1'angle aigu
était vraie, il existerait une mesure absolue
des longueurs, tout comme il existe une
mesure absolue des angles. En effet, on
peut toujours associer a un segment un tri-
angle équilatéral ayant ce segment pour
coté et par suite faire correspondre au seg-
ment la valeur commune des angles de ce
triangle équilatéral, valeur mesurée de
facon absolue. La formule relative au
défaut du triangle montre que lorsque la
longueur du segment croit de 0 a l'infini,
T'angle correspondant décroit de 60° a 0°.

Cependant Lambert ne prend pas prétex-
te de cette existence d'une unité de longueur
absolue pour écarter I'hypothése de l'angle
aigu. Finalement, il ne conclut pas, bien
qu'ayant avancé assez loin dans la théorie.
C'est que pour lui et ses contemporains, les
axiomes de la géométrie ne sont que le reflet
des propriétés de l'espace. La question n'est
pas de savoir si le cinquiéme postulat est
vrai ; selon la conception kantienne de 1'espa-
ce, la conviction existe indépendamment de
toute démonstration. La question est plutdt
celle de la possibilité de prouver mathémati-
quement le Postulat, ce que d'Alembert for-
mule ainsi dans I'Encyclopédie : "la définition
et les propriétés de la ligne droite, ainsi que
des lignes paralléles sont 1'écueil et pour ainsi
dire le scandale des éléments de géométrie”.

De nombreux mathématiciens s'essaye-
ront encore a la recherche d'une démonstra-
tion a la fin du XVIII*™ siécle et au début du
XTX™e siécle, comme Farkas Bolyai, le pére de
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Janos, Friedrich Wachter, Ferdinand Schwei-
kart, Franz Taurinus et surtout Legendre.

Adrien Marie Legendre (1752-1833) a mul-
tiplié les tentatives de démonstration dans
les différentes éditions de ses Eléments de
Géométrie de 1794 a 1823 [18], la plupart
tournant autour de la valeur de la somme des
angles d'un triangle. A chaque fois, il intro-
duit une idée nouvelle et assez ingénieuse,
mais fondée sur une hypothése équivalente
au Postulat, comme par exemple :

Par tout point pris a lintérieur d'un angle, il passe tou-
jours une droite coupant les deux cotés de l'angle.

Avant d'aborder 1'histoire proprement
dite des géométries non euclidiennes, voici
A titre d'anecdote la méthode utilisée avec
la Tortue de LOGO pour bien faire com-
prendre aux enfants que la somme des
angles d'un triangle vaut 180° [1]. II s'agit
en fait de la démonstration donnée en 1809
par Bernhard Thibaut.
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II - L'histoire
des géométries
non euclidiennes

Au cours de la premiére moitié du
XIXeme siécle, trois mathématiciens déve-
loppent a peu prés en méme temps, mais de
fagon indépendante, une nouvelle géomé-
trie ou le cinquiéme postulat est nié.

La Géométrie non euclidienne de
Gauss, Bolyai et Lobatchevsky

Evoquons les travaux de Lobatchevsky
car sa théorie se présente a la fois de la -
facon la plus compléte et la plus facile &
aborder.

Nicolas Ivanovitch Lobatchevsky
(1793 - 1856), professeur & 'Université de
Kazan, exprime, dans un essai sur les fon-
dements de la géométrie de 1828-29, 1'idée
d'une géométrie dans laquelle par un point
extérieur & une droite passerait deux paral-
leles a cette droite. Celle-ci est développée
de 1835 4 1838 dans ses Nouveaux prin-
cipes de Géométrie, texte relativement faci-
le a lire mais assez indigeste. Il reprend ce
travail de fagon plus agréable et concise
dans une brochure parue en 1840.4 Berlin
intitulée Etudes géométriques sur la Théo-
rie des Paralléles [19].

- Aprés avoir énoncé quelques propo-
sitions élémentaires assez semblables a
celles du Premier Livre des Eléments,
il y formule son fameux partage des
droites passant par un point en deux
classes : "toutes les droites tracées par
un méme point dans un plan peuvent se
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distribuer par rapport & une droite don-
née dans ce plan, en deux classes,
savoir : en droites qui coupent la droite
donnée, et en droites qui ne la coupent
pas. La droite qui forme la limite com-
mune de ces deux classes est dite paral-
léle & la droite donnée”.

Parmi les droites

passant par A, la E G
perpendiculaire AD H
a BC coupe BC,
alors que la perpen-

diculaire AE & AD o F

ne coupe pas BC.
Soit AH la droite o
limite des
classes, elle ne coupe o
pas BC, toute droite
AG dans l'angle
EAH ne coupe pas
BC et toute droite
AF dans l'angle K C
HAD coupe BC.

~~

L'angle o = HAD est appelé angle de
parallélisme. Lobatchevsky pose o = n(p)
pour exprimer la dépendance de 1'angle o
relativement 4 la distance p = AD. Ce qui
du méme coup présuppose une certaine
homogénéité de 1'espace, celle-la méme uti-
lisée par Euclide pour effectuer les trans-
ports de figures nécessaires afin d'établir
les cas d'égalité des triangles.

Ainsi Lobatchevsky commence par ce
par quoi Saccheri achéve. La situation
décrite ici est posée a priori par Lobat-
chevsky alors qu'il s'agit en fait de celle a
laquelle Saccheri a abouti a la suite de
longs développements théoriques sous 1'hy-
pothése de I'angle aigu. En effet, 1a non-
sécante limite AH, dite paralléle a BC,
n'est autre que le troisiéme cas évoqué par
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Saccheri, celui de deux droites asymptotes,
tandis que les autres non-sécantes telles
que AG correspondent au deuxiéme cas,
celui de deux droites admettant une per-
pendiculaire commune.

La droite AK symétrique de AH par
rapport 2 AD est aussi une non-sécante
limite, donc une paralléle & BC. Ainsi, il
passe par le point A deux paralléles 4 BC,
chacune relative 4 un sens, sauf si o = a(p)
=2 (cas de la géométrique euclidienne).
Cette nouvelle notion de paralléles vérifie
encore de bonnes propriétés dont la preuve
n'est cependant pas immeédiate : "une ligne
droite conserve le caractére de parallélisme
en tous ses points” ; "deux droites sont tou-
jours réciproquement paralléles” ; "deux
droites paralléles a une troisiéme sont
paralléles entre elles".

Se plagant désormais dans I'hypothése :
n(p) < ©/2, Lobatchevsky montre que, étant
donné un angle quelconque a, on peut tou-
jours trouver une distance p telle que 1'on
ait n(p) = a. De plus, lorsque p croit de 0 a
T'infini, n(p) décroit de ©/2 & 0 (ce qui n'est
pas sans rappeler la mesure absolue des
longueurs de Lambert).

Lobatchevsky introduit alors une
notion relativement nouvelle, celle d'horo-
cycle ou courbe-limite. A cet effet, remar-
quons tout d'abord qu'en géométrie eucli-
dienne les trois médiatrices d'un triangle
sont concourantes, alors que, sans cinquié-
me postulat, les trois médiatrices sont soit
concourantes, soit non-sécantes deux a
deux et, si deux d'entre elles sont paral-
leles, elles le sont toutes trois. Un horo-
cycle sera par définition une ligne courbe
située dans un plan telle que toutes les
médiatrices de ses cordes soient paralléles
entre elles.
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Une curieuse formule :

Soient AB et A'B’
deux arcs d'horo-

cycles de méme B X .

direction d'axes, B

limités justement S g

par deux axes AA’

et BB'. Posons : A X A
AA'=BB'=x,

alors :

AB' = AB = e¥k
ol k est une constante positive.
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Cette formule montre en particulier
que les droites paralléles AA' et BB' sont
asymptotes.

Lobatchevsky introduit ensuite les
horosphéres ou surfaces limites obtenues
dans la rotation dun horocycle autour d'un
de ses axes. Disons simplement que, si on
fait jouer aux horocycles le réle de droites,
trés curieusement, ces horosphéres vont
étre de véritables modéles de plans eucli-
diens, la trigonométrie des triangles sur ces
surfaces n'étant autre que la trigonométrie
ordinaire. Mais ajoutons surtout qu'a la
suite de calculs délicats, utilisant a la fois
horosphéres et trigonométrie sphérique,
Lobatchevsky établit le systéme des rela-
tions entre les angles A, B, C et les cbtés a,
b, ¢ d'un triangle rectiligne quelconque :

sin A tg 7t (a) = sin B tg nt (b)
sin n(b) sin n(c) _
sin m(a) -
cos m(b)
cos m(a)
sin Bsin C
sin 1(a)

cos A cos w (b) cos &t (c) + 1

cotg Asin Csinm(b) +cos C =

cos A+cosBceosC =

ainsi que les relations qui s'en déduisent
par permutations et la formule fondamen-

tale: tg 1r(Tx) = e¥k
On remarquera que "la géométrie ima-
ginaire se change en la géométrie ordinaire

lorsqu’on suppose les cbtés d’un triangle
rectiligne trés petit”. En effet, en premiére

sin t(x) =1 - + (x/k»?,
cosn(x)=xk et tgmnkx) =2k/x s
d'ou1 les formules usuelles :
A+B+C=m,
bsinA =asinB et a®=Db?+ c— 2bc cosA.

approximation :

Pour Lobatchevsky, les équations pré-
cédentes "constituent par elles-mémes une
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raison suffisante pour considérer comme
possible I'hypothése de la géométrie imagi-
naire". A ce propos, parallélement 4 ses
publications & Kazan de 1835 & 1838, il fait
paraitre dans le journal de Crelle en 1837
un article en frangais intitulé Géométrie
Imaginaire dans lequel il part a priori de
ces formules trigonométriques : "c'est en
rebroussant pour ainsi dire chemin et en
partant des équations fondamentales que je
tacherai d'introduire leur adoption dans la
géométrie et de mettre hors de doute quils
puissent jamais mener & une absurdité,
sous quelque rapport que ce soit.” A cet
effet, il raméne par des transformations ces
équations a celles de la trigonométrie sphé-
rique dont il a montré par ailleurs qu'elle
“est indépendante de I'une ou l'autre hypo-
thése sur la somme des angles dans un tri-
angle rectiligne”.

En 1885 encore, peut avant sa mort,
déja aveugle mais toujours soucieux de
faire comprendre et accepter ses théories, il
dicte un exposé complet de son systéme
écrit en russe et en frangais sous le titre
Pangéométrie ou précis de géométrie fondée
sur une théorie rigoureuse et générale des
paralléles.

I1 nous faut évoquer maintenant les
travaux de Bolyai et de Gauss, plus suc-
cinctement car ceux de Bolyai sont tout a
fait analogues & ceux de Lobatchevsky et
ceux de Gauss n'ont pas été rédigés en un
texte suivi et complet.

Janos Bolyai (1802 - 1860). Son pére Far-
kas Bolyai, géométre hongrois, ami de
Gauss a longtemps cherché a démontrer le
cinquiéme postulat. Indiquons pour mémoi-
re qu'il I'a ramené 4 1'énoncé suivant :

Par trofs points non alignés passe toujours un cercle
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(autrement dit les médiatrices d'un triangle
sont toujours concourantes).

Janos Bolyai, officier hongrois de 1'ar-
mée autrichienne, mis a la retraite a 31
ans, eu pour occupation favorite la théorie
des paralléles malgré les efforts de son pére
pour l'en dissuader : "Tu ne devrais pas
t'engager sur ce chemin pour mettre a
I'épreuve les paralléles ; je connais ce che-
min jusqu'au bout moi aussi, j'ai mesuré
cette nuit sans fond et elle a éteint toute
lumiére et toute joie dans ma vie".

Jusque vers 1820 environ, il essaie de
prouver le Postulat. Puis il se met a
construire une "théorie absolue de I'espace”
selon 1a méthode déductive sans décider a
priori si le cinquiéme postulat est vrai ou
non. Dés 1823 il est en possession de la for-
mule fondamentale tg ;— 7 (x) = ¥k Bien
que sa théorie ne soit pas encore selon lui
tout a fait au point, il peut dire & son pére :
"J'ai découvert des choses si belles que j'en
ai été ébloul ... j'ai tiré du néant un nouvel
univers.”

Son manuscrit est achevé en 1829, inti-
tulé Sur la science absolue de l'espace [3], il
est publié en 1832 en appendice d'un gros
ouvrage paternel. Aprés une définition des
paralléles assez semblable a celle de Lobat-
chevsky, il introduit les horocycles et les
horosphéres - avec une autre terminologie
bien siir - et il obtient les formules de trigo-
nométrie et de géométrie non euclidienne.

[Voici un exemple de résultat remarquable et assez
simple en "géométrie absolue” : les sinus des angles
d'un triangle sont proportionnels a la circonférence des
cercles dont les rayons sont égaux aux cités opposés ;
la circonférence d'un cercle de rayon r étant de la forme
2 1tk sh (k). Lorsque k tend vers linfini, on trouve i la
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limite la longueur usuelle 27r. Ajoutons enfin que Bolyai
résout la quadrature du cercle dans le cas ol le cin-
quiéme postulat est nié.]

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Ce sont
essentiellement sa correspondance avec Far-
kas Bolyai, Olbers, Schumacher, Gerling,
Taurinus et Bessel et quelques notes trouvées
dans ses papiers qui permettent de reconsti-
tuer les directions de recherche de Gauss sur
les paralléles [11]. Tl aurait réfléchi au sujet
dés 1792, a 1'age de 15 ans, et bien sOr aurait
tout d'abord essayé de prouver le Postulat.
Ainsi, dans une lettre a4 Bolyai, il écrit en
1799 : "Si on pouvait montrer

qu'il existe un triangle d'aire aussi grande que I'on veut

alors je pourrais prouver la géométrie toute
entiére de fagcon absolument rigoureuse”.

Vers 1813, il commence & obtenir les
théorémes fondamentaux d'une nouvelle
géométrie "anti-euclidienne" selon Wachter,
"astrale” selon Schweikart ou encore "non
euclidienne". Bien que convaincu de ce que
cette géométrie n'a pas en elle-méme de
contradictions, alors que "certains résultats
ont 'apparence de paradoxes”, Gauss ne
diffuse pas ses travaux par crainte des "cris
de béotiens", il y fait simplement allusion
en écrivant a ses amis.

Dans deux courts exposés trouvés dans
ses papiers, Gauss donne une définition des
paralléles semblables & celle de Bolyai ou
de Lobatchevsky, il montre qu'elles ont les
mémes bonnes propriétés, puis il introduit
la notion de points correspondants sur deux
paralléles, permettant ainsi de retrouver
celle d'horocycle comme lieu des points cor-
respondants sur un faisceau de paralléles.
Il fournit lui aussi la longueur du cercle
dans une lettre & Schumacher de 1831.

Citons aussi les travaux de Franz Adolph
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Taurinus qui en 1826 construit un systéme
de géométrie analytique selon 'hypothése
de I'angle aigu : en partant des formules de
trigonométrie sphérique, il remplace le
rayon r par un rayon ir imaginaire et
obtient les formules de ce qu'il appelle la
géométrie logarithmo-sphérique. Mais pour
Taurinus 1'intérét de ses formules reste
théorique et il ne pense pas a leur applica-
tion dans le plan.

Les géomeétres non euclidiens et la
nature de l'espace

Dans une lettre & Olbers, Gauss écrit
en 1817 : -

"Je suis de plus en plus convaincu que fon ne peut
démontrer par le seul raisonnement la nécessité de fa
géométrie euclidienne. If est possible que dans Favenir
nous puissions avoir des idées sur la nature de 'espa-
ce qui aujourd'hui nous sont inaccessibles. Ainsi, Ia
géométrie ne peut étre mise a coté de f'arithmétique,
qui est de nature a priori, mais plutét a coté de la
mécanique.”

Une telle affirmation est clairement en
contradiction avec les idées kantiennes,
selon lesquelles "le concept d'espace n'est
en aucun sens d'origine empirique, mais est
une nécessité inévitable de la pensée”.
Gauss n'aurait cependant jamais eu pour
objectif de tester la géométrie euclidienne
au cours de ses nombreuses mesures de
géodésie, contrairement 4 un mythe large-
ment répandu [5].

Le point de vue de Lobatchevsky est
proche de celui de Gauss. L'échec des tenta-
tives de démonstration le conduit assez t6t a
penser que ce que I'on veut prouver n'est pas
dans les données et qu'il est nécessaire
d'avoir recours a 'expérimentation. Voici
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d'ailleurs celle qu'il propose (cf. [4]) pour
avoir une idée de la valeur de la constante k

intervenant dans la formule : tg 15 n(x) = e¥k
(la géométrie euclidienne correspondant &
n(x) =% clest-a-dire k infini).

De la parallaxe de Sirius égale a 1"24,
Lobatchevsky déduit que a/k < 0,000 006 .
Ainsi, on ne connait pas k, mais on sait
qu'il est trés grand relativement au dia-
métre de 1l'orbite terrestre. On pourrait
recommencer avec des étoiles de parallaxe
inférieure. D'ailleurs, si la géométrie eucli-
dienne est vraie, k est infiniment grand et
il doit exister des étoiles dont la parallaxe
est infiniment petite.

Le cheminement des idées

On peut s'étonner que, & peu prés en
méme temps et de fa¢on indépendante, trois
hommes découvrent cette nouvelle géométrie
que personne n'avait eu I'idée d'imaginer au
cours de plus de vingt sicles de tentatives
infructueuses. Bien str la multiplication des
échecs a pu conduire & cettée nécessité et Sac-
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cheri et Lambert, quoique convaincus de la
vérité du Postulat, avaient déja largement
ouvert la voie de I'hypothése de l'angle aigu.
D'ailleurs, la question des paralléles fut, 4 la
charniére des XVIII* et XIX*™ sidcles, I'objet
de publications nombreuses. Gauss enfin se
situe au centre d'un foyer scientifique dont,
dans une certaine mesure, Bolyai et Lobat-
chevsky ont subi l'influence.

Certes les travaux de Saccheri et Lam-
bert furent méconnus, mais Kliigel, qui ana-
lyse en 1763 &4 Géttingen les essais de
démonstration antérieurs, a certainement
contribué a la diffusion des idées de nos deux
précurseurs. En outre les diverses preuves de
Legendre, dont . nous avons peu parlé, remar-
quables par l'originalité des méthodes et la
clarté de l'exposition, ont joué un réle non
négligeable, surtout pour Lobatchevsky, qui
les avait étudiées de prés. Ajoutons enfin que
Bartel, le professeur de Lobatchevsky a
Kazan, et Farkas Bolyai, le pére de Janos,
furent tous deux des amis de Gauss.

Les travaux de Bolyai et Lobatchevsky
n'ont pas recu de leurs contemporains 1'at-
tention qu'ils méritaient. Est-ce di aux
idées dominantes de 1'époque, aux concep-
tions kantiennes ? La ville de Kazan et la
Hongrie étaient-elles trop éloignées des
grands centres scientifiques ? Des questions
de langage ont-elles joué ? Lobatchevsky a
pourtant pris soin de publier aussi en alle-
mand et en fran¢ais. En tout cas, en 1833
encore, parait I'ensemble des démonstra-
tions du Postulat dues & Legendre [18].

C'est a partir des années 1860 que les
théories de Bolyai et de Lobatchevsky ont
commencé 3 étre largement diffusées. En
France, Jules Houél traduit les Etudes géo-
métriques sur la théorie des paralléles avee
en appendice des extraits de la correspon-
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dance de Gauss et Schumacher [19], appor-
tant ainsi la caution de Gauss aux travaux
de Lobatchevsky, puis il traduit la Science
absolue de I'Espace de Janos Bolyai. En
Italie, c'est Battaglini qui introduit la géo-
métrie non euclidienne.

Mais cette nouvelle géométrie va
connaitre des développements bien plus
considérables encore. Celle-ci sera en effet
resituée dans des cadres trés généraux,
qu'on ne pouvait imaginer alors, 4 la suite
d'une part de la conception riemannienne
de l'espace, d'autre part de la classification
kleinienne des géométries.

La Conception Riemannienne de
l'espace

Bernhard Riemann (1826 - 1866) effectue
un saut conceptuel considérable, un saut
dans l'abstraction permettant une prise de
distance par rapport aux intuitions a priori
de I'espace. Dans son mémoire d'admission
a la faculté de philosophie de Géttingen,
Sur les hypothéses qui servent de fondement
a la géométrie, présenté en 1854, publié en
1867 [23], il considére d'emblée des "gran-
deurs de dimension multiple" c'est-a-dire
des variétés de dimension n quelconque,
dont les points dépendent continiment de
n paramétres ( X;, ... , X, ). Il se propose
d'étudier les rapports métriques dans une
telle variété. En géométrie euclidienne il
faut pour mesurer, avoir un moyen de
transporter la grandeur unité. Ici, Riemann
considére les choses localement, il fait
appel 4 la géométrie différentielle et définit
la métrique en introduisant en chaque
point de la variété un élément linéaire ds
de la forme : :

dS2 = Z gl] dxi d.x]

1<i<i<n
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ot les g;; sont des fonctions des coordonnées
Xy, .--, X ; le cas de I'espace euclidien cor-
respondant a ds? = > dx?.

1<ign

Afin de pouvoir nous représenter ces
objets abstraits, limitons-nous aux variétés
de dimension 2, c'est-a-dire aux surfaces,
sujet que Gauss avait justement exploré en
1827 dans ses Recherches générales sur les
Surfaces courbes [12]. C'est d'ailleurs ce tra-
vail qui a trés certainement inspiré Rie-
mann. En effet Gauss y étudie la géométrie
intrinséque des surfaces, autrement dit la
géométrie qui fait abstraction des propriétés
de l'espace dans lequel la surface est plon-
gée. Intuitivement il s'agit de la géométrie
que pourrait connaitre un étre & deux
dimensions vivant sur la surface et n'ayant
aucune idée de ce qui se passe ailleurs.

Les points de la surface dépendant des
deux paramétres p et q, le carré de 1'é16-
ment linéaire ds au point correspondant & p
et q est de la forme :

ds* =Edp* +2F dp dg + Gdg?

ol E, F et G désignent des fonctions de p et
de q. Gauss montre que la seule connaissance
de ds c'est-a-dire des fonctions E, F, G suffit
pour retrouver les propriétés métriques de la
surface, les longueurs, les angles, la courbu-
re. Ainsi, la courbure d'une surface en un
point que 'on définit a priori 4 partir de son
plongement dans l'espace et de ses sections
par des plans est en fait une propriété intrin-
séque. On peut donc inversement se donner a
priori des fonctions E, F, G et définir une géo-
métrie sur la surface indépendamment de
I'existence d'un plongement.

C'est ce a quoi Riemann procéde dans un
cadre trés général avec ses variétés. Il s'inté-
resse en particulier aux variétés dans les-
quelles "les figures peuvent se mouvoir sans
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subir d'extension”, ce sont les variétés de cour-
bure constante, 1'élément linéaire y a la forme

VI dx;?

14 E Z xiz

Mais restons au niveau des surfaces
plus aisément visualisables. Les surfaces de
courbure nulle ou surfaces développables
peuvent étre appliquées sur un plan - du
moins localement - dans une déformation
sans extension, sans changement des lon-
gueurs tout comme on peut déformer une
feuille de papier flexible mais non exten-
sible. Les surfaces de courbure X constante
et positive peuvent étre appliquées sur une
sphére de rayon 1 /X . Le cas des surfaces
de courbure X constante et négative est plus
délicat. Beltrami montre en 1868 [2] que de
telles surfaces peuvent étre appliquées sur
une pseudosphére. 11 s'agit de la surface de
révolution engendrée par une tractrice dans
une rotation autour de son asymptote. (Une
tractrice est une courbe telle que la portion
de tangente comprise entre le point de

ds =
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contact et I'asymptote soit constante).

Ainsi, sphéres et pseudosphéres, sur-
faces de l'espace euclidien, sont des exemples
de plans ou plutét de morceaux de plans ol
la géométrie de I'angle obtus (pour la sphére)
et celle de I'angle aigu (pour la pseudosphére)
sont réalisées du moins de fagcon locale et &
condition d'effectuer les bonnes traductions
terminologiques, en particulier de remplacer
"ligne droite” par "courbe géodésique”.

Mais sphéres et pseudosphéres ne sont,
nous l'avons dit, que des modéles locaux. La
pseudosphére posséde toute une ligne de
points singuliers. Hilbert montrera d'ailleurs
en 1901 qu'il n'existe pas de surface analy-
tique réguliere sur laquelle la géométrie de
Lobatchevsky soit réalisée. Quant 4 la sphére,
deux droites, c'est-a-dire deux grands cercles
s'y rencontrent toujours en deux points ; pour
éviter cette situation il faut identifier les
points antipodaux, la surface alors obtenue n'a
qu'une face tout comme la bande de Moébius.
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A propos de la géométrie et de I'espace,

citons Riemann lorsqu'il demande de "faire

la distinction entre 1'illimité et 1'infini", car
la "propriété de l'espace d'étre illimité posse-
de une plus grande certitude empirique
qu'aucune autre donnée externe de l'expé-
rience. Mais l'infinité de l'espace n'en est en
aucune maniére la conséquence ; au contrai-
re, si I'on suppose les corps indépendants du
lieu et qu'ainsi l'on attribue & l'espace une
mesure de courbure constante, 1'espace
serait nécessairement fini, dés que cette
mesure de courbure aurait une valeur posi-
tive si petite qu'elle fiit". La notion d'illimité
est dite aujourd’hui de nature topologique,
celle d'infini étant de nature métrique.

Ainsi, en n'imposant plus aux droites
d'étre infinies, mais seulement illimitées, la
proposition XVI d'Euclide n'est plus valable
et 'hypothése de I'angle obtus n'a plus a
&tre rejetée. Les espaces envisagés par Rie-
mann, susceptibles d'une diversité infinie,
apparaissent comme extrémement géné-
raux. Dans le cas trés particulier d'une
courbure constante — le cas des géométries
d'Euclide et de Lobatchevsky puisqu'on y
déplace les figures — trois possibilités sub-
sistent encore (cf. tableau ci-dessous).

Nous venons d'envisager le versant diffé-
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rentiel des extensions, dans lequel est adopté
un point de vue local. Revenons 4 un abord
global avec des méthodes algébriques.

La Classification Kleinienne
des Géométries

De facon contemporaine a la géométrie
non euclidienne, une autre géométrie prend
son essor : la géométrie projective.

La géométrie projective

Issue de 1'étude de la perspective par
les peintres et les architectes de la Renais-
sance, inventée par Desargues au XVIIéme
siécle, éclipsée par l'efficacité de la Géomé-
trie Analytique de Descartes et le Calcul
Infinitésimal de Newton et Leibniz, la Géo-
métrie Projective connait ses heures de gloi-
re au XIXéme siécle aprés la mise au point
de la Géométrie Descriptive par Monge et
surtout le Traité des Propriétés Projectives
des Figures de Poncelet en 1822.

Bien que peu mystérieuse, elle ne
posait pas les mémes problémes métaphy-
siques que la géométrie de Lobatchevsky,
dans la mesure ot son objet n'était pas la
description ‘de l'espace lui-méme mais une
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représentation conventionnelle de celui-ci.
L'étonnant en elle résidait plutét dans la
puissance de ses méthodes permettant
d'obtenir sans peine des énoncés de géomé-
trie classique dés lors que ceux-ci expri-
maient des propriétés de nature projective
c'est-d-dire conservées par projection ou
encore invariantes par toute transfor-
mation conservant I'alignement des points.

" Une propriété a la fois remarquable et
fondamentale des transformations projec-
tives, celles qui préservent l'alignement des
points, est la conservation du birapport de
quatre points alignés ainsi que celle du
birapport de quatre droites concourantes.
Elles modifient par contre les distances et
les angles. En 1859 cependant Arthur Cay-
ley parvient a introduire de fagon relative-

ment naturelle des métriques dans les’

espaces projectifs (cf. cadre ci-dessous).
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Géométrie projective et géométrie
non euclidienne

Cette géométrie projective n'est pas sans
lien avec la question des paralléles, puisque
des droites paraliéles n'y sont autres que des
droites concourantes & l'infini. Mais aucun
rapport n'était alors mis en évidence entre
géométries projective et non euclidienne.

En 1871, Félix Klein [15] découvre une
telle relation lorsque ces espaces projectifs
sont munis d'une métrique de Cayley. Dans
le plan projectif, il n'existe que deux types
de coniques non dégénérées, les coniques
réelles et les coniques imaginaires dont les
équations "homogénes” peuvent étre rame-
nées respectivement aux formes :

X+ y —22=0 et x*+ y*+2=0

Quand 'absolu est une conique réelle, I'en-

- qui conserve: cette métrique ne au
"""lalssam EY comque mvanante oett"" [3

'comque par une quadriqu



‘REPERES - IREM . n°1 - octobre 1980

semble des points situés a l'intérieur de la
conique posséde les propriétés géomé-
triques du plan de Lobatchevsky, que Klein
appelle géométrie hyperbolique. Quand
I'absolu est imaginaire les points du plan
projectif vérifient la géométrie "de Rie-
mann" ou elliptique. Enfin quand 1'absolu

de réel devient imaginaire en passant par .

un état dégénéré ( x* + y* =0 ), on retrouve
la géométrie euclidienne ou parabolique.

Ainsi, les géométries euclidiennes ou non
ne sont que des cas particuliers de la géomé-
trie projective. De facon plus générale, Klein
poursuit cette comparaison entre les diverses
géométries possibles et dans son fameux Pro-
gramme d'Erlangen de 1872 [16] il montre
comment chaque géométrie est caractérisée
par un groupe, le groupe des transformations
qui conservent certaines propriétés
caractéristiques de la géométrie et comment a
I'emboitement éventuel des groupes les uns
dans les autres correspond une hiérarchie des
géométries. Dans le cas présent, le groupe
projectif, groupe des transformations du plan
projectif, contient trois types de sous-groupes
formés des transformations conservant trois
types de coniques, auxquels correspondent
nos trois types de géométries.

Ce faisant, Klein met en évidence un véri-
table modéle du plan de Lobatchevsky. C'est
avec la description de ce modele que la géomé-
trique hyperbolique obtiendra pleinement
droit de cité et assurance de non contradic-
tion aux yeux de la communauté. Reprenons
ce modéle avec un cercle C pour absolu.

Le modéle de Klein-Beltrami du
plan hyperbolique

Les points du plan hyperbolique sont
les points situés a l'intérieur du cercle C et
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les droites sont les cordes de C (extrémités

- non comprises). Il existe une infinité de non

sécantes & D passant par P et les cordes
limites UV et U'V' sont les deux paralléles
a D passant par P (attention, les points U,
V, U, V' sur C n'appartiennent pas au plan
hyperbolique).

Dans ce plan, la distance entre les points P
et Q de la corde UV est définie par le loga-
rithme du birapport des 4 points P, Q, U, V :

PU U
n { —_— Q— } .
PV QV
Plus on se rapproche du bord du cercle C,
plus les longueurs sont "dilatées”, les

points du cercle C sont "4 l'infini".

Ce modéle du plan hyperbolique est
remarquable en ce qu'il utilise pour sa des-
cription le plan euclidien et ses seules pro-
priétés. Ainsi, si la géométrie euclidienne
est exemple de contradiction, il en est auto-
matiquement de méme de la géométrie de
Lobatchevsky. Inversement nous savons
déja que les horosphéres jouent dans I'espa-
ce de Lobatchevsky le role de modeles de
plans euclidiens et par suite si la géométrie
hyperbolique est exempte de contradiction,
il en est assurément de méme de la géomé-
trie euclidienne.
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Ajoutons & propos de cette derniére
que, dans ses Fondements de la Géométrie
[13] de 1899, Hilbert met clairement et pré-

cisément en évidence les différents axiomes-

utilisés de facon & pouvoir en formaliser la
théorie. Et 1a question de la non-contradic-
tion se rameéne alors aisément grace a la
représentation cartésienne de 1'espace a
celle de la non-contradiction des seuls
axiomes portant sur les nombres réels.

Le modéle de Poincaré

Poincaré propose un autre modale de
plan hyperbolique [21]. Les "points" de ce
modéle sont les points d'un demi-plan
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ouvert limité par une droite D et les
"droites” sont les demi-droites et les demi-
cercles de ce demi-plan orthogonaux a D.
[Le demi-plan généralement considéré est
ze € |Im(z) > 0}, les "droites” sont alors
les demi-droites perpendiculaires 2 1'axe des
x et les demi-cercles centrés sur.cet axe].

Les transformations isométriques sont

* les inversions par rapport & un cercle centré

sur D et les composées de ces inversions

[ dans € il s'agit des transformations homo-
graphiques z - (az +b)/(cz+d) ol a,b,¢,d
sont des nombres réels tels que ad—bc#0 1.

Ainsi, deux "segments” sont égaux si on
peut passer de I'un & l'autre par une telle
transformation. L'angle de deux "droites” est
T'angle usuel (I'inversion conserve les angles).

La distance entre deux points P et Q
est donnée par 1'expression :

PQ=k |In(BQ,U, V)|

ou U et V désignent les points d'intersection
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avec D de la "droite” passant par P et Q.

A

courbe équidistante de A

N

D

Un grand avantage de ce modéle est
que l'on y dispose de formules simples pour
décrire les isométries et on peut y retrouver
la relation w(x) = 2 Arc tg e¥K ainsi que
les formules trigonométriques.
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Situé dans un plan euclidien et utilisant
les droites et les cercles euclidiens, il n'est
pas cependant plongé dans un tel plan car sa
métrique n'est pas induite par la métrique
euclidienne comme dans les études gaus-
siennes sur les surfaces, mais par 'expres-
sion de 'élément linéaire ds [ ds? = d.x—’;;dy ’]
selon le point de vue riemannien. S'il n'est
pas plongé, par contre ce modele est global,
c'est la description d'un plan de Lobatchevs-
Ky dans sa totalité.

Epilogue : a propos de la géo-
métrie de notre espace

A la question de savoir qu'elle est de
toutes ces géométries rencontrées celle qui
permet le mieux de décrire le monde phy-
sique, la simple logique mathématique,
nous l'avons vu, ne permet pas de choisir,
la réponse dépend d'abord du probléme étu-
dié, la géométrie euclidienne restant sou-
vent performante. Indiquons cependant
comment la géométrie riemannienne, la
plus générale de toutes a priori, s'introduit
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naturellement dans la physique d'Einstein,
celle de la relativité générale, ce que Rie-
mann lui-méme pressent dans une certaine
mesure lorsqu'il écrit dans ses hypothéses :
"Si cette indépendance entre les corps et le
lieu n'existe pas...".

Puisque dans le vide tous les corps tom-
bent de la méme fagon, il y a équivalence
entre masse inerte et masse pesante, équiva-
lence entre forces d'inertie et forces de gravi-
tation, "dans un champ de gravitation, les
processus physiques s'effectuent exactement
comme dans un référentiel accéléré”. C'est a
partir de ce principe d'équivalence qu'Ein-
stein élabore sa théorie de la gravitation.

Or, les forces de gravitation peuvent
&tre absorbées localement par la donnée
d'un univers non euclidien, un corps pesant
courbant 1'univers dans son voisinage. Car
compte tenu de 1'équivalence précédente, si
on écrit la loi du mouvement d'un corps de
facon qu'elle soit indépendante du choix des
variables de lieu et de temps, une grandeur
invariante apparait : ds* = T g; dx; dx; ou
les g;; , fonctions de x, ... , x, servent & la
représentation du champ de gravitation [9].
On reconnait 1a le ds? de la géométrie rie-
mannienne. Dans cet univers courbe, un
corps n'est soumis a aucune force, il décrit
simplement les lignes les plus droites de
cet univers, a savoir les géodésiques.
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Cette théorie ne pouvait avoir une réel-
le portée que si des conclusions non new-
tonniennes vérifiées par 1'expérience en
étaient déduites. Ainsi, Einstein montre en
1915 comment elle explique 1'avance sécu-
laire du périhélie de Mercure, et les résul-
tats théoriques coincident assez bien avec
les données de l'observation. Plus intéres-
sante est la déviation des rayons lumineux
dans un champ de gravitation, car il s'agit
1a d'un effet nouveau prédit par la théorie
et non connu a l'époque. Or les déviations,
observées par Eddington au voisinage du
Soleil au cours de 'éclipse de 1919, permet-
tant de voir des étoiles en principes cachées
par le Soleil, ne sont pas en contradiction
avec les calculs théoriques. '

Concluons par une question d'actualité,
celle de la valeur de la densité de I'univers.
Si cette densité p est inférieure 4 une densité
critique p, , la courbure de I'univers est néga-
tive, sa géométrie est "de type lobatchevs-
kien" (c'est l'espace-temps & quatre dimen-
sions qui est courbe), il n'y aura pas de re-
contraction dans la théorie cosmologique du
Big-Bang ; si p = p, , la géométrie est "de type
euclidien”, il n'y aura toujours pas de re-
contraction, la vitesse d'éloignement des
galaxies tend asymptotiquement vers zéro ;
enfin, si p > p,, la courbure est positive, I'uni-
vers est fini, il y aura re-contraction, ce sera
le Big Crunch ... Notre histoire s'arréte 1.
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