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Ces questions sont étudiées dans le cadre du
projet de recherche aNr DEMain (Didac-
tique et Épistémologie des interactions entre
Mathématiques et informatique). 

Parmi les nombreux concepts qui se situent
au carrefour des mathématiques et de l’infor-
matique, nous nous intéressons particulière-
ment aux notions de récurrence et de récursi-

Introduction 

la récente introduction de contenus d’infor-
matique (algorithmique et programmation)
dans les programmes de mathématiques pour
les collèges et les lycées français soulève plu-
sieurs questions sur les moyens et les objectifs
d’une telle modification curriculaire : quelle rela-
tion existe-t-il entre l’informatique et les mathé-
matiques et quelles en sont les conséquences
didactiques ? Quels concepts, méthodes et
modes de pensée partagent ces deux disci-
plines ? Comment mieux promouvoir les syner-
gies et éviter les (possibles) discordances ?
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résumé : l’inclusion de contenus d’informatique au sein des programmes de mathématiques est
une opportunité pour réfléchir à des questions émergeant des points de vue épistémologique et didac-
tique sur les relations entre ces deux domaines d’activité scientifique. En particulier, les notions de
récurrence et récursivité sont porteuses d’un intérêt majeur, par leur importance pour les deux dis-
ciplines, par les nombreuses difficultés que rencontrent les élèves et étudiants qui les apprennent,
mais aussi par la dialectique qui s’établit entre elles, et qui reste jusqu’à présent relativement peu
explorée de ce point de vue-là. Nous présentons le concept d’induction structurelle, qui permet d’appor-
ter un éclairage sur le lien entre récurrence et récursivité, et montrons quelques exemples d’appli-
cation en logique, informatique et mathématiques, susceptibles d’intéresser les professeurs char-
gés de l’enseignement du raisonnement par récurrence ou, dans le futur, de la récursivité. 

(*) Publication réalisée avec le soutien financier de l’aNr,
projet DEMain <aNr-16-CE38-0006-01>



termes clés pour notre recherche : récursivité
(recursiveness), récurrence (recurrence), induc-
tion (induction), itération (iteration) et boucle
(loop). Nous essayons de trouver des éléments
communs aux différentes approches, ainsi que
des disparités qui pourraient indiquer des visions
divergentes sur la signification des concepts. 

D’autre part, les entretiens auprès de cher-
cheurs ciblent les pratiques en lien avec la
récurrence et la récursivité. les chercheurs
interrogés ont été choisis en essayant de cou-
vrir un large spectre de domaines de recherche
et le format de l’entretien est semi-dirigé, le but
étant d’approfondir notre compréhension des
aspects spécifiques de l’utilisation des concepts
qui se manifesteraient de manière spontanée.
les réponses que les chercheurs ont données
lors des entretiens seront utilisées dans cet
article pour appuyer nos observations (nous cite-
rons trois chercheurs, qui seront nommés 
« C1 » jusqu’à « C3 »). 

En ce qui concerne le plan de cet article,
nous commencerons par un aperçu sommaire
de notre objet d’étude. les définitions de la
section 1 serviront de référence par la suite. 

Dans la section 2 nous ferons le point sur
l’état de l’art en didactique de la récurrence et
de la récursivité. Nous constaterons que le lien
entre les deux notions a été peu exploré du
point de vue de leur enseignement. 

Ensuite, dans la section 3 nous détaille-
rons les résultats de l’enquête, en nous cen-
trant sur le concept d’induction structurelle,
qui permet d’articuler récurrence et récursi-
vité. Nous montrerons plusieurs exemples de
cette articulation. 

Finalement, nous présenterons les conclu-
sions de cette étude préalable, ainsi que les
perspectives de réflexion. 

vité. les procédures incluant des appels récur-
sifs en programmation, les fonctions µ-récur-
sives dans la théorie de la calculabilité, les
arbres en théorie des graphes, les formules bien
formées de la logique du premier ordre, les
entiers naturels, ne constituent qu’une liste très
modeste d’exemples d’objets que l’on étudie à
l’aide de la récurrence et de la récursivité, ce
qui montre à quel point l’usage de ces deux notions
est répandu tant en mathématiques qu’en infor-
matique. De plus, le fait qu’elles fassent par-
tie de la plupart des curriculums de licence en
mathématiques, informatique et ingénierie
témoigne de leur importance dans chacune de
ces disciplines. 

Nous voudrions, à terme, proposer des
situations didactiques adaptées à l’apprentis-
sage de la récurrence et la récursivité. Mais quel-
le est la portée de ces notions ? les entend-on
de la même manière en mathématiques et en
informatique ? Quel liens précis se tissent
entre elles ? Des réponses diverses à ces ques-
tions donneront lieu à des approches d’ensei-
gnement différentes. ainsi, pour parvenir à
proposer des situations didactiques, il nous
faut d’abord arriver à une compréhension
approfondie des notions concernées, incluant
les définitions qu’en donnent les ouvrages de
référence, les problèmes qui les impliquent
traditionnellement, tout comme les usages
qu’en font les mathématiciens et les informa-
ticiens. En résumé, il nous faut développer
une étude épistémologique qui puisse étayer nos
choix didactiques ultérieurs. 

Du point de vue méthodologique, notre
étude épistémologique inclut deux volets prin-
cipaux : l’analyse d’ouvrages académiques et
la réalisation d’entretiens auprès de chercheurs
en mathématiques et en informatique. 

Dans l’analyse d’ouvrages, nous nous inté-
ressons aux définitions, usages et liens entre cinq
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1. — Cadrage de l’objet d’étude 

1.1 récurrence 

Nous appellerons « raisonnement par récur-
rence » un type de raisonnement que l’on
applique pour prouver des propriétés des entiers
naturels. l’ensemble d’entiers naturels, noté N,
est l’un des ensembles qui, muni d’une constan-
te notée 0 et d’une fonction σ : N → N, satis-
fait les propriétés suivantes 1 : 

1. l’image de σ ne contient pas 0. 

2. la fonction σ est injective. 

3. (récurrence) si s est un sous-ensemble
de N tel que i) 0 ∈ s, et ii) pour tout n ∈ N
n ∈ s implique σn ∈ s, alors s = N. 

le « schéma de récurrence classique » s’en
déduit par application de la dernière propriété,
en prenant l’ensemble s = {n ∈ N | P(n)}, où
P est un prédicat quelconque défini sur N : 

Théorème 1 (schéma de récurrence classique).
soit P(n) un prédicat qui dépend de n ∈ N.
si 

1. P(0) et 
2. pour tout k ∈ N P(k) ⇒ P(σk), 

alors pour tout n ∈ N P(n). 

Nous appellerons « raisonnement par récur-
rence » toute application du schéma de récur-
rence classique. Nous allons montrer dans la sec-
tion 3 qu’il existe des généralisations de ce

type de raisonnement qui sont plus pertinentes
pour travailler dans des ensembles différents de
celui des entiers naturels. Nous emploierons
d’autres dénominations pour ces généralisa-
tions, car il nous semble utile de bien distinguer
ce cas particulier emblématique. 

Voici un exemple d’application du rai-
sonnement par récurrence. 

Exemple 1. Démontrons par récurrence que, pour
tout n ∈ N, 4n − 1 est divisible par 3. soit P(n)
le prédicat « 3 | 4n − 1 ». 

1. P(0), car 40 − 1 = 0, et 3 | 0. 

2. soit k ∈ N et supposons 3 | 4n − 1. on a 

4k+1 − 1 = 4 × 4k − 1 

= 4 × (4k − 1 + 1) − 1 

= 4 × (4k − 1) + 4 − 1 

= 4 × (4k − 1) + 3 

Comme 3 divise 4k − 1 par hypothèse, 
4 × (4k − 1) + 3 est la somme de deux nombres
divisibles par 3, et donc il est aussi di-
visible par 3. ainsi, on a bien 

∀k ∈ N P(k) ⇒ P(k + 1) 
Nous concluons, par récurrence classique,
que pour tout n ∈ N P(n) 2 . 

Pour une discussion plus approfondie sur
le schéma de récurrence et sa relation avec les
axiomes de Peano, voir Cori et lasCar (2003b),
PoiNCarÉ (2017) et loMBarDi (2011) 3 . 

1.2 récursivité 

il est beaucoup plus difficile de donner
une définition de la récursivité, même dans ce
cadre préliminaire. Cette difficulté apparaît de
manière assez flagrante dans les réponses des
chercheurs en mathématiques et informatique
que nous avons interviewés dans le cadre de notre
étude (voir section 3). Nous allons d’abord

1. il existe d’autres ensembles, non isomorphes à N, satis-
faisant ces propriétés. on les appelle ensembles d’entiers
non standard. 
2. il aurait été également envisageable de prouver cette pro-
priété en faisant appel aux congruences modulo 3, ou bien

à l’identité an − bn = (a − b) an—1–kbk . 

3. Nous remercions l’un des relecteurs pour avoir attiré notre
attention sur les deux dernières références. 

S
n21
k50
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donner quelques exemples de contextes où l’on
retrouve la récursivité en mathématiques et en
informatique : 

— une définition est dite récursive ou impré-
dicative lorsque l’objet défini (definien-
dum) intervient dans le texte le définis-
sant (definiens). Par exemple, dans la
définition – très courante en informa-
tique – « une liste est soit la liste vide,
soit un couple composé d’un premier
élément et d’une liste », le mot que l’on
définit, « liste », apparaît dans sa propre
définition. il y a, bien sûr, des conditions
à remplir pour qu’une définition récur-
sive ne conduise pas à une régression à
l’infini stérile : informellement, il faut que
le definiendum apparaisse dans le defi-
niens dans une version « plus simple »
de lui-même (bien sûr, une bonne partie
du travail consiste à préciser ce que l’on
veut dire par « plus simple »).

— En théorie de la calculabilité, les fonctions
primitives récursives sont définies à partir
d’un ensemble de fonctions de base par
l’application réitérée des opérations de
composition et de récursion primitive 4.
Elles représentent une partie considérable
des fonctions dites « effectivement calcu-
lables », celles dont les valeurs peuvent être
obtenues par une procédure purement 
« mécanique » 5. 

— un algorithme ou un programme est dit récur-
sif si dans son corps on fait appel à l’algo-
rithme ou programme lui-même. 

Par exemple, l’algorithme 1, qui calcule la
factorielle d’un nombre entier positif n.
Notons que l’appel à l’algorithme se fait sur
une instance de son argument plus petite
que l’instance de départ (on passe du calcul
de fact(n) au calcul de fact(n – 1)).
observons également qu’il est nécessaire, 
pour pouvoir faire l’appel de l’algorithme,
qu’on le définisse comme une fonction. 

Algorithme 1 : Factorielle d’un entier
naturel n
fact (n)
si n = 0 alors
| retourner 1 

sinon
| retourner n*fact (n – 1) 

fin

— un autre cadre où l’on rencontre la récursi-
vité est l’étude des suites. une suite (un)n ∈ N
est dite récursive si sa ou ses premières valeurs
sont données explicitement et les termes suc-
cessifs sont calculés suivant un certain
nombre de règles à partir des valeurs des
termes précédents. Par exemple, la célèbre
suite de Fibonacci, donnée par : 

u 0 = 1      u 1 = 1 
∀n ≥ 2  un = un – 1 + un – 2

4. les fonctions de base sont : 

— Pour (m, c) ∈ N2, la fonction constante cm, donnée par
cm(x1, ..., xm) = c. 

— Pour m ∈ N et i ∈ {1, ..., m}, la fonction de projection
, donnée par (x1, ..., xm) = xi .

— la fonction successeur σ, donnée par σ(x) = x +1. 

Étant donné la fonction h : Nk
→ N, et les fonctions g1,.., gk,

telles que pour tout i ∈ {1, ..., k} gi : Nm
→ N, la fonction

ƒ : Nm
→ N est la composition des fonctions précédentes

si pour tous x1, ..., xm ∈ N
ƒ(x1, ..., xm) = h(g1(x1, ..., xm), ..., gk(x1, ..., xm)) 

Étant donné les fonctions h : Nm+2
→ N et g : Nm

→ N la
fonction ƒ : Nm+1

→ N s’obtient des fonctions précédentes

p m
i p m

i

par récursion primitive si pour tous x1, ..., xm+1 ∈ N
ƒ(0, x2, ..., xm+1) = g(x2, ..., xm+1) 
ƒ(x1 + 1, ..., xm+1) = h(x1, ..., xm+1, ƒ(x1, ..., xm+1)) 

5. il y a des fonctions que l’on s’accorderait à classer
comme « effectivement calculables » qui ne sont pas récur-
sives primitives, un exemple célèbre étant la fonction
d’ackermann. l’ajout de l’opération de minimisation non-
bornée aux opérations de composition et récursion primi-
tive permet de retrouver toutes les fonctions calculables par
une machine de turing, que l’on appelle également les fonc-
tions récursives générales, fonctions récursives ou tout
simplement fonctions calculables. Pour une introduction très
accessible à la calculabilité et aux fonctions récursives, nous
recommandons au lecteur l’ouvrage de Wolper, 2001.
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on voit bien que ces contextes divers pré-
sentent des aspects voisins, quoique distin-
guables, de la récursivité. Par exemple, l’algo-
rithme 1 permet de calculer les valeurs de la
fonction factorielle, qui est primitive récursi-
ve. En même temps, cette fonction peut être expri-
mée par une définition récursive : « la facto-
rielle d’un nombre est soit 1, si le nombre est
0, soit le produit du nombre et la factorielle de
son prédécesseur », ou encore par une suite
dont les termes correspondent aux images de
la fonction : 

u 0 = 1 
∀n ≥ 1  un = n × un – 1

une bonne partie des différents usages du
mot « récursivité » peut être capturée grâce à
la notion de clôture d’un ensemble par une
famille de fonctions. avant de préciser le sens
de cette notion, nous en donnons un exemple : 

Exemple 2. Considérons l’ensemble F (r, r)
des fonctions réelles d’une variable réelle.
on dit qu’un sous-ensemble E ⊂ F (r, r)
est « clos » par l’opération de somme de 
fonctions si pour tout ƒ, g ∈ E on a aussi 
ƒ + g ∈ E. on définit de façon analogue la
clôture par l’opération de produit de fonc-
tions. il se trouve que l’ensemble des fonc-
tions polynomiales r[x] peut être défini
comme le plus petit sous-ensemble de 
F (r, r) (i) contenant les fonctions constantes
et la fonction identité, et (ii) clos par les opé-
rations de somme et produit. un autre point
de vue, aboutissant au même ensemble
défini, met l’accent sur la construction des
objets de r[x]. il s’agit de penser à r[x]
comme l’ensemble que l’on engendre en par-
tant des fonctions constantes et de l’iden-
tité, et en appliquant successivement les opé-
rations de somme et de produit aux fonctions
que l’on obtient à chaque étape. 
Par exemple, on peut construire le polynôme
P(x) = 2x + 3 comme suit : 

— P0(x) = x est dans r[x] car c’est l’identité. 

— P1(x) = 2 et P2(x) = 3 sont dans r[x] car
ce sont des fonctions constantes. 

— P3(x) = 2x est dans r[x] car c’est le pro-
duit de P0 et P1. 

— P(x) = 2x + 3 est dans r[x] car c’est la
somme de P3 et P2. 

le lecteur pourra se convaincre du fait
qu’une construction similaire est possible
pour chaque polynôme de r[x], et notera
également que pour un polynôme donné,
la construction n’est pas unique. 

Nous allons maintenant examiner les deux
points de vue que suggère notre exemple de façon
plus générale. Nous suivons à peu près la nota-
tion et la présentation de MaKiNsoN (2012). 

Nous considérons un ensemble de réfé-
rence u ≠ ∅ et une fonction ƒ : u n

→ u où 
n ∈ N. un ensemble X ⊂ u est dit clos par la
fonction ƒ ssi ƒ(X n) ⊂ X. 

Étant donné un ensemble B ⊂ u, nous
appelons la clôture de B par ƒ l’intersection de
tous les ensembles contenant B et qui sont clos
par la fonction ƒ (il y a au moins un ensemble
qui satisfait cette description, à savoir, u).
Nous noterons ƒ[B] la clôture de B par ƒ : 

ƒ[B] := X .

il est aisé de montrer que ƒ[B] est égale-
ment clos par ƒ, ce qui implique qu’il peut
aussi être caractérisé comme le plus petit
ensemble clos par ƒ contenant B. 

Quand la clôture ƒ[B] est présentée de
cette manière, on dit qu’elle est définie « par le
haut », parce que l’intersection fait intervenir
des ensembles « plus grands » X ⊃ ƒ[B]. il exis-
te, cependant, une autre manière de définir la

tB(X
f 1X n2(X
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clôture qui lui est équivalente, dans le sens où
l’on obtient toujours le même ensemble, mais
qui fait intervenir des ensembles plus petits
que ƒ[B]. on appelle parfois cette définition 
« par le bas », et elle met en avant le proces-
sus de construction des éléments de ƒ[B]. Pour
donner cette définition par le bas, nous définissons
d’abord une suite d’ensembles : 

B0 = B

∀k ∈ N Bk+1 = Bk ∪ ƒ((Bk)
n) 

Nous définissons ƒ*[B] comme l’union de tous
ces ensembles : 

ƒ*[B] := Bk

le théorème suivant, que nous énonçons sans
démonstration, affirme l’équivalence des défi-
nitions par le haut et par le bas de la clôture : 

Théorème 2 ƒ[B] = ƒ*[B] 

Exemple 3. Dans l’ensemble des entiers natu-
rels (u = N), l’ensemble des nombres pairs
P est le plus petit sous-ensemble de N
contenant 0 et clos par la fonction 

ƒ : N → N

n ⟼ n + 2 

Notons que sur cet exemple très simple
nous pouvons distinguer les liens entre la
construction récursive qu’il décrit et les diffé-
rents usages du mot « récursif » que nous avions
discutés plus haut. Explicitons-les : 

1. l’ensemble des nombres pairs peut être défini
de façon récursive : « un nombre pair est
soit 0, soit le successeur du successeur
d’un nombre pair». 

2. on peut utiliser un algorithme récursif
pour déterminer si un entier naturel donné
est pair ou non (voir l’algorithme 2) 

d k HN

Algorithme 2 : Parité de l’entier naturel n

pair(n)
si n = 0 alors 
| retourner true

sinon si n = 1 alors 
| retourner false

sinon 
| retourner pair(n – 2)

fin 

3. les nombres pairs sont aussi les termes d’une
suite récursive : 

u0 = 0 

∀n ∈ N un+1 = un + 2 

Concluons cette section en mentionnant
qu’il est possible de généraliser la définition 
de clôture pour une famille de fonctions 
F = {ƒ1, ƒ2, ..., ƒm}, où m ≥ 1 et pour tout 
i ∈ {1,…, m}, ƒi : u ni → u, avec ni ∈ N. Nous
définissons F [B] comme l’intersection de tous
les ensembles contenant B et qui sont clos par
chacune des fonctions ƒi ∈ F . De façon équi-
valente, on peut dire que F [B] est le plus petit
sous-ensemble de u contenant B et clos par cha-
cune des fonctions ƒi ∈ F. Dans ce contexte,
les fonctions ƒi ∈ F sont souvent appelées 
« constructeurs ». 

2. — Travaux didactiques 
sur la récurrence et la récursivité 

2.1 travaux existants sur la récurrence 

En France, le raisonnement par récurren-
ce est introduit dans les programmes de terminale
s, où il est attendu des étudiants qu’ils appren-
nent à « mener un raisonnement par récurren-
ce ». les programmes indiquent également
que ce type de raisonnement doit intervenir tout
au long de l’année, et non seulement dans le
cadre de l’étude des suites. or, dans les ressources
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d’accompagnement (MEN, 2016), on trouve peu
d’applications du raisonnement par récurren-
ce en dehors de l’étude des suites. 

la littérature s’adressant aux difficultés de
l’enseignement et à l’apprentissage de la récur-
rence est très vaste. Dès le début du XXe
siècle, nous trouvons des documents traitant des
problèmes « pédagogiques » liés à ce type de
raisonnement. Par exemple, youNG (1908)
préconise l’utilisation de l’induction mathématique
comme moyen d’initier les étudiants à l’étude
philosophique de la pensée mathématique et pro-
pose une série d’exercices pour montrer l’appli-
cation du principe, ainsi que des situations
non-mathématiques qui illustreraient le fonc-
tionnement du raisonnement par récurrence, par
exemple un escalier dont la n-ième marche
permet d’accéder à la (n + 1)-ième marche, et
il faut pouvoir accéder à la première marche
pour pouvoir monter l’escalier. MiChaElsoN

(2008) présente une revue des publications en
langue anglaise sur le sujet. Nous rappelle-
rons ici seulement quelques conclusions tirées
par GrENiEr (2012) dans son article intitulé « une
étude didactique du concept de récurrence ».
Parmi les conceptions erronées des étudiants
de licence et master et des enseignants du
supérieur, on trouve : 

— une preuve par récurrence ne construit pas
d’objets mathématiques, car la propriété que
l’on veut démontrer est donnée comme
vraie au départ. 

— la récurrence ne démontre rien, car on
suppose ce que l’on veut démontrer. 

— l’initialisation est obligatoirement la pre-
mière étape. 

— le point à partir duquel l’hérédité est vraie
et le rang initial n0 doivent coïncider. 

— il n’y a pas de lien entre la preuve par récur-
rence et la preuve par descente infinie. 

GrENiEr (2012) souligne les liens entre
ces conceptions et les choix qui ont été faits
pour introduire la récurrence dans différents
manuels de lycée et universitaires. De nom-
breux défauts ont été identifiés dans ces textes,
notamment en ce qui concerne la rigueur
logique dans l’énoncé des hypothèses du rai-
sonnement par récurrence. 

les difficultés qui émergent dans l’appren-
tissage du raisonnement par récurrence sont
sans doute expliquées au moins partiellement
par sa complexité logique et cognitive, comme
en atteste la construction historique de cette métho-
de de preuve. ÉGrÉ (2015) effectue une étude
historique et épistémologique de la récurrence
et montre bien que les justifications qu’en don-
nent Poincaré, Frege et les formalistes (par
exemple hilbert) diffèrent à l’évidence les unes
des autres, ce qui témoigne de la difficulté de
la réduire à un principe qui irait de soi. De
façon similaire, mais avec une perspective
d’enseignement, PaPErt (1960) étudie les jus-
tifications de la récurrence d’après heyting,
Poincaré, russell et Wittgenstein, pour ensui-
te proposer une séquence de « paliers de la
récurrence », allant du simple principe de modus
ponens jusqu’à la récurrence classique, et per-
mettant de catégoriser par leur niveaux de com-
plexité les différents précurseurs cognitifs de la
récurrence. Nous ne détaillerons pas ici la
caractérisation de chaque palier, mais men-
tionnerons toutefois quelques points critiques
dans le chemin qu’ils tracent : 

— le passage du modus ponens « p et 
p → q, donc q » , à sa répétition : « p et 
p → q et q → r, donc r ». 

— le passage à une suite de répétitions : 
« p0 et p0 → p1 et p1 → p2 et ...  et 
p9 → p10, donc p10 ». 

— l’abrègement de la suite d’implications, 
avec un quantificateur borné : « p0 et, pour
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tout k ∈ {0, 1, ..., 9}, pk → pk+1, donc
p10 ». 

— l’abrègement de la suite d’implications, 
avec un quantificateur borné par une 
borne « très large » : « p0 et, pour tout 

k ∈ {0, 1, ..., } pk → pk+1, donc

p ». 

— l’extension du raisonnement au nombre 
quelconque « n »: « p0 et, pour tout k < n, 
pk → pk+1, donc pn ». 

Cette dernière étape correspond au passa-
ge à l’infini potentiel des entiers naturels, le nombre
n qui apparaît pouvant être aussi grand que
l’on veut. Nous ajouterions encore une étape,
à savoir, le passage de l’infini potentiel à l’infini
actuel des entiers naturels « p0 et pour tout k
pk → pk+1, donc pour tout n, pn ». il s’agit là
d’un véritable saut dans l’abîme, car le fait de
savoir que l’on peut appliquer un raisonne-
ment pour un nombre quelconque mais « ins-
tantiable » n et parvenir à affirmer pn, n’est a
priori pas équivalent, du point de vue cognitif,
à pouvoir d’un seul coup faire une affirmation
portant sur tous les (c.-à-d. sur toute l’infinité
des) entiers naturels 6 . 

Encore de nos jours, les mathématiciens,
les informaticiens et les philosophes ont des
regards très divers sur la justification et même
sur le contenu de la récurrence. Quel que soit

101010

101010

le « bon » fondement du principe, il ne s’agit
certainement pas d’une intuition simple. Quoi
qu’il en soit, la séquence de paliers de PaPErt

(1960) et les erreurs identifiées par GrENiEr

(2012) montrent bien la sophistication du rai-
sonnement par récurrence et permettent de
comprendre qu’il y a de bonnes raisons pour
que les étudiants se sentent dérangés par sa forme
et doutent de sa validité. 

2.2 travaux existants sur la récursivité 

la récursivité est une autre notion qui a atti-
ré l’attention des didacticiens et chercheurs en
éducation, en raison des nombreuses difficul-
tés auxquelles les étudiants sont confrontés
lorsqu’ils doivent apprendre à la maîtriser. 

l’article de revue le plus complet que nous
avons trouvé est celui rédigé par riNDErK-
NECht (2014). il contient plus de 200 réfé-
rences sur l’enseignement et l’apprentissage
de la récursivité. MCCaulEy, GrissoM, FitZ-
GEralD et MurPhy (2015) écrivent eux aussi
un article de revue sur les recherches au sujet
de l’enseignement et l’apprentissage de la récur-
sivité, se centrant sur celles qui présentent une
dimension empirique. ils décrivent les différentes
difficultés que rencontrent les élèves et étu-
diants qui apprennent la récursivité, les erreurs
et les conceptions erronées (misconceptions) les
plus fréquentes chez eux, et les représentations
mentales (mental models) qu’ils se font de la
récursivité. Ensuite, les auteurs montrent que,
malgré le fait que les différents travaux abou-
tissent parfois à des conclusions divergentes,
quelques stratégies d’enseignement semblent don-
ner généralement de bons résultats, par exemple :
l’utilisation d’analogies et d’exemples concrets,
la diversification des situations d’application,
et l’application de méthodes de traçabilité ou
prédiction de ce que font les programmes struc-
turés récursivement. 

6 D’ailleurs, il ne l’est pas, non plus, du point de vue
logique, comme argumente hoFstaDtEr (1999) dans son
chapitre sur la théorie typographique des nombres : l’axio-
me de récurrence de Peano est fondamental pour pouvoir
prouver même les propriétés les plus banales dès lorsque
l’on veut les affirmer pour la totalité des entiers naturels.
Par exemple, alors qu’on a une manière de démontrer
0 + n = n pour chaque instance de n en un nombre fini de
pas et sans utiliser l’axiome de récurrence, il est impossible

de montrer ∀n ∈ N 0 + n = n sans y faire appel. 
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Comme il est montré dans BaroN et
BruillarD (2011) beaucoup de travail sur la
didactique de l’informatique a été fait pen-
dant les années 1980. En France, cet intérêt au
niveau de la recherche coïncide avec la mise
en place d’un enseignement optionnel d’infor-
matique dans l’enseignement secondaire. En ce
qui concerne la didactique de la récursivité, on
constate, notamment, que la question de l’ordre
d’introduction adéquat entre les boucles itérative
et récursive dans un cours de programmation
est soulevée. Cette opposition se produit en miroir
des débats entre les informaticiens sur les avan-
tages des langages impératifs et récursifs (pri-
vilégiant les boucles itérative et récursive, res-
pectivement). arsaC (1992) compare cette
dichotomie avec celle entre les fonctions
constructives et implicites, qui divisait les
mathématiciens au début du XXème siècle. 

revenons sur l’exemple de la fonction fac-
torielle pour illustrer les différences entre les boucles
itérative et récursive. Nous avons déjà montré
un algorithme récursif (voir l’algorithme 1) cal-
culant la factorielle d’un entier naturel n. Com-
parons-le avec l’algorithme 3, qui a, lui, une struc-
ture itérative. Notons que l’algorithme itératif
exige d’utiliser une variable auxiliaire v qui
cumule les résultats des multiplications suc-
cessives, ainsi qu’une variable i qui mémorise
à quelle étape de la boucle on se situe. 

Algorithme 3 : Factorielle d’un 
entier naturel n (version itérative) 
factit (n)
v=1 
pour i ← 1 à n faire
| v=v*i 

fin 
retourner v 

Faudrait-il enseigner d’abord l’itération
ou la récursivité ? si on ne prend en compte que
l’aisance des élèves, on aurait du mal à défendre

la récursivité : plusieurs auteurs lui accordent
une difficulté supérieure (BENDEr, 1988 ; Mur-
NaNE, 1992), et ceux qui ont étudié au plus
proche sa didactique reconnaissent bien sa
complexité : 

Nous avons cherché à construire une autre
approche dans laquelle la structure récursi-
ve peut apparaître comme une réponse à un
certain type de problèmes [...] si on accor-
de quelque crédit à la thèse selon laquelle
il serait important de lier à chaque connais-
sance (nouvelle) une situation fondamenta-
le composée d’un ou plusieurs problèmes,
associée à un mode de mise en rapport avec
ce(s) problème(s), ce qui est notre cas, il ne
nous semble pas que nous ayons isolé, pour
le moment les éléments de cette situation.
(rouChiEr, 1990, p.40) 

Devant cet état de l’art, il semblerait que
la question est close. Cependant, nous considérons
au moins deux arguments qui nuiraient à cette
conclusion : i) la récursivité apparaîtra tôt ou
tard dans le parcours d’un étudiant de mathé-
matiques, d’informatique ou de sciences, alors
peut-être gagnerait-on du temps en la lui faisant
rencontrer plus tôt, et ii) le fait que la récursi-
vité puisse être plus complexe que l’itération
du point de vue cognitif impliquerait en même
temps qu’elle est plus intéressante en termes du
développement du potentiel cognitif des élèves. 

la suppression de l’option d’informa-
tique dans les années 1990 a sans doute rendu
ce type de recherche moins pertinent et viable
en France. on repère également un recul des
recherches en didactique de l’informatique
au niveau international depuis les années
1990, suivi d’un regain d’intérêt assez récent.
si l’on ajoute à cet état des choses les évolu-
tions du curriculum, des langages de pro-
grammation et des équipements informatiques
utilisés dans les collèges et lycées, on peut légi-
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timement se demander si la récursivité doit être
réservée aux seuls étudiants de la spécialité
Nsi (la récursivité est explicitement au pro-
gramme de terminale), ou si elle pourrait
aussi être enseignée à un plus grand nombre
d’élèves du secondaire. 

2.3 Vers une étude du lien 
entre récurrence et récursivité

Quelques auteurs ont mis en avant le lien
entre récurrence et récursivité et ont discuté ses
possibles conséquences pour l’enseignement.
aNDErsoN (1992) signale que les problèmes qui
peuvent être résolus récursivement sont ceux qui
ont une solution inductive, dans le sens où il exis-
te des cas de base qui ont une solution simple,
et où tout cas plus complexe peut être exprimé
en termes d’un ou plusieurs cas réduits qui
sont plus proches des cas de base. on voit
moins clairement, par contre, le rapport qui
s’établit entre cette solution inductive et la
récurrence en tant que méthode de preuve. 

lEroN et ZaZKis (1986) détaillent davan-
tage la nature des relations entre récursivité du
coté de l’informatique, et récurrence (induction)
du coté des mathématiques, et décrivent plusieurs
exemples qui leur permettent d’illustrer les dif-
férents regards (définition d’un objet mathé-
matique, définition d’un algorithme, démons-
tration) que l’on peut avoir sur les applications
des deux notions. ils spéculent aussi sur les
conséquences didactiques de ces relations : ils
font l’hypothèse que la maîtrise préalable de la
récursivité pourrait faciliter l’apprentissage de
la preuve par récurrence. 

PolyCarPou (2006) explore la corrélation
entre la compréhension des définitions inductives
et des preuves par récurrence chez des étudiants
de licence en informatique. ses résultats mon-
trent, d’une part, que les étudiants qui avaient une
meilleure compréhension des définitions induc-

tives de structures, obtenaient des meilleurs
résultats dans l’application d’une preuve par
récurrence, et d’autre part que ceux qui com-
prenaient moins les définitions inductives avaient
tendance à appliquer mécaniquement le raison-
nement par récurrence, sans se préoccuper du fait
qu’ils étaient en train d’établir. Finalement,
DrysDalE (2011) argumente que le raisonne-
ment par récurrence classique sur N, où le pas induc-
tif consiste à établir P (k + 1) sous l’hypothèse
P (k), est moins pertinent pour les informati-
ciens que l’application d’autres schémas induc-
tifs, notamment l’induction structurelle, qui cor-
respond plutôt, selon lui, à la récurrence forte sur
N. il présente ainsi une approche différente à
l’enseignement du raisonnement par récurrence
qui consiste à le fonder non pas sur le dernier axio-
me de Peano, mais plutôt sur le fait que « la
récursivité fonctionne » (c’est-à-dire que les pro-
grammes définis récursivement atteignent le
résultat souhaité), principe avec lequel les étudiants
d’informatique devraient être plus à l’aise. 

Ce qui ressort de ces articles est une insis-
tance sur l’idée que non seulement il existe un
lien entre la récurrence et la récursivité du point
de vue mathématique et informatique, mais
aussi qu’il serait envisageable de tirer profit de
ce lien dans l’enseignement des deux notions.
l’exploration plus approfondie des caractéris-
tiques de la relation entre récurrence et récur-
sivité au sein du savoir savant des mathémati-
ciens, informaticiens et logiciens devient alors
un outil permettant d’éclairer les conditions
sous lesquelles il serait possible, effectivement,
d’implémenter des situations didactiques visant
l’enseignement conjoint des deux notions. 

3. — Résultats de l’enquête 

3.1 Fondements mathématiques 
de la récurrence et la récursivité 

le raisonnement par récurrence dans les
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entiers naturels a beau être le schéma d’induc-
tion le plus fréquemment enseigné aux niveaux
secondaire et de licence, il n’est pas le plus
utilisé ni en logique ni en informatique, et même
son omniprésence en mathématiques doit
être nuancée : 

... ma formation initiale est en théorie des
nombres, en arithmétique. Géométrie arith-
métique. Donc les problèmes portent sur les
nombres, donc on pourrait s’attendre à ce
qu’il y ait beaucoup de récurrence, et je pense
n’avoir jamais fait aucune preuve par récur-
rence dans le domaine. (C1) 

De plus, des schémas d’induction plus
généraux peuvent être plus pertinents pour atta-
quer des problèmes qui concernent des struc-
tures autres que celle des entiers naturels. Nous
allons décrire le schéma d’induction structurelle,
qui semble très pertinent pour travailler dans la
plupart des structures récursives que l’on trou-
ve fréquemment en informatique et dans cer-
taines branches des mathématiques et qui a,
d’ailleurs, comme cas particulier, le raisonne-
ment par récurrence dans N. 

soit u un ensemble de référence. Nous
dirons qu’une fonction ƒ : u n

→ u préserve
une propriété P ssi pour tout (x1, ..., xn) ∈ u n,
si chaque xi possède la propriété P , alors 
ƒ(x1, ..., xn) possède la propriété P : 

∀x1, ..., xn ∈ u 
P(x1) ∧ ... ∧ P(xn) ⇒ P(ƒ(x1, ..., xn)) 

Théorème 3. (induction structurelle) soit 
P une propriété définie sur u, m ≥ 1, 
F = {ƒ1, ƒ2, ..., ƒm} une famille de fonctions
et B ⊂ u. si 

1. tous les éléments de B ont la propriété 
P , et 

2. chaque fonction ƒi ∈ F préserve la pro-
priété P

alors tout les éléments de F[B] ont la 
propriété P . 

Démonstration. la validité du schéma décou-
le directement de la définition de F [B]. soit
X = {x ∈ u | P (x)}. l’hypothèse 1 indique que
B ⊂ X, tandis que l’hypothèse 2 indique que
X est clos par chacune des fonctions ƒi ∈ F. 
F [B] étant l’intersection de tous les ensembles
remplissant ces deux conditions, nous concluons
que F [B] ⊂ X. 

Nous voyons de cette manière qu’à chaque
ensemble défini récursivement F [B] correspond
un schéma de preuve inductif qui permet de
démontrer que tous les éléments de B possèdent
une certaine propriété pourvu que i) les éléments
de B la possèdent et ii) les fonctions ƒi ∈ F
qui « construisent » F [B] à partir de B la pré-
servent. Nous allons voir dans 3.2 plusieurs
exemples illustrant cette dualité. En particulier,
nous verrons que les entiers naturels peuvent
être construits récursivement, d’une façon très
proche de celle que nous venons de décrire. la
récurrence classique apparaîtra alors comme un
cas particulier d’induction structurelle. 

Faut-il parler de raisonnement par récurrence
quand il s’agit de l’application d’un schéma
comme celui de l’induction structurelle ? il
semble que, dans l’usage, parfois on confond
les deux notions, et parfois on les distingue : 

après, tout dépend de quel type de récur-
rence on parle. si tu prends uniquement la
récurrence où le cas m implique le cas m +1,
ou si tu prends quelque chose de plus large,
ou quelque chose qui est induit par la struc-
ture de l’objet que tu utilises, ça dépend. Je
pense qu’on peut faire plusieurs distinc-
tions, tout dépend de ce que tu appelles
récurrence. (C3) 

Nous avons choisi d’appeler « raisonnement
par récurrence » l’application des schémas
d’induction sur les entiers naturels, mais il ne
s’agit, bien sûr, que d’une convention. 
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il est possible de donner un cadre encore
plus général pour le raisonnement inductif.
l’induction structurelle est un cas particulier de
l’induction bien fondée. Cette dernière, que
l’on appelle aussi induction nœthérienne,
s’applique sur des ensembles bien fondés, c’est-
à-dire, des ensembles sur lesquels on a défini
une relation d’ordre (possiblement partielle)
telle qu’il n’existe pas de suite infiniment
décroissante. Nous ne donnerons pas de détails
sur l’induction bien fondée dans cet article,
mais il faut dire qu’elle n’a pas qu’un intérêt
théorique, c’est-à-dire que parfois elle permet
de prouver des faits qui deviennent très com-
plexes à traiter si l’on veut faire appel à l’induc-
tion structurelle : 

les entiers tu les définis comme ça. tu dis
zéro appartient à N, et si n – on suppose que
c’est notre ensemble d’entiers – et si n appar-
tient à N, alors n + 1 appartient à N. Et tu vois
bien que le schéma d’induction suit exacte-
ment cette forme-là. Donc elle colle, elle est
structurelle, on dit. Donc ça, c’est l’induction
qu’on connaît très bien, mais on sait très bien
que c’est pas suffisant, si tu veux démontrer,
je sais pas, des choses sur le PGCD, par
exemple, si tu prends le schéma d’induction
structurelle, tu vas pas démontrer grand-
chose.tu n’arriveras pas, ça va être compli-
qué. Donc, il te faut une induction un peu dif-
férente, par cas, il faut ce qu’on appelle des
ordres d’induction bien fondés et qui repo-
sent sur des ordres bien fondés, c’est-à-dire
qu’il y a pas de suite infinie, tu fais x infé-
rieur à y, inférieur à z, et cetera, il n’y a pas
de suite infinie dans l’ensemble... (C2) 

3.2 Exemples d’application 

3.2.1 les formules du calcul des propositions 

Nous suivons à peu près la présentation de
Cori et lasCar (2003a). soit V = {a, B, C, ...}

un ensemble de variables propositionnelles et
soit A l’alphabet formé par les variables pro-
positionnelles, les symboles de connecteur pro-
positionnel et les symboles de parenthèses,
c’est-à-dire : 

A = V ∪ {¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔} ∪ {), (} .

on suppose que cette union est disjointe.
soit M (A ) l’ensemble des suites finies d’élé-
ments de A, que l’on appelle aussi l’ensemble
des mots sur A. Nous voulons distinguer parmi
tous les mots de M (A ) ceux qui représentent
des formules bien formées. Par exemple, si a
et B sont des variables propositionnelles, nous
voudrions étudier les expressions du type
a⇒(B⇒a), tandis que nous serions moins inté-
ressés par celles du type  )((a∧⇔B . Pour for-
maliser cette distinction, nous considérons la famil-
le de fonctions F = {ƒ1, ƒ2, ƒ3, ƒ4, ƒ5} où 

ƒ1 : M (A )  → M (A )

F ⟼ ¬F

ƒ2 : M (A)2
→ M (A )

(F, G)  ⟼ (F ∧ G)

ƒ3 : M (A )2
→ M (A )

(F, G)  ⟼ (F ∨ G)

ƒ4 : M (A )2
→ M (A )

(F, G)  ⟼ (F ⇒ G)

ƒ5 : M (A )2
→ M (A )

(F, G)  ⟼ (F ⇔ G)

Nous pouvons définir récursivement
l’ensemble des formules bien formées F comme
le plus petit sous-ensemble de M (A ) conte-
nant V et clos par chacune des fonctions 
ƒi ∈ F . C’est-à-dire 

F := F [V ] 

Nous profitons maintenant de la structure récur-
sive de F pour démontrer par induction struc-
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turelle quelques propriétés que satisfont ses
éléments. 

Proposition 1. toutes les formules bien formées
ont le même nombre de parenthèses ouvrantes
« ( » et fermantes « ) ». 

Démonstration. Pour chaque formule F ∈ F, dési-
gnons par o(F) son nombre de parenthèses
ouvrantes et par c(F) son nombre de paren-
thèses fermantes. appelons P la propriété 
« avoir le même nombre de parenthèses ouvran-
tes et fermantes ». 

1. Cas de base : si F ∈ V , alors on a bien 
P(F), car o(F ) = c(F ) = 0. 

2. Pas inductif pour ƒ1 : ƒ1 n’ajoute pas de 
parenthèse à son argument, alors si F ∈ F
est telle que o(F) = c(F), on a bien : 
o(ƒ1(F)) = c(ƒ1(F)). Donc, ƒ1 préserve P . 

Pas inductif pour ƒ2 : si F, G ∈ F sont telles
que o(F) = c(F) et o(G) = c(G), alors 

o((F ∧ G)) = o(F) + o(G) + 1 
= c(F) + c(G) + 1 = c((F ∧ G)) 

donc ƒ2 préserve P . on obtient de la même
manière que les fonctions ƒ3, ƒ4 et ƒ5 pré-
servent P . Nous concluons, par induction
structurelle, que tous les éléments de F
ont la propriété P . 

Pour la proposition suivante, nous avons
besoin du concept d’équivalence logique.
Deux formules bien formées F et G sont
dites logiquement équivalentes, ce que l’on
note F ≡ G, ssi leurs valeurs de vérité coïn-
cident pour toutes les distributions de valeurs
de vérité des variables propositionnelles
dans V (pour des rappels sur le calcul des
valeurs de vérité, nous renvoyons le lecteur
vers Cori et lasCar (2003a)). la relation ≡
est une relation d’équivalence sur F. Nous
supposons prouvées les équivalences logiques
suivantes. 

Pour toutes formules bien formées F et G,
on a : 

(F ⇒ G) ≡ (¬F ∨ G) 

(F ⇔ G) ≡ ((F ⇒ G) ∨ (G ⇒ F )) 

(F ∧ G) ≡ ¬(¬F ∨¬G) (loi de De Morgan) 

Dans la démonstration de la proposition 2,
on utilise également le fait que l’équivalence
logique est préservée par les constructeurs 
ƒi ∈ F, ce que nous établissons comme lemme,
sans en écrire la démonstration : 

Lemme 1. Pour toutes F, G ∈ F, si F ≡ F’ et
G ≡ G’, alors ¬F ≡ ¬F’ et pour chaque 
symbole de connecteur propositionnel 
α ∈ {∧, ∨, ⇒, ⇔} (F α G) ≡ (F’ α G’). 

Proposition 2. toute formule bien formée est
logiquement équivalente à une formule
n’incluant comme connecteurs proposition-
nels que ¬ ou ∨. 

Démonstration. soit F ¬,∨ l’ensemble des for-
mules bien formées n’incluant comme connec-
teurs propositionnels que ¬ ou ∨. appelons P
la propriété « être logiquement équivalent à
une formule F de F ¬,∨ ». 

1. Cas de base : soit F ∈ V. alors F ne con-
tient aucun connecteur propositionnel, donc
elle possède la propriété P . 

2. Pas inductif pour ƒ1 : soit F ∈ F. si 
F ≡ F’, où F’ ∈ F ¬,∨, alors ¬F ≡ ¬F’, et
¬F’ ∈ F ¬,∨. ainsi, ƒ1 préserve la pro-
priété P . 

Pas inductif pour ƒ2, ƒ3, ƒ4, ƒ5 : soient 
F, G ∈ F. si F ≡ F’ et G ≡ G’ , où F’, G’
∈ F ¬,∨, alors :

(a) (F ∧ G) ≡ (F’ ∧ G’) ≡ ¬(¬F’ ∨ ¬G’) et
¬(¬F’ ∨ ¬G’) ∈ F ¬,∨. ainsi, ƒ2 préserve la
propriété P . 
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(b) (F ∨ G) ≡ (F’ ∨ G’) et (F’ ∨ G’) 
∈ F ¬,∨. ainsi, ƒ3 préserve la propriété P . 

(c) (F ⇒ G) ≡ (F’ ⇒ G’) ≡ (¬F’ ∨ G’) et
(¬F’ ∨ G’) ∈ F ¬,∨. ainsi, ƒ4 préserve la pro-
priété P. 

(d) (F ⇔ G) ≡ (F’ ⇔ G’) ≡ (F’ ⇒ G’) ∧
(G’ ⇒ F’) ≡ ¬(¬(¬F’ ∨ G’) ∨ ¬(¬G’ ∨F’))
et cette dernière formule appartient à F ¬,∨.
ainsi, ƒ5 préserve la propriété P . 

Nous concluons, par induction structurelle,
que tous les éléments de F ont la propriété P . 

3.2.2 les listes 

soit A un alphabet fini quelconque et 
M (A ∪{::}) l’ensemble des suites finies d’élé-
ments de A ∪{::}. Conventionnellement, nous
inclurons dans M (A ∪{::}) la suite vide, que
nous désignerons par le symbole e. Considérons
la famille des fonctions F = {ca}a ∈ A données
par 

ca : M (A ∪{::}) → M (A ∪{::}) 
e⟼ a
x ⟼ a :: x

Notons que la fonction ca « ajoute un a :: » au
début de n’importe quelle suite de caractères non
vide, et transforme la suite vide en la suite
ayant comme seul caractère a. Nous définissons
l’ensemble des listes sur A,  L (A), comme le
plus petit sous-ensemble de M (A ∪{::}) conte-
nant e et clos par chacune des fonctions ca,
c’est-à-dire : 

L (A) := F [e] 

Du point de vue d’un informaticien, il n’est
pas anodin qu’un ensemble comme celui des listes
puisse être défini récursivement. si l’on veut écri-
re un programme s’appliquant sur des objets qui
appartiennent à une structure de données récur-
sive, l’approche récursive semble beaucoup
plus adaptée que l’itérative : 

Par exemple, en Java, les gens ils font des listes,
ils écrivent les listes comme des listes chaî-
nées, c’est assez facile d’écrire des listes
comme ça, en fait, c’est comme ça que tu vas
les écrire, et derrière ils écrivent une palan-
quée de programmes impératifs, alors du
coup, pour parcourir une liste avec un pro-
gramme itératif, t’es obligé d’avoir un poin-
teur, t’es obligé de déplacer le pointeur. C’est
faisable, bien sûr, ils y arrivent bien, mais, tu
vois, t’as envie de leur dire « écoutez, votre
structure est récursive, et donc, ça serait bien
d’être plus en adéquation avec la structure de
données », donc tout dépend de la structure
de données... (C2) 

observons que la structure récursive de 
L (A) nous permet de définir aisément par
récursion structurelle des fonctions ayant 
L (A) comme domaine. Par exemple, l’opéra-
tion de concaténation de deux listes, notée @
et donnée par :

∀y ∈ L (A) e@y = y

∀a ∈ A ∀x, y ∈ L (A) ca(x)@y = ca(x@y) 

Nous pouvons profiter de la dualité récur-
sivité-récurrence pour prouver l’associativité de
l’opération de concaténation : 

Proposition 3. la concaténation est associati-
ve. C’est-à-dire : 

∀x, y, z ∈ L (A)  (x@y)@z = x@(y@z) 

Démonstration. Nous procédons par induction
structurelle sur la variable x : 

1. Cas de base : soient y, z ∈ L (A). Nous
avons (e@y)@z = y@z = e@(y@z) 

2. Pas inductif : soient x, y, z ∈ L (A) et
a ∈ A. si 

(x@y)@z = x@(y@z) 

alors 
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(ca(x)@y)@z = ca(x@y)@z
[définition de @]

= ca((x@y)@z) 
[définition de @]

= ca(x@(y@z)) 
[hypothèse d’induction]

= ca(x)@(y@z) 
[définition de @]

Nous concluons que pour tous x, y, z ∈ L (A),
(x@y)@z = x@(y@z). 

De façon similaire, nous définissons la
fonction d’inversion d’une liste, inv, donnée par 

inv(e) = e

∀a ∈ A ∀x ∈ L (A)  inv(ca(x)) = inv(x)@a

Nous invitons le lecteur à écrire les démons-
trations par induction structurelle des propo-
sitions suivantes : 

Proposition 4. e est un élément neutre pour l’opé-
ration @. C’est-à-dire 

∀x ∈ L (A) x@e = e@x = x

Proposition 5. ∀x, y ∈ L (A) 

inv(x@y) = inv(y)@inv(x) 

Proposition 6. ∀x ∈ L (A) inv(inv(x)) = x

3.2.3 les entiers naturels 

la phrase « un entier naturel est soit 0,
soit le successeur d’un entier naturel » expri-
me bien le caractère récursif de l’ensemble des
entiers naturels. Bien que sa formalisation dans
l’axiomatique de Peano puisse cacher cette
idée plus intuitive sur sa structure, dans la théo-
rie des ensembles on retrouve la construction
récursive de N. Nous donnons les idées géné-
rales de cette construction, où les entiers natu-

rels sont définis comme des ensembles (pour plus
de détails voir, par exemple, halMos (1974)). 

on définit 0 comme l’ensemble vide :

0 := ∅

Et pour tout ensemble n on définit son suc-
cesseur s(n) comme l’ensemble contenant n lui-
même, tous les éléments de n, et rien d’autre.
C’est-à-dire : 

s(n) := n ∪ {n} 

Ceci permet de construire chaque entier 
naturel : 

1 := s(0) = {∅} 

2 := s(1) = {∅, {∅}} 

3 := s(2) = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} 

Mais cela n’implique pas la possibilité de
construire l’ensemble contenant chaque ensemble
obtenu par ce procédé. il faut alors faire appel
à l’axiome d’infinité (faisant partie des axiomes
de Zermelo-Fraenkel pour la théorie des
ensembles), qui indique « qu’il existe un
ensemble contenant le successeur de chacun 
de ses éléments et l’ensemble ∅ ». 

on voit bien le parallèle entre cette
construction et celles que nous avons évoquées
pour les formules bien formées du calcul des
propositions et pour les listes : {0} joue le rôle
de l’ensemble de base, tandis que l’opéra-
tion successeur joue le rôle des fonctions de
construction ƒi ∈ F. il est alors très naturel que
le raisonnement par récurrence classique appa-
raisse comme une application du schéma
d’induction structurelle au cas spécifique où
l’ensemble qui a été construit récursivement
est N : pour prouver que tous les éléments de
N possèdent une propriété, il suffit de mon-

…
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trer que 0 la possède et que l’opération suc-
cesseur la préserve. 

3.2.4 la programmation fonctionnelle 

les structures définies récursivement revê-
tent une importance capitale pour la program-
mation fonctionnelle. Dans ce paradigme de pro-
grammation, les programmes sont constitués de
fonctions qui ressemblent beaucoup à leurs
analogues mathématiques, en ce sens qu’elles
prennent une entrée (input) et fournissent une
sortie (output). Ces fonctions peuvent, dans
leur exécution, faire appel à d’autres fonctions,
où à elles-mêmes. Parmi les avantages des pro-
grammes fonctionnels, on compte le fait que les
fonctions n’ont pas d’effet autre que le calcul
de leur résultat, ce qui élimine une source de
bugs informatiques (huGhEs, 1989). 

Nous donnons par la suite un exemple
simple et informel du rôle de l’induction struc-
turelle dans la programmation fonctionnelle et
orientons le lecteur vers Burstall (1969) pour
obtenir plus de détails sur le sujet. 

la programmation fonctionnelle peut être
encouragée ou même requise par certains lan-
gages de programmation tels que haskell,
lisp, scheme et Caml. Nous allons considérer
Caml pour cet exemple, évoqué par WalKEr

(2019). Dans Caml, un type récursif comme celui
des arbres binaires peut être défini de la maniè-
re suivante : 

Cela signifie qu’une donnée de type tree
peut être soit un arbre qui ne contient qu’une
feuille, soit un triplet constitué d’une donnée
de type int (entier naturel) et de deux autres arbres.
on reconnaît bien une construction de nature
récursive (avec un élément de base, et une

modalité de construction de nouveaux élé-
ments). on peut s’appuyer sur cette structure
pour créer des fonctions récursives qui pren-
dront des arbres comme paramètres, par exemple
la fonction booléenne tmember, qui détermi-
ne si un certain n de type int est présent dans
un arbre t : 

la commande match permet de repérer si
l’arbre t en entrée est l’arbre à une seule feuille
ou un arbre constitué d’un j de type int et de deux
arbres, et d’agir différemment selon le cas : 

— si l’arbre n’est constitué que d’une feuille,
on retourne false (car il ne contient au-
cun int). 

— autrement, si l’arbre est un triplet (j,t1,t2),
où j est de type int et t1 et t2 sont de type
arbre, on retourne la valeur logique de
l’expression j=n ou tmember(t1,n) ou
tmember(t2,n). C’est-à-dire que tmember
renverra true si j est l’entier recherché où
si l’entier n est présent dans un des deux
sous-arbres t1 et t2. 

le lecteur reconnaîtra la structure récursi-
ve de la fonction, avec le traitement du cas de
base puis du cas générique faisant appel à la fonc-
tion tmember elle-même sur deux cas « plus
petits ». Comment pourrions-nous prouver que
cette fonction est correcte ? autrement dit,
comment pouvons-nous prouver que pour tout
couple (t,n), avec t de type tree et n de type int,
la fonction fait ce qu’elle est censée faire : ren-
voyer true si n appartient à t et false s’il n’y

type tree = Leaf | Node of int * tree * tree;; 

let rec tmember (t:tree) (n:int) : bool = 
match t with 

Leaf -> false 

| Node (j,t1,t2) -> j = n || tmember t1 n 

|| tmember t2 n 

;; 
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appartient pas ? En fait, il est possible de pro-
céder par induction structurelle : 

le cas de base est celui de l’arbre à une seule
feuille. Pour tout n de type int, la commande
match identifie l’option Leaf et renvoie false,
ce qui est correct, car l’arbre à une seule feuille
ne contient aucun int. 

Pour le pas inductif, nous supposons que
nous avons des arbres t1 et t2, tells que la fonc-
tion tmember opère correctement sur tous les
deux. C’est-à-dire que pour chaque n de type
int, l’appel de fonction tmember t1 n renvoie
true ou false correctement, selon que n appar-
tient à t1 ou non, et de même pour t2. 

Considérons maintenant un nouvel arbre
t=j*t1*t2, construit à partir des arbres précédents
et un j de type int. Nous voulons prouver que
la fonction opère correctement sur t aussi. 

soit n de type int. si n n’appartient pas
à t, il ne peut pas être égal à j et il ne peut pas
appartenir à t1 ni à t2. Par conséquent, le test
j=n renvoie false, de même que les appels récur-
sifs tmember t1 n et tmember t2 n, par
hypothèse d’induction. ainsi, tmember t n
renvoie false, ce qui correspond à ce que
nous attendions. 

si n appartient à t, il doit être égal à j ou
il doit appartenir à t1 ou à t2. Ceci étant le cas,
le test j=n renverra true, ou l’un des appels
récursifs tmember t1 n ou tmember t2 n le
fera. Dans tous les cas, tmember t n renvoie
true, ce qui correspond à ce que nous atten-
dions. 

Cela montre que tmember fonctionne cor-
rectement aussi sur t. 

Nous concluons, par induction structu-
relle, que la fonction est correcte pour toute
instance. 

Conclusions 

Notre étude épistémologique nous a per-
mis de mieux cerner les relations entre récurrence
et récursivité, notamment à l’aide du concept
d’induction structurelle. Nous avons montré que
l’induction structurelle constitue une généralisation
du raisonnement par récurrence très adéquate pour
prouver les propriétés des ensembles définis
récursivement, ainsi que celles des fonctions
définies sur ces ensembles par récursion struc-
turelle. les exemples que nous avons fournis mon-
trent l’intérêt de ces ensembles, et par ce fait de
l’induction structurelle, dans le cadre de la
logique, de l’informatique et des mathématiques. 

Nous pensons que ce regard apporte une
meilleure compréhension de la récurrence, et
une prise de recul qui semble opportune pour
les professeurs qui ont à l’enseigner. En par-
ticulier, il éclaire la relation entre récurrence
et récursivité et montre à quelle point ces deux
notions sont imbriquées et indissociables. Nous
pensons que mettre cette dialectique au cœur
de l’apprentissage peut avoir des conséquences
positives pour la compréhension des élèves et
étudiants. En outre, elle peut fournir un outil
d’analyse des situations didactiques existantes
qui visent l’enseignement de la récurrence,
ainsi que pour la construction de nouvelles
situations. Elle permet aussi d’envisager com-
ment l’outil informatique pourrait être utilisé
dans ces situations. 

Dans les perspectives de cette étude, il
serait intéressant de mieux comprendre les pra-
tiques associées aux notions ciblées, par exemple
à partir de l’analyse d’algorithmes récursifs et
de preuves par induction structurelle plus com-
plexes. De même, l’analyse du schéma d’induc-
tion bien fondée et de ses relations avec l’induc-
tion structurelle peut apporter encore un autre
élément épistémologique profitable du point
de vue didactique. 
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