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AIDER A LA COMPREHENSION

DES FONCTIONS AVEC UN
LOGICIEL : LES FONCTIONS

DEFINIES PAR UN ALGORITHME

Des 2009, les objectifs pour le lycée pré-
cisaient « I’algorithmique a une place naturel-
le dans tous les champs des mathématiques et
les problemes posés doivent étre en relation avec
les autres parties du programme... » Ceci est
rappelé par une circulaire de 2017 concernant
des aménagements au programme de mathé-
matiques de seconde générale et technologique
(MEN 2017a). Cet article s’intéresse particu-
licrement a la place que I’algorithmique peut
avoir dans le domaine des fonctions et vise a
apporter des réponses a la question suivante :

Quel travail sur des algorithmes par les
éleves pour contribuer a donner du sens aux
notions liées aux fonctions et aider a leur com-
préhension ?

Les réponses que nous pensons apporter s’ins-
crivent dans I’activité d’un groupe de I'Irem

Roselyne HALBERT
Jean-baptiste LAGRANGE
Christine LE BIHAN

Bernard LE FEUVRE
Marie-Catherine MANENS
Groupe Casyopée, Irem de Rennes

de Rennes depuis une quinzaine d’années.
Nous avons congu, mis en ceuvre et évalué des
situations visant a donner du sens aux fonc-
tions pour les éleves. Alors que I’algorithmique
n’était pas dans les programmes du lycée,
notre approche a été du type TICE : utilisa-
tion du calcul formel et de la géométrie dyna-
mique ; nous avons congu et expérimenté
pour cela un logiciel permettant aux éleves de
faire interagir ces deux outils (Halbert, Lagran-
ge, Le Bihan et al. 2013). Nous allons en pre-
mier lieu revenir sur les enjeux d’apprentis-
sage dans ce champ a partir de notre expérience.
Ceci nous conduira a une hypothese concer-
nant ’apport de 1’algorithmique dans ce
champ. Nous nous interrogerons ensuite sur
les choix possibles dans le domaine de 1’algo-
rithmique au lycée, et préciserons les notres.
Ensuite nous présenterons un exemple de
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situation en classe a partir de ces choix avant
de conclure.

Les fonctions au lycée

Le programme de Seconde de 2009 a intro-
duit un champ « fonctions » et le document res-
source associé¢ (MEN 2009) précise d’abord qu’un
objectif essentiel du travail amorcé au colle-
ge consiste a faire émerger progressivement « un
processus faisant correspondre a un nombre un
autre nombre ». Le document souligne aussi que
pour beaucoup d’éleves, la notion de fonction
ne fait pas encore sens en début de Seconde et
qu’il importe que les éleves soient « confron-
tés a des situations dans lesquelles il y ait
besoin d’identifier deux quantités qui varient
tout en étant liées ».

Le document ressource rappelle aussi les
différentes représentations « du lien entre
quantités (tableau, courbe, formule...) » et la
nécessité « d’identifier les avantages et les
inconvénients de telle ou telle selon la ques-
tion initialement posée».

Cette présentation des fonctions comme
lien entre quantités et les représentations pro-
posées montrent que ce sont les fonctions de
R (ou d’un intervalle) vers R qui constituent
le champ a étudier. Ceci est confirmé par le
fait que I’étude des transformations géométriques,
abordée au college n’est pas prolongée au
lycée par une approche fonctionnelle. De
méme les suites ne sont pas présentées comme
des fonctions de N vers R. La lecture des pro-
grammes avec I’introduction de fonctions de
références puis de méthodes d’étude calcula-
toires dans la partie analyse en Premiere et Ter-
minale, est une autre confirmation. Mise a
part I’observation qu’a une valeur de la pre-
miere quantité correspond une seule valeur
de la seconde et I’acquisition du vocabulaire
associé (« image », « antécédent »), une com-
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préhension plus générale comme correspon-
dance entre ensembles n’est pas visée ; ainsi
la composition des fonctions n’est pas abor-
dée explicitement, seul le formalisme f(u(x))
est utilisé. Par ailleurs, bien que le program-
me précise qu’une fonction peut étre définie
a partir d’une table ou d’un graphe, la défini-
tion a partir d’une formule reste dominante, les
autres représentations étant obtenues le plus
souvent a partir de cette définition.

Dans (Halbert, Lagrange, Le Bihan et al.
2013, p.15) nous avons identifié deux aspects
des fonctions, cohérents avec les enjeux
d’apprentissage soulignés par le document :
I’aspect « correspondance » renvoie a une rela-
tion isolée entre une valeur d’une premicre
quantité et une valeur d’une seconde quanti-
té ; I’aspect « dépendance » suppose deux
quantités variables liées dans un systéme obser-
vable : une action sur la premiére quantité
modifie la seconde. Nous avons aussi montré
comment les représentations des fonctions se
comprennent sous ces deux aspects. Nous
avons identifié comme un objectif important
pour les éleéves de comprendre ce qu’est une
dépendance fonctionnelle, comment elle s’expri-
me dans différentes représentations et les trai-
tements que ces représentations permettent.

Nous avons étudié cet objectif dans le cadre
de modélisations géométriques. Prenons I’exemple
de la distance d’un point fixe A a une parabo-
le dans un repere dont 1’axe des ordonnées est
I’axe de symétrie, le point A n’étant pas sur cet
axe (Halbert, Lagrange, Le Bihan et al. 2013,
p. 13). Le premier enjeu est la compréhension
d’une correspondance entre la position d’un
point M mobile sur la parabole et la distance
AM de ce point au point fixe. Un logiciel de géo-
métrie dynamique permet d’observer des valeurs
de cette distance lorsqu’on bouge le point M sur
la parabole. La correspondance n’est pas com-
plete, car le logiciel donne le résultat, mais la
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donnée en entrée reste une entité non numérique
(la position d’un point). La position d’un point
se définissant par deux coordonnées I’abscis-
se et I’ordonnée, le choix de 1’abscisse est guidé
par la conception « ensembliste » : 2 une valeur
de I’ordonnée correspondent deux positions et
donc deux valeurs de la distance.

Ce choix étant fait, une correspondance a
été établie : une abscisse étant donnée, il est pos-
sible de positionner un point sur la parabole a
cette abscisse et d’observer la valeur « corres-
pondante » de la distance. Rechercher la dis-
tance minimum implique de passer a une dépen-
dance « dynamique », ce que permet le
mouvement « en continu » du point M dans la
géométrie dynamique. Ainsi, une fonction est
définie et le probleme de la plus courte distan-
ce peut étre résolu, de facon approximative, par
observation de la dépendance. L’expression
de cette fonction a 1’aide d’une courbe permet
une observation plus précise. Son expression par
une formule permet un traitement algébrique
«exact » et établit le lien avec les fonctions « habi-
tuelles » données par une formule.

Ce rappel nous permet de situer notre objec-
tif. Nous nous situons dans le cadre des fonc-
tions de R (ou d’un intervalle) vers R qui sont
principalement étudiées au lycée. Nous souhaitons
que ces fonctions soient percues par les éleves
comme des entités non réductibles aux repré-
sentations, (formule, courbe, table. . .) qui domi-
nent dans I’enseignement, et que ces repré-
sentations soient pergues comme des moyens
de les étudier plutdt que comme une fin en soi.
Nous nous intéressons donc aux modes de
génération des fonctions indépendants d’une repré-
sentation, les relations de dépendance entre
quantités comme celle que nous venons d’évo-
quer en étant un exemple. Nous nous intéres-
sons ici a un mode de génération permis par I'intro-
duction de I’algorithmique au lycée : les fonctions
définies par un algorithme.
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Algorithmes et fonctions

Nous venons de dire que 1’algorithmique
est pour nous une opportunité d’élargir les
possibilités de génération des fonctions et donc
une compréhension des fonctions par les éleves
qui ne se réduise pas aux représentations et a
leur utilisation. Ceci converge avec des pré-
occupations exprimées dans un récent document
ressource « algorithmique et programmation »
(MEN 2017b).

« Les notions mathématique et informatique
de fonction relevent du méme concept uni-
versel. En informatique, une fonction prend
un ou plusieurs arguments et renvoie une
valeur issue d’un calcul. »

Définir des fonctions par un algorithme
permet donc aussi une compréhension d’un
concept informatique.

« Il est important de distinguer tres clairement
la conception des algorithmes et leur utilisation.
Les éleves écriront des fonctions qui pourront
étre enregistrées dans des fichiers, appelés scripts
ou modules (...) L’exécution d’un module
comportant la définition d une fonction f ne
produit aucun affichage particulier (...) on peut
(...) dans la console, faire des appels du type
f(2) et la console affiche la valeur renvoyée
par la fonction. »

Nous retenons qu’un algorithme produit un
objet fonction, cet objet s’ajoutant aux objets
déja existants dans I’environnement de travail.
L’objet « fonction » contient en lui-méme les
idées de donnée, de résultat et éventuellement
de parametres dans le cas d’une famille de
fonctions, et donc les instructions d’entrée-sor-
tie (lecture d’une donnée, affichage d’un résul-
tat) ne sont pas pertinentes.

Ensuite, la rédaction du document oriente
vers un environnement spécifique a la pro-
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grammation (Python). Nous divergeons sur ce
point car nous souhaitons que les fonctions
définies par un algorithme existent pour les
éleves dans un environnement logiciel qu’ils uti-
lisent de facon habituelle pour ce domaine.
Puis, parmi les exemples proposés dans le docu-
ment, seule la définition par morceaux a 1’aide
d’une structure alternative (si... alors...sinon)
définit une fonction de R (ou d’un intervalle)
vers R. Les autres exemples, qui mettent en jeu
I’itération, un concept central en algorithmique,
concernent des situations hors du champ des fonc-
tions et déja pointées par les programmes
comme pouvant faire 1’objet de travaux en
algorithmique.

Les principes énoncés dans le document
se traduisent par le choix d’utiliser ces situa-
tions pour promouvoir une programmation
privilégiant 1’usage de fonctions informa-
tiques, ce que nous appelons dans la suite un
style de programmation « fonctionnel ». Ce
choix impliquerait pour les éleves, un élar-
gissement treés important du champ des fonc-
tions, tant en ce qui concerne les objets en jeu
qui peuvent étre toute entité représentable
informatiquement, qu’en ce qui concerne
I’usage notamment de la composition et de la
récursivité'.

Notre choix est différent : il est important
pour nous que les éléves reconnaissent les fonc-
tions définies par un algorithme comme simi-
laires aux fonctions « habituelles » de R (ou d’un
intervalle) vers R. C’est pourquoi les situa-

1 Par exemple, implémenter 1’algorithme d’Euclide de
fagon fonctionnelle conduit a définir une fonction PGCD
de Z*x Z* vers N. Cette définition prend son sens dans le
cas ot la fonction PGCD est appelée par une autre fonction
(par exemple une fonction PPMC rendant le quotient du pro-
duit de deux relatifs non nuls par leur PGCD ) ou par elle-
méme dans une définition récursive. Certes le style de pro-
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tions auxquelles nous nous intéressons concer-
nent ce type de fonctions. C’est aussi pour-
quoi nous souhaitons que ces fonctions définies
par un algorithme existent pour les éleves dans
un environnement logiciel qu’ils utilisent aussi
de facon habituelle pour des travaux sur des fonc-
tions. Nous faisons I’hypothese qu’il est pos-
sible d’enrichir la compréhension des fonc-
tions par les éleves, en cohérence avec les
points de convergence repérés ci-dessus dans
le document ressource, tout en se limitant a un
environnement de programmation directement
accessible aux éleves et a un type de fonctions
proche des fonctions usuelles au lycée, sans enga-
ger les éleves vers un style de programmation
« fonctionnel ».

Nous pensons aussi que, alors que algo-
rithmique et programmation n’ont que tres
récemment fait leur entrée au college, des dif-
ficultés spécifiques sont a prévoir pour beau-
coup d’éleves (Lagrange & Rogalski 2017
proposent une analyse de ces difficultés).
Nous souhaitons par conséquent limiter le tra-
vail en algorithmique a une structure algo-
rithmique simple.

Un exemple

Nous le prenons dans le baccalauréat
2018, sujet section S de Pondichery, exerci-
ce 1. Cet exercice va nous servir a montrer, a
partir d’éléments de situation estimés inté-
ressants par I’institution lycée, ce que les

grammation « fonctionnel ». n’est pas de la « programma-
tion fonctionnelle » au sens strict et Python n’est pas un « lan-
gage fonctionnel » pur, mais 1’utilisation proposée dans le
document ressource impliquerait de nombreuses ruptures
par rapport a la programmation « impérative » dominante
jusqu’ici au lycée : appel de fonctions en mode « console »,
notion d’argument. ..
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choix qui viennent d’étre énoncés nous condui-
sent a proposer.

Le sujet propose deux modeles de décrois-
sance de la température dans un four. En par-
tie A, le sujet introduit la suite Tn, températu-
re en degré Celsius du four au bout de n heures
écoulées et la définit par I’algorithme suivant :

T «— 1000
Pour jallantde 1 a n
T—0,82xT+3,6

Fin Pour

L’algorithme est présenté de fagon cohé-
rente avec les principes ci-dessus : il définit un
objet mathématique, ici une suite, sans mettre
en ceuvre d’instructions de lecture ou d’écri-
ture. La structure algorithmique est I’itération,
dont la compréhension est un objectif impor-
tant au lycée.

En partie B, le temps « continu » est consi-
déré comme la variable, et donc le modele de
décroissance n’est plus une suite, mais une
fonction définie sur les réels positifs. A la ques-
tion 1, on admet une relation entre la fonction
et sa dérivée :

1
fo+Sf=4
et a la question 2 on donne la formule :

f(t)=980e " +20.

Puis les éleves sont invités a différents calculs
(variations, moyenne, limites) relevant de 1’ana-
lyse « calculatoire » du lycée qui met en jeu prin-
cipalement la représentation « formule ».

Malgré I’intérét que présentent les élé-
ments de situation proposés par le sujet, notre
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analyse est que les tiches demandées aux éleves
ne mettent pas réellement a contribution I’algo-
rithmique pour une compréhension des fonctions.
En effet, il n’y a pas de lien compréhensible par
les éleves entre la suite que définit I’algorith-
me de la partie A et la fonction de décroissan-
ce de la partie B.

Quelles seraient les conditions qui per-
mettraient de faire un lien plus direct entre un
algorithme et la fonction de décroissance la
partie B ? Pour nous ces conditions seraient
que I’algorithme définisse une fonction. Sup-
posons qu’une observation empirique ait éta-
bli une relation entre les températures aux
heures entieres telle qu’exprimée dans 1’algo-
rithme. La fonction affine par morceaux g
prenant les valeurs données par 1’algorithme
pour les valeurs entieres de la variable est
une premicre approximation de la fonction de
décroissance. Pour les valeurs entieres n, elle
vérifie la relation :

g, +0,18g(x)=36.

Pour une meilleure approximation, définis-
sons une fonction affine par morceaux h pre-
nant pour les valeurs entieres ou demi-enticres
de x, les valeurs données par 1’algorithme sui-
vant, construit sur un modele de décroissan-
ce géométrique et cohérent avec g pour les
valeurs entieres :

T «— 1000
Pour jallantde 1 a 2n

T e— V0,82 xT+20(1- V0,82)

Fin Pour

Pour les valeurs entiéres ou demi-entiéres
de x, cette fonction vérifie la relation :

(%) + h(x) % 082 _ 1 (1- \V0,82),
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ou de fagon approchée : i’ ,(x) +0,19 h(x) =3,8.
Ensuite, de facon formelle? ou intuitive, il est
possible d’introduire la fonction f dérivable
vérifiant la relation f’(x) + 0,2 f(x) = 4.

Notre hypothese est qu’une approche de ce
type, liant algorithme et fonction, permet aux
éleves d’enrichir leur compréhension des fonc-
tions, en considérant des fonctions différentes
des fonctions « habituelles » définies par une
formule, et en mettant en relation ces deux
types de fonctions. Nous allons donner plus
loin un exemple de mise en ceuvre, apres avoir
précisé la nature ces fonctions définies par un
algorithme ainsi que des choix possibles quant
au logiciel permettant de les traiter.

Les fonctions définies par un algorithme

L’exemple qui précede nous permet d’intro-
duire un type d’objet qui nous semble répondre
a nos choix énoncés ci-dessus, tout en restant
dans le panel de situations étudiées au lycée.
Il s’agit de fonctions affines par morceaux défi-
nies sur un intervalle de R. Un processus ité-
ratif permettant de calculer des couples (x;, y;),
la suite des x; €tant croissante, on définit une
fonction qui prend la valeur y; pour chaque valeur
de x; et est affine sur chaque intervalle
[x; , x;+ 1]. La représentation graphique est
une ligne brisée (figure 1 pour les fonctions g
et h de ’exemple précédent).

Ces fonctions existent en mathématiques.
Il peut s’agir de fonctions d’interpolation
comme dans I’exemple précédent. Il peut
s’agir aussi de fonctions issues de méthodes

2 Pour un pas 1/p, le corps de boucle de 1’algorithme est
T V082 xT+20(1- V082). L algorithme défi-
nit une fonction k vérifiant la relation :

k(%) + k(x).p(1 - V0,82)=20.p(1 - V0,382).

En passant a la limite on obtient la relation peu différen-
te de la relation donnée sans démonstration par I’énoncé.
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Figure 1

1x—0

1y «— 1000

: Tant Que x < 100
D xe— x+1
1ye—082.y+36
: Fin Tant Que

AN L AW N

L’algorithme définissant la fonction g

1xe—0
1y «— 1000
: Tant Que x < 100

Xe—x+1/2

tye— V0,82 .y+20.(1- V0,82)
: Fin Tant Que

AN L BN =

L’algorithme définissant la fonction h

Représentation graphique de g (noir) et h
(rouge) sur I’intervalle [23 ;24].

de résolution numérique des équations diffé-
rentielles comme la méthode d’Euler. L’exemple
précédent montre qu’elles peuvent exister
aussi dans les mathématiques du lycée et I’inté-
rét qu’elles présentent.
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Le choix d’un logiciel

11 s’agit ici d’évaluer la possibilité qu’offrent
des logiciels pour définir une fonction a par-
tir d’un algorithme. En cohérence avec les prin-
cipes présentés en introduction, nous nous
limitons a une sélection de logiciels habi-
tuellement mis en ceuvre en classe pour des
problémes sur les fonctions, avant de préci-
ser notre choix.

Nous reprenons I’exemple de la fonction
h ci-dessus, et nous le traitons successivement
avec un tableur, avec AlgoBox et avec GeoGebra.
Ces trois logiciels permettent de calculer les
couples (x, h(x)), x parcourant les valeurs
enticres et demi-entieres de 1’intervalle [0 ;100]
et d’afficher les points ayant ces coordonnées
dans un repere.

1) Avec un tableur :

On crée deux colonnes de nombres (en
recopiant deux formules un nombre de fois
suffisant) puis on crée une ligne brisée (voir tableau
ci-dessous).
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2) Avec Algobox :

On crée par algorithme les valeurs succes-
sives des termes des deux suites. On utilise des
instructions « graphiques » pour afficher a chaque
itération un point, ce qui revient a une instruc-
tion de sortie. On peut aussi tracer une ligne
brisée, mais le travail devient plus technique.

1 VARIABLES

2 x EST_DU_TYPE NOMBRE

3y EST_DU_TYPE NOMBRE

4 h EST_DU_TYPE NOMBRE

5 DEBUT_ALGORITHME

6 LIRE h

7 x PREND_LA_VALEUR 0

8 y PREND_LA_VALEUR 1000

9 10 TANT_QUE (x<=100) FAIRE

10 DEBUT_TANT_QUE

11y PREND_LA_VALEUR
y*pow(0.85,1/2)+20*(1- pow(0.85,1/2))

12 x PREND_LA_VALEUR x+0,5

13 TRACERPOINT (x,y)

14 FIN_TANT_QUE

15 FIN_ALGORITHME

B B

1/x  |h(x) X h(x)

2

3 0 1000 0 1000

4| 0,5| 923,5154 =A3+0,5 =SQRT(0,85)*B3+20*(1-SQRT(0,85))

5 1 853 =A4+0,5 =SQRT(0,85)*B4+20*(1-SQRT(0,85))

6| 15| 787,9881 =A5+0,5 =SQRT(0,85)*B5+20*(1-SQRT(0,85))

7 2 728,05 =A6+0,5 =SQRT(0,85)*B6+20*(1-SQRT(0,85))

8| 25| 672,7898 =A7+0,5 =SQRT(0,85)*B7+20*(1-SQRT(0,85))

9 3| 621,8425 =A8+0,5 =SQRT(0,85)*B8+20*(1-SQRT(0,85))
10| 3,5| 574,8714 =A9+0,5 =SQRT(0,85)*B9+20*(1-SQRT(0,85))
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3) Avec GeoGebra

La commande L=lterationList((x(C)+0.5,
SQRT(0,85)y(C)+20*(1-SQRT(0,85)),C {(0,1000)},20)
produit les couples (x, h(x)) et les points cor-
respondants sur I’écran de géométrie. Ce type
de programmation est tres éloigné des pra-
tiques en algorithmique des éleves de lycée.

4) Notre choix

Chacun des trois logiciels permet une cer-
taine représentation graphique de la fonction
h, et éventuellement une comparaison gra-
phique avec la fonction f modélisant la décrois-
sance, mais cette représentation n’est pas recon-
nue par le logiciel comme représentative d’une
fonction ; seuls existent des points ou des seg-
ments dans un repere. Pour nous, c’est une
limitation compte-tenu de notre objectif d’élar-
gir le champ des fonctions et la compréhension
des éleves. Nous souhaitons pour cela que les
fonctions « définies par un algorithme » exis-
tent dans le logiciel au méme titre que les
autres fonctions « définies par une formule ».
Dans I’exemple ci-dessus, on doit pouvoir
faire calculer au logiciel une valeur de h(x) pour
toute valeur de x dans I’intervalle et pas seu-
lement pour les valeurs entieres. On doit pou-
voir aussi définir et étudier la fonction f — h.

De plus chacun des trois logiciels a des limi-
tations spécifiques. Dans de nombreuses situa-
tions, comme nous le verrons plus loin, la fonc-
tion dépend d’un parametre. Par exemple ce
parametre peut étre le pas avec lequel évolue la varia-
ble x. Dans le cas du tableur, le nombre d’itéra-
tions dépendant du parametre, il faut donc modi-
fier le nombre de lignes pour chaque valeur du pas.
Dans Algobox il faut passer par une instruction d’en-
trée que, comme les instructions de sortie, nous sou-
haitons éviter. Avec GeoGebra, on peut utiliser un
curseur mais, nous 1’avons vu, ce type de pro-
grammation n’est pas habituel pour les éleves.
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Devant ces limitations, notre choix a été de
faire évoluer le logiciel Casyopée. Nous avons
en effet développé ce logiciel pour mettre en place
et évaluer des situations d’apprentissage sur
les fonctions, par exemple la situation de la
distance a une parabole présentée plus haut. Il
était donc naturel, a partir de nos objectifs, de
créer un module de programmation, et une nou-
velle en-trée « créer fonction par un algorith-
me » a coté de I’entrée existante « créer fonc-
tion par une formule ». Pour créer une telle
fonction, un algorithme est écrit par I’utilisateur
dans ce nouveau module de Casyopée de facon
a faire évoluer un couple de variables (x, y). A
partir des valeurs successives de ce couple,
Casyopée construit la fonction affine par mor-
ceaux et la traite ensuite comme les autres fonc-
tions « définies par une formule ». Les parametres
de Casyopée (équivalents aux curseurs de Geo-
Gebra) ainsi que les fonctions ou expressions
déja définis, peuvent étre utilisés dans I’algo-
rithme pour définir une famille de fonctions. Dans
le module, nous avons choisi un type de pro-
grammation conforme aux pratiques au lycée
avec un environnement de programmation com-
portant une aide a I’écriture comme dans Algo-
box et donc facile a maitriser”.

3 Dans ce texte, nous ne nous attardons pas sur la diffé-
rence de nature entre les fonctions définies par un algorithme
congues de facon mathématique, c’est-a-dire avec des
valeurs exactes, et leur implémentation dans un logiciel qui
va, dépendre de la représentation des nombres (pseudo) réels
interne a la machine sous-jacente. Nous privilégions en effet
la compréhension de la relation entre algorithme itératif et
fonction, I’implémentation étant un moyen de 1’ objectiver.
Nous ne méconnaissons pas néanmoins les difficultés que
cette différence peut entrainer, tant du point de vue pratique
car ’itération peut cumuler les erreurs d’approximation, que
du point de vue cognitif, les éleves étant peu familiers de
fonctions définies « a quelque chose prés ». Souhaitons que
les pratiques et recherches au lycée donnent plus de place
ala question de I'implémentation d’entités mathématiques
dans les environnements informatiques et plus générale-
ment aux problématiques d’approximation.
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| a(x) [hx) |
0.0000 1000.00 1000.00 AJ
0.5000 911.80 907 .43

1.0000 823.60 823.60 -
1.5000 751.28 747 69
2.0000 678.95 678.95
2.5000 619.65 616.71

3.0000 560.34 560.34
3.5000 511.71 509.30

4.0000 463.08 463.08

4 5000 42320 42123
5.0000 383.33 383.33
5.5000 350.63 349.00
6.0000 317.93 317.93
6.5000 291.113 289.784
7.0000 264.300 264.300
7.5000 242 313 241.223

fiz)—hiz

N>
J'l\; i

Figure 2

Dans I’exemple ci-dessus, les fonctions g
et h sont définies a I’aide des algorithmes de la
figure et I’on obtient des représentations gra-
phiques de fonctions affines par morceaux
comme dans la méme figure. De plus, il est pos-
sible de comparer les fonctions get h pour des
valeurs entieres et non entieres (figure 2 a
gauche) et de les comparer graphiquement a la
fonction dérivable f, en étudiant la différence
(figure 2 a droite).

Un exemple de mise
en ceuvre en classe de Premiére S

La situation : construire
une fonction dont on connait la dérivée

Objectits

La notion de nombre dérivé puis de fonc-
tion dérivée est centrale dans la partie analyse
du programme de Premiere. Le nombre dérivé
prend sens comme limite du taux d’accroissement
et dans le tracé de la tangente en un point.

L’objectif du travail proposé ici est la relation
fonction, nombre dérivé et tangente. Il s’agit de
la construction approchée d’une fonction incon-
nue, mais dont la fonction dérivée et la valeur
en un point sont données.

Le travail est d’abord géométrique : un
nombre de pas et un point initial étant choisis,
on construit la droite passant par le point et de
pente la valeur de la dérivée en ce point et on
réitere ensuite la construction en prenant un point
sur la droite dont 1’abscisse est celle du point
précédent, augmentée de la longueur du pas. I
est ensuite algorithmique et fonctionnel : un algo-
rithme permet de systématiser la construction
pour un nombre de pas arbitraire et d’obtenir
une fonction approchant la fonction inconnue
d’aussi pres que souhaité. Il est enfin d’ordre
symbolique : il s’agit d’obtenir une expression
de la fonction inconnue a partir de connaissance
sur les dérivées des fonctions usuelles. II est pos-
sible de vérifier cette expression par comparaison
du graphe de la fonction ainsi obtenue avec la
ligne brisée, représentation de la courbe défi-
nie par I’algorithme.
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Le choix de la fonction inconnue

Nous choisissons d’étudier une fonction
f dérivable sur [1; 5] telle que, Vx € [1 ; 5],

fx= Vi et f(H = % Une expression de
festf(x)= % x V.

Cette fonction est choisie de facon a ce
que la réponse ne soit pas directement dédui-
te a partir d’une liste des dérivées de fonctions
usuelles*. Le choix de la valeur en 1 permet
d’éviter I’ajout d’une constante, question qui
est abordée en Terminale dans le chapitre sur
I’intégration.

Travail géométrique

Choisissons un pas de longueur 1. Construi-
sons le point A de coordonnées (1,2/3) et la droi-
te de pente /1 = 1. Cette droite est la tangente
a la courbe représentant la fonction inconnue
f au point A. Construisons le point B d’abscisse
2 sur cette droite. Il peut étre construit comme

REPERES - IREM. N° 117 - octobre 2019

intersection de la droite avec une parallele a I’axes
des ordonnées. Le point B n’est pas sur la cour-
be de la fonction inconnue f, mais le segment
[AB] est tangent a la courbe. Nous tragons la
droite de pente \/2 passant par B puis le point
C d’abscisse 3 sur cette droite. Le segment
[BC] n’est pas tangent a la courbe, mais il est
parallele a la tangente au point d’abscisse 2 et
en est proche. Nous itérons en construisant et
la droite de pente V3 passant par C, puis de
méme pour les points D et E respectivement d’abs-
cisse 4 et 5. La ligne brisée ABCDE est consi-
dérée comme approchant la courbe de la fonc-
tion inconnue f (figure 3).

Travail algorithmique

Il s’agit ici de systématiser la construction
précédente a I’aide d’un algorithme fonction-
nant pour un nombre de pas arbitraire’, et de
faire apparaitre la ligne brisée comme la repré-
sentation graphique d’une fonction g approchant
la fonction inconnue. Nous allons montrer
comment ce travail peut étre effectué avec
le module de programmation de Casyopée. Ce
choix permet, comme nous I’avons annoncé plus

Figure 3

wv.a

o

4 La situation est inspirée de http://lycee.lagrave free.fr/
IMG/pdf/TS._derivation._methode_Euler.pdf. Néanmoins,
les objectifs sont différents. I ne s’agit pas d’introduire la
méthode d’Euler, mais de renforcer la compréhension du
lien entre fonction, nombre dérivé et tangente.
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5 En tenant compte de la remarque de la note 4, il faut distin-
guer la définition mathématique ol le nombre de pas est arbi-
traire, de I'implémentation dans un environnement informa-
tique donné ou les valeurs de ce nombre sont limitées. Dans
ce dernier cas, on dira plut6t que le nombre de pas est « variable ».
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haut, de définir une fonction approchant la
fonction inconnue, plutdét qu’une suite de
valeurs ou de points, et de faire dépendre cette
fonction d’un parametre.

Nous supposons définie dans le volet
d’algebre une fonction f telle que Vx € [1 ; 5],
fx)= V/x . Nous créons aussi un parametre n
positif (curseur) représentant le nombre de pas.
L’algorithme ci-dessous permet de définir une fonc-
tion affine par morceaux g dépendante d’un para-

metre ntelle que g(x) = y pour chaque couple de
valeurs de (x, y) obtenus dans I’itération.

1: z¢1

)
%]

y<3

%)

he%

4 [=1

5: Pour ] allantde 1 a
6 y+y+f'(z)h
24+ 2+h

8: FinPour

Les lignes 1 et 2 initialisent les coordonnées du point
courant pour I’extrémité gauche de la courbe repré-
sentant la fonction inconnue f (point A ci-dessus).
La ligne 3 définit la longueur du pas (n pas dans
un intervalle d’amplitude 4). La ligne 4 initialise
une variable compteur.

Les lignes 6 et 7 constituent le corps d’une boucle
POUR, qui sera répétée n fois.

La valeur de I’ordonnée du point suivant est cal-
culée en ligne 6. Elle se déduit de I’équation de la
droite passant par le point courant et de pente
)y =yj+ f(x) x=xj), xj et yj étant les coor-
données du point courant. On obtient
yi+l=yi+f (%) xj+1-x)=yi+f (xp h .

La ligne 7 calcule la valeur suivante de 1’abscisse
du point courant.

AIDER A LA COMPREHENSION DES
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Travail symbolique

Il s’agit d’obtenir une expression de la
fonction inconnue a partir de connaissances
sur les dérivées des fonctions usuelles. Cela uti-
lise la propriété de la dérivée des fonctions
x — k x%, g étant un parametre non nul. Cette
dérivée étant la fonction x — kax?~1,il s’agit
de I'identifier 2 la fonction x — V'x . Expri-
mant \Vx comme x 72 ,ilvienta—1=1/2 et
ka=1. Apres calcul de a et k, et interprétation
de I’expression x3/2 , on obtient la fonction défi-

nie par f(x)= % x Vx .. On vérifie qu’elle prend

la valeur 2/3 en 1. La figure 4 montre la repré-
sentation graphique de cette fonction, avec
celle de la fonction g pour une valeur donnée
de n, et avec la construction géométrique.

y=f(x)
y=a(x)

n=10

-ﬂ
Figure 4
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Mise en ceuvre en classe
Organisation

La séance s’adresse a une classe de Pre-
miere S de 33 éleves. Elle a lieu en salle ordi-
naire. Les éleves ont a leur disposition des ordi-
nateurs portables avec Casyopée et un fichier
ol la fonction f et sa fonction dérivée f” ont
été créées, mais ou seule la fonction déri-
vée est visible. La fonction fest donc cachée. La
séance se déroule en deux phases de travail de
groupe d’une demi-heure chacune, suivies
d’une synthese collective.

Phase 1

Dans la premiere phase, les éleéves sont
répartis en six groupes. Deux groupes font une
tache étiquetée A. Deux groupes font une tache
étiquetée B. Deux groupes font une tiche éti-
quetée C. Dans les taches A et B, il s’agit de
construire la tangente au point d’abscisse 1,
puis des tangentes « approchées » a la courbe
représentative de f comme indiqué ci-dessus.
La tache A se fait dans le volet de géométrie
dynamique de Casyopée et la tache B se fait en
«papier crayon». Les propriétés a utiliser par les
éleves sont :

— un point sur la tangente est « proche » de
la courbe,

— lapente de la tangente en un point de la cour-
be est le nombre dérivé en ce point, c’est-
a-dire la valeur de la fonction dérivée pour
I’abscisse de ce point.

Pour la tache A, les éléves peuvent créer
le point d’abscisse 2 (resp. 3, 4 et 5) par
intersection de la droite déja créée avec une
parallele a I’axe des ordonnées. On peut
s’attendre cependant a ce que des éleves pla-
cent ce point au jugé sur cette droite, de
facon a ce que son abscisse soit 2 (resp. 3,4
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et 5), ce qui n’est pas génant ici. Ensuite ils
sont guidés pour la construction de la tangente
« approchée » en ce point.

Pour la tache B, en papier crayon, les points
sont portés en s’aidant du repere et la construc-
tion d’une droite de pente donnée passant par
un point donné est classique : « je vais a droi-
te de 1, je monte de la valeur de la pente ». Il
est possible que certains éleves calculent I’équa-
tion des droites avant de les tracer, ce qui néces-
site un calcul de I’ordonnée du point porté pré-
cédemment. Dans la tache C les éleves doivent
proposer une valeur approchée de f(2), f(1.5),
f,1)et f(1,01) .11 s’agit de réactiver la défi-
nition du nombre dérivé. On peut penser que
les éleves vont directement assimiler le taux
d’accroissement a ce nombre et conclure par
exemple que f(1,01) = f(1) + 0,01.f(1).

Phase 2

Dans cette phase, les éleves travaillent
par groupes de trois. Il leur est demandé de conce-
voir un algorithme permettant d’obtenir une
fonction approchant la fonction cachée f.
Chaque groupe compte un éleve ayant fait la
tache A, un éleve ayant fait la tiche B et un
éleve ayant fait la tdche C°. Les taches A et
B ont permis de voir le tracé comme un pro-
cessus a plusieurs étapes : une initialisation,
puis la répétition de quatre constructions. Les
éleves peuvent donc reconnaitre un processus
itératif. Le passage a un algorithme implique
de penser le processus de facon fonctionnel-
le : 2 une valeur x de I’abscisse correspond une
valeur y de I’ordonnée. Ensuite, il faut inclu-
re dans le corps de boucle le calcul de I’ordon-
née du point courant. Celui-ci est préparé par
la tache C. Le pas 1 est cohérent avec le cal-
cul de f(2) dans la tache C et les abscisses des

6 Pour une présentation de ce dispositif, couramment pra-
tiqué dans nos classes, voir Halbert & Manens (2017).
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points dans les tiches A et B. Une itération pour
ce pas sera sans doute la plus facile a mettre
en place. La tache C suggere que des pas plus
petits peuvent étre utilisés, ce qui nécessite une
adaptation de I’algorithme. Lors de la syn-
these le professeur montrera ’utilisation d’un
pas arbitraire comme ci-dessus.

Avec Casyopée, les algorithmes tels que ceux
qui viennent d’étre présentés définissent tels quels
une fonction affine par morceaux dont les éleves
pourront facilement faire tracer la courbe par
le logiciel et comparer a leur construction de la
tache A, ou a la courbe de la fonction f cachée
(annexe ci-dessous).

Analyse du travail
d’un groupe d’éleves en phase 2

Nous analysons le travail d’un groupe de
trois €leves au cours de la deuxieme phase a par-
tir d’un enregistrement vidéo et du document
« papier/crayon » réalisé par les éleves. Comme
les éleves utilisent pour la premiere fois le
module de programmation de Casyopée, 1’obser-
vateur les guide pour I’utilisation de ce modu-
le et d’autres fonctionnalités. Il s’agit d’un
groupe d’éleves relativement a I’aise avec les
taches demandées et ils réussissent ces tiches
dans le temps imparti. Nous récapitulons les points
qui ont pu constituer des difficultés. Ces diffi-
cultés ont été€ rencontrées et parfois non surmontées
par les autres groupes.

Dans le volet de géométrie dynamique, le
tracé des droites et la fonctionnalité corres-
pondante du logiciel, ainsi que la technique
pour porter un point sur la tangente sont bien
compris. En revanche, les éleves restent indé-
cis quant au statut d’un point ainsi porté¢. Com-
ment un point d’une courbe peut-il étre sur la
tangente en un autre point ? Les éleves font dif-
ficilement le lien avec la tiche C de la premiere

AIDER A LA COMPREHENSION DES
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phase et plus généralement avec la probléma-
tique d’approximation.

Pour 1’élaboration de 1’algorithme, les
éleves sont influencés par un travail sur la cal-
culatrice : I’affichage de points de la courbe d’une
fonction avec un pas donné. C’est pourquoi ils
proposent une boucle POUR sur la variable x
avec un pas de 0,1. Mais I’adaptation n’est pas
aisée. D une part, seul un pas de 1 est prévu dans
I’environnement de programmation de Casyo-
pée avec la version utilisée, et donc 1’observa-
teur propose d’adopter un pas de 1. D’autre part,
dans I’affichage de points d’une courbe, y est
calculé dans la boucle sans référence a sa valeur
antérieure, alors dans 1’algorithme en jeu, le cal-
cul prend en compte la valeur antérieure.

L’algorithme tel que proposé par les éleves
a partir de la construction géométrique comporte

un corps de boucle correct y «— y + Vx , mais
calcule I’ordonnée pour une abscisse x + 1 plu-
tot que x.

L’introduction d’une variable compteur
permet de faire évoluer explicitement x dans
le corps de boucle. Le point délicat est celui de
I’ordre des instructions dans le corps de boucle.
Le choix des éleves de faire évoluer x avant y
parait naturel, mais ici ce n’est pas adapté car,
comme dit plus haut y «— y + Vx , calcule
I’ordonnée pour une abscisse x + 1. La visua-
lisation invalide ce choix et les éleves inter-
vertissent les instructions du corps de boucle.
Ensuite, assez facilement, ils adaptent I’algo-
rithme pour un pas de 1/10. La figure 5 de la
page suivante donne 1’algorithme tel qu’écrit pas
les éleves : il s’agit de 1’algorithme pour le pas
1 « raturé » pour un pas 1/10.

Les éleves s’étonnent de 1’absence d’une

instruction de sortie « il faut faire afficher les
points ? ». L’observateur précise que 1’algori-
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Figure 5

thme définit une fonction dont la représentation
graphique pourra étre affichée par le logiciel.

Les éleves sont ensuite incités a trouver une
expression pour la fonction inconnue f, de
fagon a comparer avec la fonction définie par
I’algorithme. Ils ont bien intégré les regles de
dérivation et I’interprétation de la racine car-
rée comme la puissance d’exposant ' et trou-
vent relativement facilement une expression.
Affichant sur le méme graphique la courbe de
cette fonction et celle de la fonction définie par
I’algorithme les éleves constatent avec satisfaction
leur quasi-coincidence.

Conclusion

A partir de 1’analyse du travail des éleves
dans I’exemple de situation qui vient d’étre don-
née, nous relevons que les points portés dans
la construction géométrique n’ont pas eu
d’emblée une signification claire, mais que, a
partir du travail sur I’algorithme, les éleves
ont bien compris que celui-ci ne définit pas des
points isolés, mais une fonction d’un nouveau
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type approchant la fonction inconnue. Nous rele-
vons aussi que, pour ces éléves qui n’ont pas
fait d’algorithmique au colleége, une structure
itérative, méme simple, ne va pas de soi.

Nous avons fait les mémes observations
dans d’autres situations. Par exemple, en Ter-
minale pour la modélisation d’un cable prin-
cipal d’un pont suspendu (Le Feuvre a paraitre),
les éleves ont eu a coordonner une approche
géométrique, en calculant les coordonnées
des points de suspension a partir d’une étude
des tensions, et des approches algorithmique
et symbolique de fonctions modélisant le
cable. Ici aussi nous avons observé un travail
en algorithmique non trivial pour les éleves et
la prise de conscience, a partir de ce travail,
de la relation entre une fonction affine par
morceaux définie par 1’algorithme et une fonc-
tion définie par une formule qui modélise le
cable en supposant un nombre infini de points
de suspension.

En Seconde, les éleves ont beaucoup de dif-
ficultés a considérer la trajectoire d’un point mobi-
le dans un repere du plan comme la représen-
tation graphique d’une fonction x — yet a faire
intervenir le temps, méme dans le cas d’un
mouvement uniforme (Vandebrouk et Cazes,
2014). Nous avons expérimenté une situation
autour d’algorithmes de parcours « pas a pas »
de trajectoires (figure 6 page ci-contre). Avec
des fonctions par algorithme ainsi définies, les
éleves ont pu résoudre de facon fonctionnelle
un probléme de rencontre de mobiles (Coyote
va-t-il rattraper BipBip ?) qu’ils n’auraient pas
pu résoudre directement par 1’algebre.

Ces observations vont dans le sens de
notre hypothese : il est possible de construi-
re des situations permettant aux éleves a la fois
de développer des compétences en algorith-
mique et d’élargir la compréhension des fonc-
tions. L’idée de « fonction définie par un
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1: x « 0 0 x « 0
2: y « 20 1: ¢y « 0 y=bl)
3: t « 0 2: t «0
4: répéter 3: pépéter
: ot € t+l 4:  t € t+l
6: x € z(+2 5= x € x+3 /P {1+a"2)
?: Jjusgu'a t > T |6: g « yg+Ixaf{1+a™2)
7: jusqu'a t > T y=c(x)
=210
=10
Algorithme de BipBip | Algorithme de Coyotte Les représentations
graphiques :  Coyote passe
devant BipBip sans I’atteindre
Figure 6

algorithme » nous semble un point-clé pour
cela. Dans les situations proposées, elle rompt
avec une approche purement graphique ou la
fonction n’apparait pas. Elle introduit un nou-
veau type de fonction pour lequel la repré-
sentation « formule» n’est pas pertinente,
mais dont les autres représentations peuvent
étre traitées comme celles des fonctions « habi-
tuelles ». Les éleves prennent conscience de
ce que la représentation « formule» n’est pas
indispensable pour définir une fonction et
travailler avec, alors que, habituellement, elle
occupe une place dominante. Notre démarche
conduit aussi, certes modestement, a faire
travailler les éleéves sur des objets mathéma-
tiques ayant un mode de génération particu-
lier a I’informatique, ce que certains auteurs
comme Knuth (1985) rattachent a une « pen-
sée algorithmique » spécifique.

Un autre point important est le style de
programmation : les instructions d’entrée/sor-
tie sont absentes, ce qui ameéne une compréhension
de I’algorithme comme définissant un objet, plu-
tot que réalisant une action ; I’écriture deman-

dée reste proche des pratiques au lycée et tient
compte de ce que les éleves de lycée ont enco-
re dans leur majorité une expérience limitée de
la programmation.

Nous avons exposé les choix méthodolo-
giques qui nous ont permis de tester notre hypo-
these, notamment notre choix d’utiliser le logi-
ciel Casyopée apres 1’avoir fait évoluer. Nous
avons expliqué ce choix par les limitations res-
senties avec d’autres logiciels et I’histoire de
notre groupe. Ce choix est aussi cohérent avec
les capacités encore limitées en algorithmique
et programmation de beaucoup d’éleves de
lycée. Nous avons vérifié dans I’exemple de situa-
tion présenté plus haut, que la programmation
d’un traitement itératif sur deux variables ne va
pas de soi pour les éléves observés.

Il est possible qu’avec I’introduction de
I’algorithmique et de la programmation au col-
lege, les éleves de lycée soient dans 1’avenir
mieux préparés a I’utilisation d’un style de
programmation fonctionnel tel que proposé
dans le document ressource (MEN 2017b) plu-
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tot que d’un environnement TICE comme  évoquées dans I’article’. Nous espérons que
Casyopée. D’autres choix seraient alors pos-  1’analyse que nous proposons sera une sour-
sibles pour les situations que nous avons  ce d’inspiration.
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ANNEXE L’environnement Casyopée

L’environnement Casyopée et le projet qui le sous-tend sont présentés sur le site http://casy-
opee.eu. Halbert, Lagrange, Le Bihan et al. (2016) présentent en détail I’'implémentation des
fonctions définies par un algorithme qui font I’objet de I’article.

Voici quelques données visant a faciliter la lecture de ’article.

“+ Casyopee - C:\Users\jbl\Documents\ documents\ cejour\FicCasyop\Repere.CAS =10] %]

Fichiers Edition Géométrie Calculs GEométrigues Options ?

D HE XA A4 & Paramétres | |
< e s RN =

’G: Evaluer Formule  Créer

f'(x):»/f

Volet Graphique
Volet d'Algebre

o
=

[-o0 d x2 o [¢ ¢ |

~ |Bloc Note mis & jour & 20:18:05, le 06/01

ouvelle Valeur

’ —
t (x) =i Bloc Note

Sl ]

< |

Figure 7

L’interface de Casyopée est constituée de 4 volets qui peuvent étre affichés deux par deux.
Les volets de Géométrie dynamique et de Calculs géométriques ont été construits pour des
situations de modélisation géométrique, telles que I’exemple de la distance d’un point fixe a
une parabole ci-dessus. Les fonctions définies par un algorithme font intervenir principale-
ment les deux autres volets : volet d’algebre et volet graphique (figure 7). L’entrée « créer
fonction » du menu du volet d’algébre propose quatre sous-entrées. Trois entrées proposent
différents mode de définition faisant intervenir une formule, chacune activant une boite
d’entrée spécifique. Dans I’exemple de situation mise en ceuvre, une fonction f dérivable sur

[1; 5] telle que Vx € [1; 5], f’(x) = Vx  a été ainsi été définie (figure 7). Sa dérivée appa-
rait dans la liste des expressions du volet d’algebre et peut étre graphée dans le volet graphique.
Les fonctions apparaissent aussi dans un mini tableau, en bas du volet d’algebre.
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Nous nous intéressons ici a I’entrée « par un algorithme ». Elle active une boite d’entrée qui
propose un embryon de programme, séparant déclaration-initialisation et itération (figure 8).
Les variables x et y sont prédéclarées.

““4+ Fonction par algorithme 7, _I_I- m] 5'
Dédlarer Variable | Affecter Variable dans la bouce | Modifier | Commentaire | Supprimer Ligne | Tester | parametres | raz |

: x €0 -
2y «0 —]
:  Boucle

: Fin Boucle i

o o

& 20900 6 Dt 39CE)]

Max Itérations [500 Iq: Copier dans Blochote [V

g Z| Q/Créerl xSodl'I |

Figure 8
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4 Casyopée - C:\Users\jbl\Documents\ documents)_cejour\FicCasyop\REpere.CAS = ||:I|1]
Fichiers Edition Géométrie Calculs Géométriques _Qokiog
0 = X AlIATIQ Paramétres |n=ho T J
x =l | e | et e e e |l
8l -+ Modifier -|Dllg
1 | e A e e s B baae| Mea e Camme e | e e el eater P et | RAzl|
k= x €1 x [ -
oy €273 Ualeurs initiales "]
: h € 4/n 1.0000| 0.6667]
: I €1 Itération
: Pour I allant jusqu’a n 1.4000| 1.0667
: gy € y+f ' {x)*h 1.8000| 1.5400
o i
# Fin Foup 3.0000| 33149
) 3.4000| 4.0077
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Test d'exécution
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Figure 9

Chacune des parties peut étre modifiée a I’aide des entrées de menu dans la partie Editeur
(figure 9). Des aides a I’écriture sont fournies, notamment en proposant des identificateurs de

variable adéquats lors de la composition de chaque ligne.

L’entrée de menu Tester permet d’évaluer la syntaxe du programme et d’étudier les valeurs
prises par les variables dans la partie Test d’exécution (figure 9). Le parametre n créé précé-
demment ou au moment du test a le statut de variable globale, sa valeur ne dépendant pas de

I’exécution du programme et étant fixée par le biais d’un curseur.
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Si I’exécution réussit, un bouton Créer permet la création d’une fonction affine par mor-
ceaux qui prend la valeur de la variable y pour chaque valeur de la variable x et est affine
sur chacun des intervalles délimités par deux valeurs successives de la variable x. La fonc-
tion apparait dans la table en bas du volet d’ Algebre et peut étre graphée dans le volet gra-
phique. Différents calculs peuvent étre opérés sur cette fonction dont le résultat apparait dans
le Bloc Note (figure 10). Il est possible aussi d’afficher la courbe de la fonction dans le volet
de Géométrie dynamique, de facon 2 comparer avec une construction segment par segment
(figure 4 ci-dessus). Les affichages sont mis a jour dynamiquement au changement de
valeur du parameétre n.

Figure 10
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