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Analyse de la « scéne du tableau noir »

Ce texte est également consultable (*)
en ligne sur le portail des Irem,
onglet : Repéres IREM

http://www .univ-irem.fr/

Introduction

Sorti en 2008, apres avoir été présenté en
sélection officielle au festival de Cannes, réa-
lisé par Arnaud Desplechin, « Un conte de
Noél » étudie les relations entre les membres
d’une famille bourgeoise du Nord, les Vuillard,
face a la maladie de la maitresse de maison. Les
mathématiques y jouent un rdle notable. Une
sceéne en particulier expose, de fagon relative-
ment détaillée, les calculs apparaissant de
facon explicite, des tentatives de modélisa-
tion par les probabilités des conséquences du
diagnostic de la maladie. Nous nous proposons
d’effectuer une analyse aussi exhaustive que
possible de cette sceéne, située entre les index
1 h02min29 s et 1 h04 min 40 s, afin d’explo-
rer la validité scientifique des calculs et réflexions
qui y sont présentés.

Les contenus des tableaux sont repris dans
des encadrés ; les passages en italique décrivent

Alban REGNAULD
groupe « Didactique des
probabilités », Perpignan

les scénes aussi fidélement que possible ; les trans-
criptions des répliques y figurent entre guille-
mets. Les termes techniques signalés par un asté-
risque sont explicités dans le lexique a la fin de
Particle.

Le contexte de la scéne.

Pour tenter de convaincre son épouse Junon
de démarrer un traitement contre la myélo-
dysplasie* qui lui a été diagnostiquée, Abel
Vuillard tente de quantifier 1’impact qu’aurait
la décision de se soigner ou non sur son « espé-
rance de vie ». Entrera ensuite en scene Clau-
de Dédalus, mathématicien professionnel, lau-
réat de la Médaille Fields, qui reprendra et

(*) Nous remercions le producteur qui a donné son accord
pour la mise en ligne de la vidéo de I’extrait du tableau noir
dans Un conte de Noél de Arnaud Desplechin, afin d’accom-
pagner la mise en ligne de ’article.
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approfondira I’étude, en passant d’un modele
discret a un modele continu.

Avant de détailler le raisonnement d’ Abel,
puis son approfondissement par Claude, je tiens
a préciser que cette scene a été congue avec le
soutien scientifique de MM. Wendelin Werner
et Cédric Villani, et je remercie chaleureusement
M. Villani pour le temps qu’il m’a consacré, et
les éclaircissements qu’il m’a apportés.

Le modele discret.

Abel commence par dresser I’arbre pondéré
suivant, qui résume un certain nombre d’infor-
mations distillées dans le film :

Les tests font apparaitre 8,2% d’erreurs de dia-
gnostic ou de pronostic. Le taux de survie a
un an des malades non traités est de 50%. Le
traitement tue 20% des personnes traitées
(GVH : graft versus host disease : le greffon
se retourne contre le receveur). Dans 30%
des cas, le traitement échoue et on retrouve le
taux de létalité de 50% par an. Dans 50% des
cas, la greffe prend et le malade est guéri.
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Les syndromes myélodysplasiques sont de
nature et de gravité variées, pouvant évoluer ou
non en leucémie, et cela rend de fait difficile
la vérification de la pertinence des données
médicales exposées, faute d’informations sur la
nature exacte du syndrome myélodysplasique
de Junon. On peut s’interroger sur ce 8,2% de
faux positifs. Pourquoi ne pas multiplier les
tests ? Dans la pratique, un syndrome myélo-
dysplasique se diagnostique a 1’aide plusieurs
examens médicaux de différentes natures (hémo-
gramme, ponction médullaire, etc.), nécessaires
pour en déterminer la nature et la gravité, et éta-
blir le pronostic.

Abel entreprend ensuite le calcul de 1’espé-
rance de vie de son épouse dans chaque cas
croisé : malade ou non, traitée ou non.

Il faut prendre ici I’expression « espéran-
ce de vie* » au sens de « espérance mathéma-
tique de durée de survie* », ce qui est différent
du calcul officiel de I’espérance de vie selon les
normes OMS ou INSEE. Nous parlerons donc
désormais d’espérance de temps de survie. Plus
loin dans la scene, le personnage de Claude

Figure 1 : I’arbre pondéré.
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Figure 2 : Tableau des cas croisés.

Dédalus use de cette ambigiiité lorsqu’il dit
« plus on vit longtemps, plus I’espérance de vie
s’ accroit », phrase dont on imagine aisément les
débats qu’elle pourrait déclencher dans une
salle de classe. Bien sir, plus un individu vit
longtemps, plus I’espérance de vie de la popu-
lation a laquelle il appartient s’accroit, mais plus
I’espérance de temps de survie de I’individu, a
priori, diminue.

Le cas « non malade et non traitée » donne une
espérance de temps survie de 25 ans, basée jus-
tement sur I’espérance de vie donnée par les
pouvoirs publics, compte tenu de 1’dge du
personnage joué par Catherine Deneuve.

Le cas « non malade et traitée » donne une
espérance de temps de survie de 20 ans, en
tenant compte des 20% de patients traités
qui succombent a la greffe : 0,20 x 0 +
0,80 x 25 =20. D’ou une perte de 5 années
d’espérance de temps de survie, résumée par
cette ligne pour le moins inadéquate « on
perd 25 x 20% =—5 ans ».

Le cas « malade et pas traitée » est détaillé
sur le « paperboard » ci-contre :

Abel étudie la suite du nombre de survivants
au bout de n années. Le taux de Iétalité au bout
d’un an étant de 50%, et celui au bout de trois
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MetpasT espvie=205"=1an
MetT espvie=30%X1+4+50%X (5+1)
=3,3ans
Malade gain3,3-1=2,3 ans
pas M pas T esp vie =25 ans
pas M et T prob décés 20%
On perd 25%20% = -5 ans

Figure 3a : le « paperboard » ol est
détaillé le modele discret de la loi de temps
de survie des malades non traités.

Figure 3b : détail du paperboard

Figure 3c : détail du tableau :
le taux de létalité a 1 an et 3 ans.
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ans de 88%, il considére une suite géométrique
de raison 0,5. Remarquons que

100% — (50%)° = 100% — 12,5% = 87 5% =~ 88%.

1I calcule I’espérance de temps de survie en

effectuant le calcul :

pw=0x(50% —25%) + 1 x (25% — 12,5%)
+2x(125% —-6,25%) + ...

> n(057-05"+1)

n=0

> (n05"-(n-1)0,5")

n=1

S 057=1.

n=1

On peut remarquer que la premiere ligne,
décomposée avec les points de suspension, est
fausse et non cohérente avec les notations som-
mées suivantes qui, elles, sont exactes. Le
« bon » calcul elit plutot été :

=0 x (100% — 50%) + 1 x (50% — 25%)
+2 % (25% — 12,5%)
+3x(12,5% — 625%) + -+

Abel en conclut que sans traitement, 1’espé-
rance de temps de survie d’une personne
malade est de 1 an.

Pour le cas « malade et traitée », il effectue
la moyenne pondérée des espérances de sur-
vie dans les situations décrites sur I’arbre pon-
déré : tuée par le traitement (espérance de
temps de survie : 0 ; probabilité 20%), rechu-
te = traitement inefficace, donc équivalent
a « malade et non traitée » (espérance de sur-
vie : 1 an d’apres le calcul précédent ; pro-
babilité 30%), et guérison : (probabilité
50% ; espérance de survie 5 + 1. Abel consi-
dere qu’a I’année d’espérance de temps de
survie des malades non traités s’ajoutent les
cing années de vie « récupérées » au cas « non
malade et traité », dont on a vu plus haut qu’il
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faisait perdre cinq années d’espérance de
temps de survie. Ces cinq années de vie
sont donc « non perdues » du fait de la gué-
rison et du non-rejet de la greffe.) D’oli :

02x0+03x1+4+0,5x%x(5+1)=3.3 ans.

En retirant I’année d’espérance de temps de
survie d’un malade non traité, il en conclut que
Ie traitement fait gagner2 3 années d’espérance
de temps de survie si Junon est malade.

Cette partie du calcul effectué par Abel
est sans doute contestable : il aurait pu paraitre
tout aussi pertinent de considérer que si le non
traitement ou son absence de résultat donne
une espérance de survie de 1 an, la guérison
totale entraine la « récupération » des 25
années d’espérance de survie posées en préa-
lable par Abel.

02x0+03x1+05x25=128.

Le résultat serait alors tres différent, ce qui
doit nous rappeler que les choix de modélisa-
tion ne sont pas sans conséquence sur les éven-
tuelles conclusions qu’on peut tirer d’une étude.

Le modele continu.

Entre alors en scéne Claude Dédalus, lauréat
de la médaille Fields et gendre des Vuillard.

En étudiant le travail d’Abel, il fait remarquer
que la modélisation par une suite géométrique
du nombre de survivants fait implicitement
I’hypothése que « les décés se produisent a la
date anniversaire » du début de [’étude.

En effet, la modélisation d’Abel revient a
considérer que les 50% qui survivent moins d’un
an meurent tous au jour du début de la mala-
die, que ceux qui survivent plus d’un an mais
moins de deux meurent tous exactement un an
apres le début de la maladie, etc.
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Figure 4 : La modélisation de la loi de probabilité du temps de survie par une loi exponentielle.

Claude propose alors de remplacer ce mode-
le discret pour le moins approximatif par un
modele continu : une loi exponentielle. Par-
tant de I’hypothése p (X< 1)=0,5 , il en déduit
Ie parameétre de cette loi :1n 2 .

On remarquera la notation « log 2 » qui, du
point de vue des éleves de Terminale
d’aujourd’hui, permet aisément de confondre
ce logarithme népérien avec un logarithme
décimal. Cependant, les mathématiciens pro-
fessionnels emploient couramment log pour
In, et log,, pour le logarithme décimal.

Claude calcule ensuite I’espérance de cette

. . . 1
loi exponentielle qui vaut m ~ 1442 ,

arrondi a145 ...

Le passage du modele discret au mode-
le continu fait donc gagner « presque six
mois de vie », ce qui s’explique aisément
du point de vue des calculs de surface : la
surface des rectangles étant remplacée par
celle sous la courbe.

En se remémorant que le but avoué des pro-
tagonistes de la scéne est de convaincre Junon
d’entreprendre le traitement, on pourrait remar-
quer que si Abel avait modélisé la suite géo-
métrique des aires des rectangles situés au-

dessus de la courbe, c’est-a-dire en considérant
que les malades meurent a la fin de chaque
période et non au début, il aurait obtenu une espé-
rance plus haute que celle du modele continu...

Le calcul de la moyenne pondérée des espé-
rances des scénarios « malade et traitée »
devient donc :

02x0+03%x145+05%x(5+145)=3,66,

arrondi a 3,7 ans.

Le calcul de I’espérance de gain d’espérance
de temps de survie en cas de traitement effec-

Figure 5, comparaison des modéles
discret et continu.
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Figure 6, les derniers calculs de Claude et Abel.

tué par Abel (3,3 — 1) devenant alors (3,7 — 1 45)
donnant 2,25 arrondi a 2,3 . Ce qui au final,
du fait des arrondis, ne change quasiment rien !
Ce calcul n’est pas exposé dans le film.

Enfin, il calcule la moyenne pondérée des 5
années perdues en espérance de temps de sur-
vie par les 8% de patients non malades, et les
2,3 années gagnées par les malades traités :

-5x008+23x092=1,7.

Il est a remarquer que ce calcul aurait pu
étre effectué par Abel avec les chiffres de sa
modélisation discrete.

Par ailleurs, le passage du discret au
continu, pour pertinent qu’il soit intrinse-
quement, semble ne pas changer de maniere
significative le résultat d un calcul qui efit pu
&tre fait par Abel sans I’intervention de Déda-
lus. Et méme, le passage du discret au conti-
nu, en donnant une espérance de temps de sur-
vie sans traitement supérieure a la modélisation
discrete, pourrait nuire au propos des prota-
gonistes, en diminuant d’autant le gain poten-
tiel du traitement, et ce serait le cas s’ils
effectuaient le calcul en valeurs exactes et non
approchées !

Dédalus en conclut, pour finir, que « malade
ou non, si Junon se soigne, en moyenne, elle
gagne a peu pres deux ans (d’espérance de temps
de survie). »
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Conclusion.

Cette scene présente un intérét pédagogique
certain, et ce travail d’analyse a été fait dans
le but de fournir les outils permettant de pro-
poser un scenario de séquence en fin de ter-
minale S, ou éventuellement en postbac. Le scé-
nario envisagé doit permettre de réinvestir,
dans un contexte motivant et peu habituel, les
connaissances acquises en premiere et termi-
nale. Probabilités conditionnelles, probléma-
tique des tests, loi binomiale, lois continues et
en particulier la loi exponentielle, la notion
d’espérance mathématique, les suites et séries
géométriques, 1’approche de 1’intégrale par
la méthode des rectangles ; le nombre de
notions abordées en deux minutes de film est
considérable.

Ce travail doit faire prendre conscience
aux éleves du potentiel de [’utilisation des
probabilités comme outil d’analyse et de prise
de décision dans de nombreux domaines pro-
fessionnels. Pour le déroulement de la séquen-
ce, on propose, apres le visionnage de la scene,
une réflexion autour d’un document récapitu-
lant les différents tableaux extraits du film,
visant & permettre aux éleves de reconstituer,
comme on ’a fait, les différentes étapes des rai-
sonnements des protagonistes, en identifiant
les lois mises en jeu par les deux modeles pro-
posés et leur pertinence. Dans un second temps,
un regard critique doit permettre de détecter les
erreurs commises. L’usage discutable d’arron-
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dis, les amalgames entre espérance de vie, espé-
rance de temps de survie et espérance de gain
d’espérance de temps de survie, les erreurs
d’écritures dans les calculs sont autant d’occa-
sions de réfléchir aux pieges qui guettent
I’apprenti mathématicien manquant de rigueur
dans ses calculs et ses définitions.

Dans le bilan, on pourra faire apparaitre
que ce procédé de passage du discret au conti-
nu est courant dans de nombreux domaines,
notamment en économie. Cette scéne donne
d’ailleurs des pistes intéressantes pour imaginer
des activités pédagogiques transversales, en
lien avec des disciplines aussi variées que la Géo-

DU DISCRET AU CONTINU : « UN CONTE
DE NOEL », D’ARNAUD DESPLECHIN

graphie (espérance de vie), les Sciences de la Vie
et de la Terre (problématique des tests, du dia-
gnostic et du pronostic en médecine), les options
Cinéma-Audiovisuel, etc. Par ailleurs, 1’élabo-
ration avec la classe des feuilles de calcul pré-
sentées dans le Lexique a la rubrique « espérance
de vie » fournit une activité de simulation a
méme d’aider les éleves a mieux saisir les
concepts complexes mis en jeu dans la situation
du calcul institutionnel de I’espérance de vie.

Cette situation va étre proposée pour ali-
menter la réflexion des enseignants qui doivent
animer un laboratoire de mathématiques en
lycée a Perpignan.

LEXIQUE

Myélodysplasie :

Les syndromes myélodysplasiques sont des maladies de la moelle osseuse. Les trois lignées
cellulaires sanguines (globules rouges, globules blancs et plaquettes) présentent un trouble de dif-
férenciation qui aboutit a une production insuffisante d’une, deux ou des trois sortes de cellules.
De plus la moelle osseuse produit des cellules anormales dites « myélodysplasiques ». 1l s’agit
d’une affection du sujet 4gé, dont la médiane d’4ge au moment du diagnostic se situe aux envi-
rons de 70 ans. Chez I’adulte, 8 a 10 % des cas surviennent en dessous de 50 ans. Les patients
atteints de syndromes myélodysplasiques se répartissent, selon leur probabilité de développer une
leucémie, en groupe a faible risque, a risque intermédiaire 1, a risque intermédiaire 2, ou a haut
risque. Aucun indice ne permet dans le film de savoir dans quelle catégorie entre Junon.

Espérance de vie :

L’espérance de vie a la naissance (ou a I’age 0) représente la durée de vie moyenne — autre-
ment dit I’4ge moyen au décés — d’une génération fictive soumise aux conditions de mor-
talité de I’année. Elle caractérise la mortalité indépendamment de la structure par dge. (défi-

nition de I'INSEE)

Cette statistique est calculée sous 1’égide de I’ONU, et publiée par de nombreux organismes,
incluant I’OMS. Le calcul de I’espérance de vie a la naissance d’une population s’opere en

deux phases :

11
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— Dans un premier temps, on détermine la probabilité de décéder a chaque age (la probabilité
de mourir a 1 an, a 2 ans, etc. ). Pour cela, on rapporte le nombre de personnes décédées a
un age donné au nombre de personnes ayant cet age dans la population I’année considérée.
On obtient ainsi le taux de mortalité par age.

— Dans un second temps, on imagine une génération fictive de 1 000 personnes, a laquelle on
retire le nombre de personnes correspondant au taux de mortalité. Par exemple, si le taux de
mortalité a 1 an est de 4%o, et celui a 2 ans de 2%o, on retire d’abord 4 personnes, puis 0,2%
des personnes restantes, et ainsi de suite, jusqu’a extinction de la population. On calcule alors
la moyenne des ages de déces observés.

L’age obtenu ne dépend pas de la structure de la population étudiée (jeune ou vieillissante...)
et autorise donc des comparaisons entre des populations aux pyramides des ages tres différentes.

Pour illustrer cette définition, on a simulé les statistiques d une population d’une espece dont
la durée de vie n’excede pas 10 ans. Les effectifs par age de la population ainsi que le nombre
de déces sont tirés au sort. Ainsi, sur I’exemple ci-dessous (figure 6a),il y a 362 individus de moins
d’un an, dont 16 sont décédés, soit un taux de mortalité a moins d’un an de 4,42%. Dans la popu-
lation fictive de 1000 individus, on consideérera donc 44 déces la premiere année. Il y a ensuite
558 individus agés d’un an, dont 105 décedent avant leur deuxiéme anniversaire, soit un taux de
mortalité de 18,82%. On retirera donc des 956 survivants de la population fictive 18,82% de 956
soit 180 individus. I y a ensuite 572 individus agés de 2ans, dont 105 sont morts dans 1’année,
soit un taux de mortalité de 6,82%. Dans la population fictive correspondante, ot il reste 776 indi-
vidus de 2 ans et plus, cela représente donc 53 déces a I’age de 2 ans. Et ainsi de suite.

POPULATION OBSERVEE POPULATION FICTIVE
population au
débutde
I'année d'age décésdurant tauxde population nombre de
agen =n l'année mortalité agen d'dge>=n déces
0 362 16 4,42% 0 1000 a4
1 558 105 18,82% 1 956 180
2 572 39 6,82% 2 776 53
3 666 21 3,15% 3 723 23
4 418 4 0,96% 4 700 7
5 993 52 5,24% 5 694 36
6 493 89 18,05% 6 657 119
7z 133 0 0,00% 7 539 0
8 325 i 60 18,46% 8 539 99
9 148 71 47,97% 9 439 211
10 65 65 100,00% 10 228 228
11 0 0
effectif total 4733
! age moyen de décés
5,41 espérance de vie 6,25 année

Figure 6a : un exemple de simulation.
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POPULATION OBSERVEE POPULATION FICTIVE

population au début de décésdurant  tauxde

age I'année I'année mortalité age population décés

0 4957 149 3,01% 0 1000 30
p 4059 78 1,92% 1 970 19
2 3429 130 3,79% 2 951 36
3 3130 193 6,17% 3 915 56
4 2723 44 1,62% 4 859 14
5 2503 107 4,27% 5 845 36
6 3015 460 15,26% 6 809 123
7 1626 289 17,77% 7 685 122
8 1994 353 17,70% 8 564 100
9 780 226 28,97% 9 464 134
10 222 222 100,00% 10 329 329
11 1] 0

age moyen de décés
5,99 espérance de vie 7,39 année

Figure 6b : exemple de simulation.
Population jeune, faible mortalité infantile,
forte espérance de vie a la naissance.

Figure 6¢ : exemple de simulation.
Population vieillissante, faible mortalité infantile,
forte espérance de vie a la naissance.

13
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Figure 6d : exemple de simulation.
Population jeune, forte mortalité infantile,
faible espérance de vie a la naissance.

Espérance de temps de survie :

C’est I’espérance d’une variable aléatoire mesurant le temps de vie avant déces d un élément
d’une population. La loi de probabilité de cette variable est en général modélisée a partir d’une
étude statistique, comme le fait Abel pour les malades non traités. La loi de durée de vie d’un
atome radioactif, les lois de durée de vie d’un syst¢éme mécanique avant panne, sont des exemples
de telles lois.
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