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Résumé : Cet article est le compte rendu d’une expérience de formation d’enseignants en géo-
métrie non euclidienne. Cette expérience s’est déroulée en 2016 a la Faculté des Sciences et Tech-
nologies de I’Education et de la Formation (FASTEF) de I’Université Cheikh Anta Diop de Dakar
ol les futurs professeurs des colleges et lycées du Sénégal sont formés. Nous y présentons le dis-
positif de formation, le compte rendu de chaque séance et les enseignements tirés. Un question-
naire pour recueillir les avis des éleves professeurs sur cette formation leur a été distribué et les
réponses sont analysées. L objet de cette formation était de confronter les éleves professeurs a
des mathématiques non scolaires pour élargir leur culture mathématique et changer leur perception
des mathématiques et de son enseignement. La manipulation d’objets réels comme un ballon de
tennis et I'utilisation de I’ordinateur ont été d’un grand apport dans cette formation. Elles ont per-
mis de découvrir des résultats inespérés avec le papier-crayon. Si I’obstacle majeur était la notion
de droite qui pouvait avoir des formes variées, une difficulté récurrente était aussi la non maitri-
se par les éleves professeurs de la géométrie du cercle.

Introduction

En tant qu’enseignant-chercheur sur la for-
mation des enseignants, il m’a toujours semblé
important de trouver des liens entre mes acti-
vités de recherche et mes activités d’enseigne-
ment. Or, géometre de formation et intervenant
dans la formation des enseignants, j’ai longtemps
eu le sentiment que ma formation en géométrie
différentielle n’apportait pas de plus-value a mes
activités de formation.

11 peut par ailleurs arriver a tout mathématicien
de sentir la nécessité de connaitre 1’histoire de

certaines notions, la genese de certains pro-
blemes qu’ils abordent dans ses activités de
recherche. Ceci a nourri mon intérét pour I’his-
toire des mathématiques et, par la suite, nous
avons intégré 1’histoire des mathématiques
dans la formation des professeurs de mathé-
matiques au Sénégal.

Abordant I’histoire de la géométrie dans ce
cours, I’incursion faite dans les géométries non
euclidiennes m’a amené a me poser les ques-
tions suivantes :
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Quel peut étre I’apport des géométries non eucli-
diennes dans la formation des professeurs
de mathématiques dans les colleéges et Iycées ?

La connaissance de ces géométries peut-elle
changer la perception qu’ont les enseignants
des mathématiques et de son enseignement ?

En parcourant quelques pages de Les Mathé-
matiques d’lan Stewart, je rencontre une pre-
miere réponse de Matthew Ryan qui pense

« L’étude de la géométrie non euclidienne
n’apporte pas grand-chose aux étudiants
sinon fatigue, vanité, arrogance et imbécili-
té. L’espace « non euclidien » n’est qu’une
pseudo invention de démons qui alimentent
les phantasmes et les fausses connaissances
des « non euclidiens ». Comme les anciens
sophistes, ces « non euclidiens » ne sem-
blent pas se rendre compte que leurs facul-
tés mentales ont été obscurcies par I’opéra-
tion des esprits du mal. » (Steward, p. 50).

La réponse ne pouvait étre plus embarras-
sante dans la mesure ol nous avons malgré
tout le sentiment qu’une certaine connaissan-
ce des géométries non euclidiennes pourrait
étre d’un apport certain dans la formation des
enseignants. En effet :

— d’une part, si nous considérons des régions
terrestres trop vastes, on ne plus les consi-
dérer comme des surfaces planes, mais
plutdt comme des surfaces sphériques. La
géométrie euclidienne n’est donc plus appli-
cable 1a ol nous vivons : la surface de la
terre.

— d’autre part, la connaissance de ces géométries
permettrait de voir certaines limites de la
géométrie euclidienne et de la nécessité
de justifier certains résultats (a priori évi-
dents) de géométrie euclidienne et appor-
ter ainsi plus de rigueur dans I’enseignement
de la géométrie dans les colleges et lycées.
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Par ailleurs, I’enseignement de la géomé-
trie est un domaine privilégié dans lequel
I’expérience peut occuper une place centrale.
C’est ainsi que, comme le disent Dias et Durand-
Guerrier (2005) :

« ...la prise en compte de la dimension expé-
rimentale des mathématiques est tout a fait
essentielle, a I’école élémentaire, et au-dela,
ainsi que dans la formation initiale et conti-
nue des enseignants. » (p. 63)

Or, dans I’expérience de formation d’ensei-
gnants en géométrie non euclidienne que nous
proposons, beaucoup de manipulations d’objets
géométriques se feront sur le disque de Poin-
caré (modele de géométrie hyperbolique) et
sur la sphere (modele de géométrie elliptique).
Nous pensons donc qu’une telle expérience
pourrait modifier de maniere considérable leur
perception des mathématiques et de son ensei-
gnement. En effet, une telle expérience permettrait
a I’éleve professeur de mieux voir les mathé-
matiques comme outil de modélisation de la réa-
lité et de donner une place importante a la
conjecture.

Par ailleurs, il me semble nécessaire de
situer une telle expérience de formation
d’enseignants dans le débat sur le type de
mathématiques a offrir dans la formation des
enseignants.

En effet, comme 1’ont relaté Proulx et Ber-
nardz (2009, p. 129),

« Dans la communauté des formateurs, un débat
est présent entre ceux qui voudraient offrir une
formation mathématique universitaire « soli-
de et approfondie », la méme que celle qu’on
offre aux futurs mathématiciens, ceux qui
privilégient une formation intégrée dans
laquelle les connaissances mathématiques
sont revisitées a travers notamment la formation
didactique et la réflexion sur la pratique, ou
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encore ceux qui affirment le besoin d’un « juste
équilibre », les enseignants devant en savoir
un peu plus en mathématiques que ce qu’ils
enseignent aux éleéves (pour en avoir une vue
d’ensemble et pouvoir notamment faire des
liens entre les différents concepts et voir les
extensions possibles du travail abordé...). »

Pour ces mémes auteurs, il y a deux dimen-
sions a prendre en considération dans la for-
mation des enseignants : I’exploration des
mathématiques scolaires et I’engagement des
futurs enseignants dans une certaine culture
mathématique.

En accord certain avec ces auteurs sur
I’engagement des futurs enseignants dans une
certaine culture mathématique, nous souhai-
tons engager nos éleves professeurs dans une
culture mathématique qui leur permettrait de chan-
ger leur perception des mathématiques et de son
enseignement.

Enfin, notons qu’a propos du cinquieme pos-
tulat d’Euclide, méme s’il a toujours semblé moins
évident que les autres, n’a jamais était rejeté.
On pensait qu’il était inutile, c’est-a-dire qu’on
devrait pouvoir le démontrer a partir des autres
axiomes. Comme on le verra plus loin, il y eut
plusieurs tentatives sans succes et ce postulat
est resté pendant longtemps le noyau de la géo-
métrie. Nous pensons donc qu’aborder la ques-
tion du cinquieme postulat dans une expérien-
ce de formation d’enseignants devrait amener
les éleves professeurs a réfléchir sur les fondements
des mathématiques en général et de la géomé-
trie en particulier.

Tous ces éléments nous ont conforté dans
I’idée d’élaborer et d’expérimenter un dispositif
de formation avec la cohorte des quarante-deux
(42) éleves professeurs de I’année académique
2015-2016 de la section F1B2 du département
de mathématiques de la Faculté des Sciences
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et Technologies de 1’Education et de la Formation
(FASTEF) de I’Université Cheikh Anta Diop
de Dakar (UCAD)"'.

L’expérimentation s’est faite dans le cadre
du module d’Epistémologie et d’histoire des
mathématiques qui est un élément constitutif
de I'unité d’enseignement intitulé Pédagogie
de la spécialité®.

La suite de I’article s’articule comme suit.
Apres une présentation du dispositif de for-
mation, nous ferons un compte rendu des dif-
férentes séances suivi d’une analyse de ces
séances. Il s’en suivra une exploitation et une
analyse des résultats du questionnaire adressé
aux éleves professeurs. Une conclusion géné-
rale ouvrant d’autres pistes de réflexion clo-
turera cet article.

1. — Présentation et analyse
a priori du dispositif de formation

La formation s’est déroulée en quatre
séances :

— Pour amener les éleves professeurs a prendre
du recul par rapport a la géométrie eucli-
dienne, nous avons proposé une séance
introductive d’une heure autour de la notion
de plus court chemin.

1 La FASTEF est la principale structure chargée de la for-
mation initiale des professeurs au Sénégal. Il y a trois sec-
tions de formation de professeurs :

La section F1C qui recrute avec le BAC pour deux années
de formation (F1C1 et F1C2) ;

La section F1A qui recrute avec la licence pour deux
années de formation ;

La section F1B qui recrute avec le master 1 pour deux années
de formation (FI1B1 et F1B2).

2 La pédagogie de la spécialité est une unité d’enseigne-
ment qui comprend tout ce qui est en rapport avec les
contenus mathématiques a enseigner ainsi que des élé-
ments de didactiques et d’histoire des mathématiques.
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— Une fois que les éleves professeurs ont
pris du recul par rapport a la géométrie
euclidienne, il nous a semblé nécessaire de
retracer brievement 1’histoire de la géo-
métrie jusqu’a I’émergence des géomé-
tries non euclidiennes. Ce sera ’objet de
la deuxieme séance qui a duré 2h.

Les éleves professeurs étant informés de
I’existence de géométries non euclidiennes et
des conditions dans lesquelles elles sont nées,
nous sommes passés a des activités qui per-
mettaient de mieux comprendre ces géomé-
tries. Ce sera I’objet des troisieéme et quatrie-
me séances. En effet :

— La troisieme séance qui a duré 3h est une
présentation de la géométrie hyperbolique
a travers le modele de Poincaré ;

— Laquatrieme séance, d’une durée de 2h, est
une présentation de la géométrie elliptique
(ou plutdt la géométrie sphérique).

L’expérience est sanctionnée par un ques-
tionnaire qui nous a permis de recueillir leurs
avis avant, pendant et apres la formation.

1.1 Séance 1 : Atelier d’introduction
Dans cette séance, I’activité proposée en ate-

lier est le probleme classique du nageur en dif-
ficulté. Son énoncé est le suivant :

Me promenant au bord de Ia riviere, Ie long
d’un rivage rectiligne, j’apercgois un nageur en
difficulté. Par ot dois-je plonger pour le sau-
ver le plus rapidement possible ?

Faut-il courir tout droit vers le rivage pour
rejoindre I’eau au plus vite ?

Faut-il au contraire réduire au minimum la lon-
gueur du trajet dans I’eau ?

Ou vaut-il mieux aller droit de A vers B sur
terre comme sur mer ?
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L’objet de cet atelier est d’amener les
éleves professeurs a relativiser la notion de
plus court chemin, ce qui permettra d’avoir
une vision plus large de la notion de droite. L ate-
lier est ainsi une porte d’entrée dans les géo-
métries non euclidiennes.

La premicre difficulté attendue est la bonne
compréhension de I’énoncé. S’agit-il du trajet
le plus court en longueur ou en durée ? La
deuxieme difficulté réside dans la formula-
tion du probléme en termes mathématiques.
En effet si nos étudiants sont relativement a
’aise dans la résolution de problemes pure-
ment mathématiques, ils le sont moins dans
des problémes nécessitant une modélisation.

La solution attendue est placée en Annexe 1.

1.2 Séance 2 : Histoire
des Géométries non euclidiennes

Cette partie de la formation, dont le texte
intégral est placé en Annexe 2, est un expo-
sé retracant brievement 1’histoire des géo-
métries non euclidiennes. Les points suivants
ont été abordés :

e les travaux autour du cinqui¢me postulat ;

— les tentatives d’élimination du cinquiéme
postulat qui menent vers une géométrie
pauvre ;

— les fausses démonstrations utilisant des
résultats équivalents ;

— la contribution des savants arabo-musulmans ;

— les travaux de Saccheri et de Lambert ;

* I’avenement des géométries non euclidiennes
avec Lobatchevsky, Bolyai et Gauss ;

¢ la refondation d’Hilbert avec la mise en avant
des axiomes d’incidence et de parallélisme
suivants :
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— Axiome d’incidence (I) : Par deux points
du plan, passe une droite et une seule.

— Axiome des paralleles (P) : Par tout point
du plan, on peut mener une parall¢le et
une seule a une droite donnée.

L’objet de cette séance est de faire com-
prendre aux éleves professeurs, partant de la
géométrie euclidienne, comment d’autres géo-
métries ont pu voir le jour. Cette séance, au-
dela de I’élargissement de la culture des éleves
professeurs, permettrait a ces derniers de
mieux comprendre les fondements de la géo-
métrie euclidienne. De maniere évidente,
I’hypothese de I’angle aigu et celle de 1’angle
obtus vont paraitre absurdes pour ces éleves pro-
fesseurs qui, pour la plupart d’entre eux, n’ont
rencontré que la géométrie euclidienne.

1.3 Séance 3 : La géométrie hyperbolique

La géométrie hyperbolique est présentée a tra-
vers le modele de Poincaré. Il s’est agi de voir ce
que deviennent les axiomes d’incidence et de
parallélisme, mais aussi la propriété relative au
concours des médiatrices d’un triangle en géométrie
euclidienne. Cette séance comporte deux parties :

Premiere partie : Apres une présentation des
éléments de base tels que les notions de points,
de droite, d’angle et de distance (voir Annexe
3), nous proposons un atelier don les consignes
sont les suivantes :

Atelier 1

— Donnez un programme de construction
d’une droite hyperbolique puis réalisez ce
programme avec « Geogebra »

— Que pensez-vous de 1’axiome d’inci-
dence (I) ?

— Que pensez-vous du postulat des paral-
leles (P) ?
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L’objet de cet atelier est d’amener les
éleves professeurs a construire des droites
hyperboliques puis de voir ce que deviennent
les axiomes d’incidence et de parallélisme en
géométrie hyperbolique. Cet atelier nécessite une
assez bonne connaissance de la géométrie du
cercle (puissance d’un point par rapport a un cercle,
cercles orthogonaux, faisceau de cercles, etc.).

Solution attendue

Figure 1-1

Figure 1-2

h est le cercle horizon de centre H, A, B et C
trois points du disque tels que d’une part, A, H
et B sont non alignés et d’autre part, A,Het C
alignés. La droite hyperbolique d, (A,C) est le
diametre de h passant par A et C (Fig. 1-1).

Pour construire la droite hyperbolique d, (A,B),

on construit les points A’ et B’, inverses res-
pectifs des points A et B par rapport au cercle
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h. Sachant que ces quatre points sont cocy-
cliques, on construit le cercle passant par trois
de ces quatre points ; il est orthogonal au cercle
horizon. La droite hyperbolique d,(A,B) est
I’arc de ce cercle contenu dans le disque de Poin-
caré (cf. figure 1-2).

L’axiome d’incidence reste vrai : Par deux
points du plan hyperbolique, passe une droite
et une seule.

Ceci est dli a I’unicité du cercle passant par
deux points et orthogonal au cercle horizon.

Le postulat des paralléles devient : Par un point

extérieur a une droite, il passe une infinité de
paralléles.

wnwn
Ll ea,,

ho et

Figure 2

Deuxieme partie : La deuxieme partie de cette
séance porte sur le triangle hyperbolique.

Apres avoir défini la notion de triangle
hyperbolique et constaté expérimentalement
que la somme des angles est inférieure a 180°,
nous définissons le cercle hyperbolique comme
I’ensemble des points équidistant du centre et
énoncons la propriété suivante :

34

REPERES - IREM. N° 111 - avril 2018

Le cercle hyperbolique de centre O passant par
A est le cercle euclidien de centre I passant par
A ou I est a Iintersection :

— De la droite des centres (HO)
— De la tangente en A au cercle support de
la droite hyperbolique (AO).

En exercice, on s’est appuyé sur cette pro-
priété pour construire un cercle hyperbolique
(cf. figure 3).

T T
L

Figure 3

Par la suite, nous définissons la médiatri-
ce d’un segment comme [’ensemble des points
équidistants des extrémités de ce segment puis
proposons un atelier autour des trois médiatrices
d’un triangle dont les consignes sont les suivantes :

Consignes de I’atelier 2 :

1. Donnez un programme de construction de
la médiatrice d’un segment
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Réalisez ce programme avec « Geogebra ».

Le théoréme euclidien sur les trois média-
trices d’un triangle reste t-il vrai ?

Pour cet atelier, nous cherchons a voir ce
que devient le théoréme sur les médiatrices
d’un triangle en géométrie hyperbolique. La décou-
verte de ce théoréme, qui nécessite 1’explora-
tion des différents cas de figures, amenerait
certainement les éleves professeurs a sentir le
besoin de justifier certains résultats de géomé-
trie euclidienne.

A priori, si des difficultés ne sont pas atten-
dues au niveau des constructions, elles pourraient
se présenter dans la découverte du théoréme. En
effet, les étudiants seraient tentés de se conten-
ter des premiers cas de figure ou les trois média-
trices sont concourantes.

Solution attendue

1. Ontrace les cercles hyperboliques de centre
A passant par B et de centre B passant par
A ; ils se rencontrent toujours en deux
points. La droite hyperbolique passant par
les deux points est la médiatrice du segment
hyperbolique . Elle est bien perpendiculaire
au support du segment et passe naturelle-
ment par son milieu (dans le sens hyper-
bolique).

2. Construction de la médiatrice d’un seg-
ment (cf. figure 4)

3. Les trois médiatrices ne sont pas toujours
concourantes. Elles sont soit concourantes,
soit paralleles (cf. figures 5 & 6 ci-contre).

1.4 Séance 4 : La géométrie elliptique
(ou plutét sphérique)

Cette s€ance comporte deux parties : un ate-
lier de découverte et une présentation de quelques
propriétés de la géométrie sphérique.
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Figure 4: construction médiatrice

Figure 6 : Médiatrices paralléles
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Partie 1 : Atelier de découverte

Cette quatrieme et derniére séance s’est
déroulée en deux parties : une premiere partie
sous forme d’atelier autour de la géométrie
sphérique et une deuxiéme partie mettant en place
les éléments de base de la géométrie sphérique
et quelques propriétés du triangle sphérique.

Premiére partie

Cette partie correspond a un atelier dont les
consignes sont les suivantes :

En individuel puis en groupes de deux,
répondez avec justification & I’appui aux ques-
tions suivantes :

Prenez une balle de tennis ; elle a la forme
d’une sphere.

1. Choisissez deux points sur cette balle puis
reliez-les par une ficelle bien tendue : ¢’est
un chemin.

2. Parmi tous les chemins possibles, quel est
le plus court d’entre eux ?

De tels chemins sont les géodésiques de la
sphére. Elles correspondent aux droites.

3. Quelle est alors la nature de ces « droites » ?

4. Combien de droites passent par deux points
donnés

5. Que pensez-vous alors du postulat des
paralleles ?

6. Pouvez-vous définir une distance sur la
sphere ? Un angle ?

7. Peut-on y parler de triangle ? Quel serait
alors la somme des angles ?

L’objet de cet atelier est de découvrir, avec
des ballons de tennis, des ficelles et du scotch,
les géodésiques de la sphere. Les manipulations
de ces objets permettraient d’émettre des conjec-
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tures sur les axiomes d’incidence et de paral-
1élisme ainsi que sur la somme des angles d’un
triangle sphérique.

Le cas des points antipodaux pourrait étre
un obstacle a une bonne énonciation de 1’axio-
me d’incidence.

Partie 2 : Présentation

Dans cette partie dont le texte intégral est
placé en Annexe 4, nous présentons la géomé-
trie sphérique en nous appuyant sur I’atelier de
la premiére partie. Nous y définirons les notions
de base (point, droite, angle et distance). L.’axio-
me d’incidence (I) n’étant pas vérifi€, on a iden-
tifi€ deux points antipodaux sur la sphere, ce qui
revient a travailler sur une demi-sphere et une
moitié d’équateur. Dans ce cas I’axiome d’inci-
dence sera vérifié et seul le postulat des paral-
1ele reste non vérifié ; c’est cela qui correspond
a la géométrie elliptique. Par la suite nous nous
sommes intéressés au triangle sphérique. Le
constat expérimental sur la somme des angles
a été éclairé par la formule de Girard, formule
qui permet aussi de démontrer le théoréme
d’Euler par lequel on a terminé cette partie.

L’objet de cette deuxieme partie est, comme
en géométrie hyperbolique, de voir ce que
deviennent certaines propriétés de géométrie
euclidienne en géométrie elliptique ; ce qui per-
mettrait d’enseigner aussi la géométrie euclidienne
avec plus de rigueur. En outre, ils seront emme-
nés a voir I’apport que peut avoir la géométrie
sphérique pour la géométrie euclidienne.

2. —Compte rendu
et analyse a posteriori des séances

2.1 Séance 1 : Atelier d’introduction

L’objet principal de cette séance est d’ame-
ner les éleves professeurs a voir que le plus court
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chemin reliant deux points n’est pas toujours
la droite usuelle. Elle peut varier d’un milieu
a un autre.

Il faut d’emblée noter que ce qui importe
ici n’est pas le chemin de plus courte longueur,
mais celui dont le temps de parcours sera le plus
bref. On s’attendait évidemment a la réponse
qui semblait étre la plus naturelle : aller droit
de A vers B sur terre comme sur mer.

Déroulement

La consigne était de réfléchir d’abord indi-
viduellement puis de se mettre en groupe de deux.
Il y a eu beaucoup de discussion autour de la
notion de « plus court chemin » : Est-ce en termes
de durée ou en termes de longueur ?

Finalement, la majorité a compris que,
dans ce contexte, c’est en termes de durée et non
en longueur méme si une faible minorité résis-
te encore.

Apres discussions et échanges a I’intérieur
des groupes puis entre les groupes, le proble-
me a été reformulé de la maniére suivante :

On se donne deux points A et B de part et
d’autre d’une droite, et M un point de la
droite (D). Exprimez le temps de parcours du
sauveteur en fonction de v, w , MA et MB.
Ce temps étant noté {(M), déterminez alors
la condition pour que f admette un mini-
mum en M.

Des que le probleéme est posé en termes d’opti-
misation, I’outil analytique a été mis en avant.
Nous leur avons suggéré 1’outil géométrique.
(Voir annexe 1)

Analyse a posteriori

L’analyse de cette séance nous permet de
retenir deux points essentiels :

UNE EXPERIENCE DE FORMATION
EN GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE

— Les éleves professeurs, méme s’ils sont
titulaires d’un Master 1, rencontrent toujours
des difficultés dans la modélisation. En
effet, dans certaines filieres de 1’ensei-
gnement supérieur, la manieére dont on
enseigne les mathématiques ne favorise
pas la connexion entre mathématiques et réa-
lités. Des lors, méme s’ils disposent d’un
arsenal d’outils pour résoudre des pro-
blemes mathématiques bien libellés, ils
sont completement démunis devant un pro-
bleme concret.

— L’idée consistant a dire que le plus court
chemin pour aller d’un point a un autre
est la ligne droite a été un facteur blo-
quant pendant cette séance. En effet la
notion de droite a été toujours vue comme
cette droite dans le plan ou dans 1’espa-
ce. Il n’a jamais été question de droite
comme géodésique d’une surface et donc
de forme variable.

Notons qu’a la fin de la séance, malgré
les difficultés rencontrées, les éleves pro-
fesseurs commencent a relativiser la notion
de droite.

2.2 Séance 2 : Histoire
des géomeétries non euclidiennes

Cette deuxieme séance, dont le contenu
est placé en Annexe 2, est un exposé succinct
sur I’histoire des géométries non euclidiennes.
Beaucoup de questions ont surgi pendant cet expo-
sé. Parmi celles-ci, on peut citer :

« Comment des savants de renom ont-ils pu
se tromper de la sorte ? »

« Les hypotheses de 1’angle aigu et d’angle
obtus posées par Saccheri sont absurdes. »

« Ces nouvelles géométries ont elles un rap-
port avec la réalité ? »
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L’analyse de ces réactions montre que :

— L’enseignement des mathématiques, tel
que c’est recu par ces étudiants, présente
les notions sous leur forme achevée et nie
I’histoire. Or, I’histoire montre que le savoir
mathématique est construit progressive-
ment. Et la rectification d’erreurs com-
mises dans la construction des savoirs a per-
mis la consolidation des théories
mathématiques. Ainsi, une certaine connais-
sance de I’histoire permet au professeur de
changer son rapport avec 1’erreur.

— Les hypotheses de Saccheri ont semblé
inadmissibles pour ces éleves professeurs.
Ceci s’explique par le fait qu’ils ont été for-
matés avec la géométrie euclidienne, ce
qui exclut a priori toute autre hypothese dif-
férente de celle de 1’angle droit. Néan-
moins, ’atelier d’introduction, dont 1’objec-
tif principal était de relativiser la notion de
droite, a beaucoup aidé a I’acceptation des
hypotheses de Saccheri.

— Pour la troisieme interrogation, nous leur
avons donné I’exemple de la navigation et
de la relativité qui utilisent fortement les géo-
métries non euclidiennes.

— Notons aussi que ’idée consistant a croi-
re que les mathématiques sont faites par les
européens reste prédominante au niveau des
éleves professeurs. En effet, I’apport de la
civilisation arabo musulmane n’est pas
bien connu méme s’ils savent que le mot
« algebre » est d’origine arabe. Cette mécon-
naissance est certainement due aux choix
faits dans certains manuels.

En conclusion, au-dela de I"'importance
que peut apporter I’histoire dans la formation
des enseignants, cette séance a été une occasion
d’élargir la culture mathématique des éleves pro-
fesseurs.
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2.3 Séance 3 : La géométrie hyperbolique

Apres une présentation des éléments de
base de la géométrie hyperbolique (voir annexe
3),nous avons proposé un premier atelier dont
I’objet est de voir ce que deviennent les axiomes
d’incidence et de parallélisme.

Ne disposant pas tous d’ordinateurs, nous
avons disposé les éleves professeurs en petits
groupes de trois avec un ordinateur dans
chaque groupe.

Si la droite d, (A,C) passant par A et C
(alignés avec le centre) a été tracée sans
probleme car elle correspond a un diametre
du cercle horizon, ils se sont heurtés a la droi-
te d,(A.B). En effet, tous ont essayé€ de tra-
cer au hasard des cercles pour ensuite véri-
fier si ces cercles sont orthogonaux. Nous
avons alors fait un rappel sur les cercles
orthogonaux.

Définition : Deux cercles sécants sont ortho-
gonaux si, en chacun des deux points d’inter-
section, les tangentes a I’un et a I’autre cercle
sont orthogonales.

Propriété : Soient (C) un cercle de centre O,
A et B deux points n’appartenant pas a (C)
et distincts de O, A’ et B’ leurs inverses res-
pectifs par rapport a (C).

Les quatre points A, B, A’ et B’ sont cocy-
cliques et le cercle qui les contient est tan-
gent a (C).

La plupart d’entre eux ont avoué n’avoir
jamais rencontré les cercles orthogonaux. Néan-
moins, le rappel sur les cercles orthogonaux a
permis de sortir un programme de construction
puis de le réaliser.

Ce méme rappel a permis d’obtenir des
réponses satisfaisantes aux questions suivantes.
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Déroulement

Les étudiants se sont mis encore en petits
groupes. Dans certains groupes, on essaie de
chercher le milieu du segment en essayant de
prendre la moiti€ de la longueur de I’arc. Il a
fallu que je rappelle qu’il s’agit de distance
hyperbolique.

Nous leur avons alors demandé de s’inspirer
de la méthode de construction d’une médiatri-
ce en géométrie euclidienne. C’est alors qu’ils
ont pensé aux cercles hyperboliques.

Finalement, ils ont pu donner le program-
me de construction et 1’ont réalisé. La perpen-
dicularité a été vérifiée expérimentalement
mais pour certains groupes le fait qu’elle passe
par le milieu n’était pas évident. Il a fallu rap-
peler la distance hyperbolique pour les rame-
ner a I’ordre.

Pour la question relative aux trois média-
trices, dans tous les groupes, les trois médiatrices
étaient concourantes. Il a fallu qu’on fasse une
petite animation en examinant plusieurs cas de
figures pour qu’ils se rendent compte ce n’est
pas toujours le cas. A la suite des discussions,
le théoréme suivant a pu étre énoncé.

Théoréme : Les trois médiatrices d’un triangle
sont soit concourantes, soit paralleles. Dans le
cas ou elles sont paralléles, elles ont une per-
pendiculaire commune, ou elles sont « concou-
rantes » sur la ligne d’horizon.

Méme si la preuve n’était pas demandée,
nous avons senti la nécessité d’en donner
quelques éléments. Elle repose sur les pro-
priétés suivantes :

— Deux droites paralleles qui ne sont « concou-
rantes » sur la ligne d’horizon ont une
seule perpendiculaire commune.
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— Un point M est sur la médiatrice de [AB]
si et seulement si A et B sont équidistants
de M : MA = MB.

— Une droite D est perpendiculaire a la média-
trice de [AB] si et seulement si A et B sont
équidistants de D (et du méme cot¢).

Une fois que ces propriétés sont en place,
la preuve devient simple.

Preuve du théoréme :

Soient D1, D2 et D3 les médiatrices du tri-
angle.

— Si deux sont sécantes, on reproduit la
démonstration euclidienne.

— Sielles ne se coupent pas, et si elles ne sont
pas «concourantes sur 1’horizon, deux
d’entre elles (disons celles de [AB] et [AC])
ont une perpenduculaire commune Aavec
A et B équidistants de A (et du méme coté)
et A et C équidistants de A (et du méme
coté). On en déduit que B et C sont équi-
distants de A (et du méme coté). D ol Aest
perpendiculaire a [BC]

Analyse a posteriori

Cette troisieme séance a révélé deux choses :
I’apport considérable des TICE dans la forma-
tion des enseignants et la non-maitrise des
éléments de base de la géométrie, en particu-
lier de la géométrie du cercle.

Pour ce qui concerne les TICE, beaucoup
de conjectures ont pu é&tre faites grace a la
manipulation. Ce qui serait sans doute impos-
sible avec le papier-crayon.

Par contre, la non maitrise de la géométrie
a été un obstacle majeur dans cette formation.
En effet, les éleves professeurs ont trés souvent
buté sur des propriétés relatives aux cercles. Ceci
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est dii au fait que la plupart d’entre eux proviennent
de la série S2° ou la géométrie n’est pas tres pré-
sente. Pire, ce type de géométrie n’est pas
enseigné au supérieur.

2.4 Séance 4 : La géométrie elliptique

Cette quatrieme et derniere séance s’est
déroulée en deux parties : une premiere partie
sous forme d’atelier autour de la géométrie
sphérique et une deuxieme partie mettant en place
les éléments de base de la géométrie sphérique
et quelques propriétés du triangle sphérique.

Déroulement

Pour I’atelier dont I’objet est de découvrir
les plus courts chemins reliant deux points
d’une sphere et d’examiner les axiomes d’inci-
dence et de parallélisme, tous les étudiants sont
venus avec le matériel (ballon de tennis, ficelles,
élastique, etc.)

Les étudiants, tres enthousiastes, se sont atte-
1€s a tracer des chemins et a reporter les mesures
sur du papier. Des lors, il est apparu que le plus
court chemin est celui qui est obtenu quand la
ficelle est bien tendue (voir photo 1, Annexe 5).
Nous leur avons suggéré de prolonger les géo-
désiques. Du coup, I’idée de cercle passant par
I’origine est apparue.

Pour la question 4, tous les groupes sauf un
ont proposé une seule droite, un seul groupe a
évoqué le cas de points diamétralement oppo-
sés (voir photo 2, annexe 5)

Par la suite, la réponse a la question 5 était
immédiate. Pour la question 6, la notion de

3 La série S2 est une des séries scientifiques ot les sciences
expérimentales sont dominantes a la différence de la série
S1 ot les mathématiques et les sciences physiques sont domi-
nantes.
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distance a été reliée a la longueur de I’arc et s’ins-
pirant de ce qui a été dit en hyperbolique, la notion
d’angle a été bien percue. Pour la question 7
(Voir photos 3 et 4, annexe 5).

A la suite de cet atelier, nous avons fait
une présentation sous forme d’exposé avec
une interaction entre enseignant et éléves-
professeurs. Cette présentation, dont le conte-
nu est placé en Annexe 4 est une introduction
a la géométrie elliptique (ou sphérique). Elle
a permis de découvrir certaines propriétés du
triangle sphérique.

Analyse a posteriori

Cette séance d’introduction a la géométrie
elliptique a révélé trois points qui me semblent
importants :

— Des le début de la formation, I’idée pré-
dominante est la relativisation de la notion
de droite. Cette séance a permis de rencontrer
une autre géométrie dans laquelle les droites
ont des formes différentes de celles qu’elles
ont a géométrie euclidienne.

La dimension expérimentale doit occuper
une place importante dans I’enseignement
des mathématiques, mais aussi dans la for-
mation des enseignants. En effet, elle per-
met de faire des conjectures, ce qui est une
étape importante dans la résolution de pro-
blemes.

— Enfin, un résultat de géométrie sphérique
(le théoreme de Girard) qui permet de jus-
tifier une propriété de géométrie dans
I’espace (le théoreme d’Euler) révele enco-
re les interactions entre différents domaines
mathématiques. En effet, le réinvestissement
des outils d’un domaine dans la résolution
d’un probléme apparu dans un autre domai-
ne doit occuper une place importante dans
la formation des enseignants.
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3. — Le questionnaire

A la fin dette formation, un questionnaire,
dont le texte figure en Annexe 6, a été admi-
nistré aux 42 éleves professeurs de la section.

3. 1 Présentation et analyse a priori

Le questionnaire s’articule autour de trois
axes : Avant, pendant et apres la formation.

Avant la formation

On a essayé de voir le degré de connaissance
des géométries non euclidiennes. A priori, ces
éleves professeurs n’ont certainement pas ren-
contré ces géométries dans leur cursus. Du
coup, ces géométries ne devraient pas servir a
grand-chose d’autant plus qu’elles ne sont pas
enseignées dans les colleges et lycées.

Pendant la formation

Nous avons essayé de voir si les activités
introductives ont permis de relativiser les notions
connues en géométries euclidienne.

En outre, nous voulons recueillir leur avis
par rapport au matériel et a 1’outil informatique.
Bien entendu, nous nous attendons a ce que la
notion de géodésique ne puisse remplacer auto-
matiquement la notion de droite. Méme s’ils seront
curieux de voir I’ utilisation attendue des ballons
de tennis, ficelle et autres, certaines difficultés
sont attendues dans la manipulation. Enfin,
nous nous attendons a certaines difficultés dans
I’utilisation de « Geogebra ». Sur le plan mathé-
matique, beaucoup de propriétés en rapport
avec le cercle devraient faire 1’objet de rappels.

Apreés la formation

Sur cette partie, on a essayé de voir I’apport
de cette formation. Nous nous attendons a ce
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qu’ils évoquent une nouvelle vision de 1’ensei-
gnement des maths en général et de I’enseignement
de la géométrie en particulier.

3.2 Analyse a posteriori

Dans cette partie, nous proposons une
analyse qualitative des résultats du question-
naire. L’exploitation quantitative est placée en
annexe 6.

Avant la formation

La plupart des éleves professeurs disent que
méme s’ils ont entendu parler des géométries
non euclidiennes, ils ne les ont jamais rencon-
trées dans leurs cursus.

Néanmoins deux étudiants prétendent les
avoir déja rencontré dans le cours de Master 2,
option géométrie différentielle. Cependant, ils
n’ont pas vu leur rapport avec la réalité ; ces cours
ne leur ont pas permis de mieux comprendre 1’uni-
vers. Ceci est dii aux méthodes d’enseigne-
ment dans ces filieres : pour I’essentiel, le cours
de maths se fait sans rapport avec la réalité.

Pendant la formation

La plupart des éleves professeurs com-
mencent a relativiser la notion de droite. Cepen-
dant une minorité se pose toujours la question
de savoir si un cercle peut étre une droite.

Par rapport au matériel, méme si quelques
problémes de manipulation ont été rencontrés,
la plupart des éleves professeurs reconnaissent
que cette expérience leur a permis de mieux com-
prendre la géométrie sphérique.

La non maitrise de « Geogebra » par cer-
tains éleves professeurs a ét€ un frein au bon
déroulement des activités. Néanmoins, les expé-
riences ont été concluantes.
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Enfin, beaucoup de problemes ont été ren-
contrés sur le plan mathématique. En effet, les
éleves professeurs reconnaissent ne pas connaitre
ou avoir oublié les propriétés relatives a la
géométrie du cercle, propriétés qui seront a la
base de la plupart des constructions a faire.
Ceci s’explique par le fait que la plupart d’entre
eux on un bac S2 et qu’ils n’ont pas cette géo-
métrie dans le cursus universitaire.

L’organisation mixte (groupe / individuel)
a été saluée par les éleves professeurs.

Apres la formation

Par rapport a I’apport des géométries non
euclidiennes dans la formation des enseignants, les
réponses peuvent étre classées sur quatre plans :

— Sur le plan mathématique : Le théoréme
de Girard au secours de la géométrie dans
I’espace.

REPERES - IREM. N° 111 - avril 2018

Sur le plan logique : La belle fausse démons-
tration par 1’absurde de Saccheri peut
faire 1’objet d’étude dans la formation
des enseignants.

Sur le statut de 1’erreur : Les fausses
démonstrations de Saccheri ont permis
I’émergence des géométries non eucli-
diennes.

Sur la rigueur mathématique : Ce qui s’est
passé avec les médiatrices hyperboliques
devrait pousser davantage les enseignants
a étre plus rigoureux dans la démonstration
de la propriété relative aux médiatrices
d’un triangle euclidien.

Sur la démarche expérimentale : Elle
peut occuper une place centrale dans
notre enseignement. Cependant, il ne pas
se fier aux premieres apparences comme
ce qui s’est passé avec les médiatrices
hyperboliques.
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ANNEXE 1 Solution de I’atelier d’introduction

Reformulation

En généralisant 1égerement la question, on se donne deux points A et B de part et d’autre d’une

droite, et M un point de la droite (D).

1. Exprimez le temps de parcours du sauveteur noté f(M) en fonction de v, w, MA et MB.

2. Notons o (resp. B) I’angle formé par (MA) (resp (MB )) avec (D), A’ et B’ les projetés ortho-
gonaux de A et B sur (D), M’ et M” deux points du segment [A’B’] tels que A’,M’, M, M”
et B’ soient disposés dans cet ordre. Montrez que :

cosB cos

w

fov) — oy > e ) et fow) - sy > w28 B
v w

Déterminez alors la condition pour que f admette un minimum en M.

Indications : Si P et Q sont les projetés orthogonaux respectifs de M’ sur (MA) et (MB), mon-

trez que : AM’ > AP = AM -MM’cos o  puis que : M'B > QB = MB + MM4 cos f3.

A

Figure 7

Solution

1. fM) =¥ + TB 2. f(M) = f(M) = MA v_ MA | M'B - MB

w

Avec les indications, on montre que : AM’ > AP = AM — MM’cos a. et de méme que :

M’B > QB = MB + MM4 cos 3.

Ainsi, pour que f admette un minimum en M, il faut : f(M’) — f(M) >0 et f(M”) — f(M) >0 .
3. Les relations obtenues dans la deuxieme question conduisent a la relation suivante :

—cosx = — cos B
Introduction v w
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Présentation du cours sur
ANNEXE 2 I’histoire des géométries non euclidiennes

Dans le cours de F1B1 qui correspond a la premiere année de formation des éleves profes-
seurs de lycée, nous avions retracé I’histoire de la géométrie de la préhistoire a ’antiquité€ grecque.
Nous nous sommes intéressés particulierement a Euclide (-335 ; -265) et les Eléments qui ont
conduit a un changement de paradigme dans les mathématiques.

En effet, si ses prédécesseurs ont basé leurs travaux sur I’intuition, Euclide s’est démarqué
de cette approche en mettant en place, dans « Les Eléments », un systeme hypothético-déductif.

Cette ceuvre entreprend de déduire 1’ensemble des résultats mathématiques a partir d’un petit
nombre d’entre eux, explicitement admis : ce sont les définitions, les demandes (Postulats) et
les notions communes (Axiomes). Tous les autres résultats (Propositions) n’apparaissent alors
que comme des conséquences des résultats premiers, a 1’issue de raisonnements qui se veulent
absolument précis et rigoureux, sans recours a I’intuition ou a I’évidence sensible, mais par le
seul moyen de la démonstration mathématique.

Dans ce cours, apres avoir les premiers pas qui ont mené vers les géométries non euclidiennes,
nous parlerons brievement de 1’avénement de ces géométries pour terminer par la refondation
de la géométrie de Hilbert.

1. Vers les géométries non euclidiennes

Dans le livre 1 de son ouvrage monumental « Les Eléments » qui est composé de 13 livres,
Euclide présente cinq demandes :

D1 : Qu’il soit demandé de mener une ligne droite de tout point a tout point.

D2 : Et de prolonger continiiment en ligne droite une ligne droite limitée.

D3 : Et de décrire un cercle a partir de tout centre et au moyen de tout intervalle.
D4 : Et que tous les angles droits soient égaux entre eux.

D5 : Et que, si une droite tombant sur deux droites fait les angles intérieurs et du méme coté
plus petits que deux droits, les deux droites, indéfiniment prolongées, se rencontrent du
coté ot sont les angles plus petits que deux droits.

Ce cinquieme et dernier postulat est le plus célebre de tous les Eléments d’Euclide, si bien
qu’il est souvent appelé « le postulat d’Euclide ». Cependant, son énoncé exact est la plupart
du temps inconnu par ceux qui citent ce postulat, aussi dit « postulat des parall¢les ».

Historiquement, les géometres de toutes les époques ont considéré cet postulat comme un
point faible de la géométrie euclidienne. Ils n’ont cessé de s’interroger sur la possibilité de démon-
trer ce cinquiéme postulat a partir des quatre autres postulats et des définitions, de maniere a
pouvoir établir la géométrie euclidienne sans qu’il soit nécessaire de poser ce postulat. Il y eut
d’innombrables tentatives qui ont toutes échoué.

Certains qui ont cru démontrer le « postulat des paralleles » n’ont fait que le remplacer par
un autre, logiquement équivalent, mais toujours indémontrable. Parmi ces hypotheses de rem-
placement ; on peut citer :

— Trois points quelconques sont soit alignés, soit sur un cercle.
— La somme des angles d’un triangle est égale a 180 degrés.
— Il est possible de construire des figures semblables.
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D’autres, qui pensaient I’éliminer, se sont retrouvés avec une géométrie trés pauvre : la géo-
métrie absolue. En effet, méme si on obtient une géométrie exempte de contradiction, tous les
résultats dépendant du cinquiéme postulat disparaissent :

— Onn’aplus la somme des angles d’un triangle qui est égale & 180°
— On ne plus démontrer 1’existence d’un carré

— Onn’a plus de théoréeme de Pythagore.

1.1 La contribution des savants arabo-musulmans.

Apres une période de traduction des héritages des Anciens (Grecs, Indiens, ...) qui débuta
au VII®™e sigcle jusqu’au VIII*™® sigcle, les savants arabo-musulmans ont commencé a déve-
lopper leurs connaissances dans de nombreuses disciplines mathématiques, en particulier en géo-
métrie. C’est ainsi qu’au méme titre que les trois grands problémes de 1’antiquité (duplication
du cube, quadrature du cercle et trisection de I’angle), ils se sont aussi intéressés au probléme
posé par le postulat des paralleles. Leur contribution sur la théorie des paralleles constitue la
seule tentative faite au moyen age pour résoudre le probleme posé par le cinquieme postulat.
Parmi ces savants, on retiendra essentiellement le savant persan Omar Khayyam avec son trai-
té Sharh ma ashkala min musadarat kitab Uglidis [Commentaires sur les difficultés de certains
postulats du livre d’Euclide] écrit en 1077. Dans ce traité, Khayyam (1048-1131) tente de
démontrer par I’absurde le postulat des paralléles. Son raisonnement s’ appuie sur un quadrila-
tere dont les deux angles de base sont droits, et les cotés latéraux de méme longueur. Le but est
de démontrer que les deux autres angles ne sont ni aigus ni obtus.

1.2 L’ceuvre de SACCHERI

En 1733, I’italien Giovanni Girolamo Saccheri publie un livre en deux volumes intitulé :
« Euclide corrigé de tous ses défauts ». Dans cet ouvrage Saccheri reprend les travaux de Omar
Khayyam. Il essaie une démonstration par 1’absurde basée sur la construction suivante :

Sur une droite on ¢léve deux segments perpen-
diculaires de méme longueur. Cette dernicre
fait avec les deux perpendiculaires des angles égaux.

Il démontre par la suite le résultat suivant :

Les angles en C et D sont aigus (respectivement ) ]
droits ou obtus) si et seulement si CD est plus
grand (égal ou plus petit) que AB. Figure 1A

Ce résultat conduit alors aux trois hypotheses suivantes :

D o

.J . ]

Al [l A B Al s

Figure 2A : Hypothese de Figure 3A : Hypothese de Figure 4A : Hypothese de
I’angle droit C =D =90° I’angle aigu C =D < 90° I’angle obtus C = D > 90°
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Il peut paraitre évident que ABCD est un rectangle et que le seul cas envisageable est celui
de D = C =90°. Cependant, pour le prouver, le postulat d’Euclide est nécessaire. En fait, Sac-
cheri démontre que I’hypothese de I’angle droit est équivalente au postulat des paralleles. Il ne
reste alors qu’a démontrer que les deux autres hypotheses sont impossibles. C’est 1a ou Saccheri
buta sur des obstacles insurmontables.

En effet, dans le tome 1 il tente de démolir I’hypothese de 1’angle obtus et termine par 1’ affir-
mation suivante : « [’hypothése de I’angle aigu est totalement fausse car intolérable pour la natu-
re de la ligne droite ». Cependant, son manque de conviction est confirmé par I’existence du
tome 2 qui tente d’étayer le raisonnement. Dans la proposition 37, trois fausses démonstrations
sont proposées et dans la proposition 38, il affirme : « I’hypothése de I’angle aigu est absolu-
ment fausse car elle se détruit elle-méme ».

Il résume tout en déclarant que sa réfutation de 1’angle obtus est « claire come le jour »,
mais note que I’impossibilité de 1’angle aigu repose sur la proposition 37.

En fait ces deux hypotheses vont conduire respectivement a des géométries sur des surfaces
concaves et convexes.
1.3 L’ceuvre de Lambert

Un demi-siecle plus tard, Jean-Henri Lambert (1728-1777) fit une tentative similaire en démon-

trant un grand nombre de théorémes qui paraissent tres étranges du point de vue euclidien, mais
qui pourtant, ne contiennent aucune contradiction logique.

Pour le cas de I’angle aigu, il établit une formule qui relie 1’aire d’un triangle a la somme
de ses angles A, B, C:
Aire (ABC) = k2 (m— (A + B + C)), (kétant une certaine constante).
Cette formule s’apparente a un théoreme de géométrie sphérique qui établit que sur une surfa-
ce de rayon r, I’aire d’un triangle ABC est donnée par :
Aire (ABC) = r? ((A + B + C) — m), (rétant le rayon de la sphere).

Des lors, I’idée que I’axiome des paralleles peut se trouver a défaut pour la géométrie propre
de certaines surfaces commence a germer.

2. L’aveénement des géométries non euclidiennes

Si les travaux cités précédemment avaient pour but de consolider 1’ceuvre d’Euclide, un point
de vue plus audacieux apparut au début du XIX€ siecle : construire un univers ou les quatre pre-
miers postulats sont vérifiés mais le cinquieme ne I’est pas.

La géométrie dans cet univers sera dite non euclidienne. Ces mémes idées naquirent simul-
tanément chez trois personnes : Bolyai, Lobatchevski et Gauss.

Il y a essentiellement deux types de géométrie non euclidienne : la géométrie hyperbolique
et la géométrie elliptique. Pour chacune de ces géométries, différents modeles seront proposés
par les mathématiciens parmi lesquels on peut citer Beltrami, Klein, Poincaré, etc.

Finalement, on se retrouve avec trois géométries : la géométrie euclidienne, la géométrie
hyperbolique et la géométrie sphérique.
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3. L’ceuvre de Hilbert

Avec I’avenement des géométries non euclidiennes, les géometres du XIX® siecle ne sont
plus satisfaits de la rigueur présente dans « Les Eléments » d’Euclide. En effet, la démonstra-
tion rigoureuse de certains théorémes de géométrie euclidienne nécessite des hypotheses impli-
cites supplémentaires. On peut donner I’exemple des déplacements qui sont sous jacents dans
les égalités d’angles et de triangles, etc.

Ainsi, dans un mémoire paru en 1899, Les fondements de la géométrie, David Hilbert pro-
pose une nouvelle axiomatisation de la géométrie euclidienne.

Dans son texte, apres avoir introduit trois types d’objets primitifs : point, droite et plan, il
énumere les axiomes qu’il classe en cinq groupes (Axiomes d’incidence, d’ordre, des paralleles,

de congruence et de continuité). Pour la suite, on s’intéressera aux axiomes d’incidence et de
parallélisme. En particulier, on examinera dans les différentes géométries :

— L’axiome d’incidence (I) : Par deux points du plan, passe une droite et une seule

— Le postulat des paralleles (P) : Par tout point du plan, on peut mener une seule paralléle a
une droite donnée.

ANNEXE 3 La géométrie hyperbolique

Parmi les nombreux modeles de géométrie hyperbolique, le plus connu est le modele de Poin-
caré. Il permet de représenter 1’univers entier, infini, a I’intérieur d’un cercle de centre O et de
rayon 1 : c’est le disque de Poincaré.

Points et droites - e,
— Les points sont les points intérieurs du disque. &

— Le cercle, bord de ce disque, correspond aux
points a I’infini ; on dit aussi que c’est le cercle hori-
zon. Les points du cercle horizon sont aussi appelés
des points idéaux.

— Les droites sont des diametres lorsqu’elles pas-

sent par le centre O du disque, sinon ce sont des arcs .
de cercle orthogonaux au bord.

.,

Figure SA s

Angle

— L’angle formé par deux demi-droites (deux arcs de cercles) de méme origine est I’angle formé
par les tangentes a ces arcs de cercle en ce point.

— Cette représentation conserve les angles du plan euclidien : deux droites hyperboliques qui
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se croisent et dont les tangentes en leur point
d’intersection font des angles de o degrés corres-
pondent sur le plan hyperbolique a deux droites fai-
sant des angles de o degrés.

On dit que la représentation est conforme.

Distance :

La distance entre deux points A et B, notée AB
, est donnée par la formule suivante out A’ et B’
sont les extrémités de la droite hyperbolique

d;(AB) et p est une constante arbitraire strictement
positive :

AB =p

P <AB' X BA'>‘ h aesstsstmeee,
"\'AA" X BB'

et 0 .

=
N
—| =
|+
o| O
> | >
N—
..,.n-n.......
[ ]
o]
"lu.n.-l“".’

=
.
S
o
I
w
.,
.,
w

*
e,

Remarque :

Contrairement aux angles, les distances n’y sont
pas conservées : Plus on s’approche du bord, plus

0

R

.
.

les points, proches en apparence, sont, en réalité R o

éloignés. BRCCTETI T Figure 7A
ANNEXE 4 La géométrie elliptique

Introduction

Avant de parler de géométrie elliptique, présentons d’abord la géométrie sphérique, qui, rap-
pelons-le, a existé bien avant I’émergence des géométries non euclidiennes.
Soit S la surface d’une sphere de centre O et de rayon 1 dans un espace euclidien E de dimen-
sion 3. On dit que deux points de S sont antipodaux si la droite qui les joint dans E passe par le
centre O de la sphere.
Toute intersection non vide d’un plan de E avec S est un cercle (éventuellement réduit a un point

si le plan est tangent a la sphere). Parmi ces cercles, ceux de rayon maximal appelés grands cercles
sont ceux dont le plan est diamétral, c’est-a-dire passe par le centre O de S.

48




REPERES - IREM. N° 111 - avril 2018

UNE EXPERIENCE DE FORMATION
EN GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE

Les éléments de base

Points et droites. Les points sont les points de la sphére et les droites sont les grands cercles
de la sphere : ce sont les géodésiques de la sphere. En effet, on peut s’en convaincre expéri-
mentalement avec une ficelle et un ballon de tennis ; ¢’est ce qu’on a fait dans I’ atelier d’intro-
duction a la géométrie sphérique. Apres ce constat, on peut prouver ce résultat de la maniere
suivante :

Preuve : Soit (C) une courbe sur la sphere unité. Avec les coordonnées cylindriques, on a :

x2+y2+2z2=1 (1), x=rcos0 et y=rsin0 (2), r et 0 étant des fonctions de .
En remplagant x et y par leurs expressions en fonction de ret 0 dans (1) on obtient :

r’+z2=1 (3),

b
La longueur de la courbe (C) est donnée par : L = J Vx'2+ y'?+ 224t

a

b

En utilisant les relations (2) et (3), on obtient : L = J \/

a

ZvZ

+ (1 —z%)(0")dt.

11—z

Onaalors: L > Jﬁdt .
1

— 72
a

On a I’égalité lorsque 0’ = 0, soit 0 constant, ce qui correspond a un grand cercle.

Angle. L angle formé par deux demi-droites (deux arcs de cercles) de méme origine est I’angle
formé par les tangentes a ces arcs de cercle en ce point.

Distance. Etant donné deux points A et B non
antipodaux sur la sphere, il existe un seul grand
cercle (ce sont les droites) qui les contient. Ces deux
points divisent le grand cercle en deux arcs de cercle
dont I’'un est plus court que l’a/ut\re. Soit « la

mesure en radians de I’angle AOB et posons :
d(A,B) = Ra.. On définit ainsi une distance dans
cette géométrie. En effet, on a les propriétés sui-
vantes :

(i) dAA)=0;
(i) d(AB)=d(B.A);
(iii) d(A,B) = d(A.C) + d(C,B). Figure 8A
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Les axiomes d’incidence et de parallélisme*
Dans cette géométrie, deux droites seront dites paralleles si elles ne se rencontrent pas.
— L’axiome d’incidence (I) devient (I'”) : Par deux points de la sphére, il passe :

— une seule droite s’ils ne sont pas antipodaux ;

— une infinité de droites s’ils sont antipodaux.

En effet : Si A et B sont deux points non antipodaux, il existe un seul grand cercle qui les contient :
c’est I’intersection de la sphere avec le plan (AOB).

— L’axiome des paralleles (P) devient (P’”) : Par un point extérieur a une droite donnée, il ne
passe aucune droite paralléle.

En effet, deux grands cercles se coupent toujours en deux points et ceux-ci sont antipodaux.

Remarque : Ce qui geéne dans la géométrie sphérique, c’est que (I) n’est méme pas vérifiée. Pour
y remédier, on peut identifier deux points antipodaux ; ce qui revient a travailler sur I’hémisphere
nord (ou sud) et une moitié d’équateur. On obtient alors une géométrie qui vérifie tous les axiomes
d’Euclide sauf le postulat des paralleles : c’est cela 1a géométrie elliptique.

Le triangle sphérique :

Trois points de la sphére définissent un triangle
sphérique (cf. figure 9A). On peut constater expé-
rimentalement que la somme des angles d’un tri-
angle sphérique est toujours supérieure a 180°. En
fait, on a le théoréme suivant :

Théoréme — La Formule de Girard (1595-1632)

Soient ABC un triangle sphérique, T son aire, a,
B. i ses angles mesurés en radian.

On a la formule suivante : a+ P +p =m+T
Figure 9A

Démonstration : voir [http://mathenjeans.free.fr/amej/edition/actes/actespdf/95055062 .pdf]
La formule de Girard permet de démontrer le théoréme suivant :

Le théoréeme d’Euler

Pour tout polyédre régulier convexe, si F désigne le nombre de faces, S le nombre de sommets
et A le nombre d’arétes, alors, on a la formule suivante : F+ S—A=2.

4 Deux droites sont paralleles si elles ne se rencontrent pas.
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ANNEXE 5 Photos

Photo 1 Photo 2

J

Photo 3 : triangle sphérique Photo 4

ANNEXE 6 Le questionnaire - résultats

1. Avant le cours atelier
1. Etiez-vous au courant de I’existence de géométries autres que la géométrie euclidienne ?

Oui Non
35 7
2. Etes-vous confrontés une fois a une situation inexplicable en géométrie euclidienne ?
Oui Non
2 40
3. Avez-vous étudié les géométries non euclidiennes dans votre formation académique ?
Oui Non
2 40
Si oui, cela vous a t il été utile ?
Oui Non
0 2
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. Pendant le cours atelier

1. L’activité de découverte sur les plus courts chemins vous a-t-elle permis de relativiser la

notion de droite ?

Oui

Non

39

3

2. Le matériel utilisé pour découvrir la géométrie sphérique est il adéquat ?

Oui

Non

42

0

3. L’outil informatique utilisé pour découvrir des propriétés en géométrie hyperbolique

était-il convenable ?

Oui Non
31 11
4. Avez-vous rencontré des problémes lors de ces ateliers ?
Matériel Mathématiques Organisationnel Autres
5 40 0

Précisez si c’est Autres

3. Apres le cours

Quel peut étre I’apport de ces géométries dans votre formation d’enseignant ?

Mathématique | Logique | Statut de I’erreur [ Rigueur | Démarche expérimentale
37 3 27 13 29
2. Pensez vous que certains éléments de géométrie non euclidienne peuvent étre enseignés
au lycée ?
Oui Non
1 41

Si votre réponse est Oui, précisez :

3. La géométrie euclidienne suffit elle pour comprendre I’univers ?

Oui

Non

40

2
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Réponses de deux éleves professeurs

Le questionnaire
Chers étudiants, ce questionnaire enire dans le cadre d’une recherche sur 'apport des
géométries non euclidiennes dans la formation des enseignants.
Nous vous garantissons du caractére anonyme dans le traitement des réponses ef vous
remercions d 'avance de votre collaboration.

L. Avant le cours atelier
1. Etiez-vous au courant de l'existence de géométries autres que la géoméyrie

euclidienne ? @ K

2. FEtes-vous confrontés une fois a une situation inexplicable ep géamétrie euclidienpe ?

Oui X

Si oui, Iaquell
Avez-vous étudlé les géoméu'les non euclld1ennes da.ns votre formadon a.cadémtqua ?
Si oui, cela vous a t il été utile ? Oui Nor

II.  Pendant le cours atelier
1. L’activité de découverte sur les plus courts cheming voys a-t-glle permis de
relativiser la notion de droite ? [Oui x Non

2. Le matériel utilisé pour découvrir la géométrie sphérique est il adéquat ?

Ouil X

3. L’outil informatique utilisé pour découvrir des propriétés en géométrie
hyperbolique était il convenable 7 X

4. Avez-vous rencontré des problémes lors de ces ateliers

Matériel] )X D\dathémathucl @réamsatl ﬂ

Précisez si c'est [Autres oL
IIL Aprés le cours

%w]))eut ére I’ H de cgsgéométries dans votre fbrmahon d'ense ,:EJT“
MO AUAC My 0(:5 LAY

2. Pensez vous que certains éléments de géométrie non euclidienne peuvent §tre

enseignés au lycée 7 [Oui] @ x

Si votre réponse est @L précisez.
3. La géométrie euclidienne suffit elle pour comprendre )’ unjvers ? @] X

Expilque{ votre w ol r\_ q L_
S S R 1
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Le questionnaire
Chers étudiants, ce questionnaire entre dans le cadre d'une recherche sur l'apport des
géoméiries non euclidiennes dans la formation des enseignants.
Nous vous garantissons du caractére anonyme dans le traitement des répanses el veus
remercions d'avance de votre collaboration.

L. Avant le cours atelier

1. Ftiez-vous au courant de I’ emstencq\ de géométries aptres que la géomdyrie
euclidienne ? @ o~ Rﬁ ﬁrﬂ-C

2. FEtes-vous confrontés une fois & une situation inexplicable en géométrie euclidienne ?

Ou] X
Si oui, laquelle 7+
________ Thap

Avez-vous étudié Ies geometnes non euchd1em1es dans votre f'orrnatwn académlque ?

Oui X

Si oui, cela vous a t il été utile ? [Oul x

II.  Pendant le cours atelier
1. L’activité de découverte sur les plus courts chemins vous a-t-elle permis de
relativiser la notion de droite ?

2. Le matériel utilisé pour découvrir la géométrie sphérique est il adéquat ?

Ouil X

3. L’outil informatique utilisé pour découvrir des propriétés en géométrie
hyperbolique était il convenable ?

4. Avez-vous rencontré des problémes lors de ces ateliers
Matéricﬂ Mathématigug] X Qrggz_misationm! ]é“md
Précisez si ¢ 'est Aulreg
1L Aprés le cours
Que pe re |’ appon fl ceg géométries dans yotge formation d’ensei i
AN, da fars f&% e
2 Pe sez vous que certains elémems de géométrie non euclidienne peuven.t dtre

enseignés au lycée ? foul X [Nor
Si votre réponse estjoui, précisez. _,Qka DW‘-A-UW\ E.Ea A PJ "e’\* ?""L‘ﬂﬂ

3. La géométrie euclidienne suffit elle pour comprendre |"univers ? @ EEE x

b]if]lquez votrg repons:“d;o W))\Yb;q W@.,Qﬁ ra,.-r,,y,hl
)‘QW) %m-
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