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Résumé : Comment amener les éleves a modéliser la covariation de deux grandeurs par une fonc-
tion affine ? Cet article met en évidence les obstacles rencontrés par les éléves et propose 1’ana-
lyse d’une activité expérimentée a différents niveaux de la scolarité. Il s’appuie sur I’apport d’une
approche covriationnelle de la fonction affine et sur les différentes unités de raisonnement mobi-
lisées. Il permet de s’interroger sur le lien entre le modele théorique et la situation proposée.

Dans les programmes du college de 2016,
la modélisation apparait explicitement comme
un objectif d’apprentissage au cycle 4. Nous
allons nous interroger sur ce que modéliser signi-
fie, sur le lien a tisser entre les mathéma-
tiques et les sciences expérimentales, sur
I’approche covariationnelle et sur les unités
de raisonnement mobilisées lors de la modé-
lisation par une fonction affine. Nous propo-
serons dans cet article I’analyse d’une activité
proposée a différents niveaux de la scolarité
et tirerons de cette analyse quelques pistes pour
penser I’enseignement-apprentissage de 1’ affi-
nité. Ces pistes peuvent &tre un cadre pour pen-
ser I’introduction des fonctions a travers un
travail interdisciplinaire avec toute discipli-
ne ayant recours a la modélisation mathéma-
tique pour interpréter la covariation de deux

grandeurs. Elles mettent aussi en garde sur 1’écart
entre les connaissances construites en situa-
tion et 1’objet théorique visé.

1. — L’approche covariationnelle

Une fonction est définie par la donnée d’un
ensemble E de départ, d’un ensemble F d’arri-
vée, et d’un procédé mettant en relation chaque
élément de I’ensemble de départ avec au plus
un élément de I’ensemble d’arrivée. Cette défi-
nition peut amener des représentations plus ou
moins erronées de ce qu’est une fonction. En
effet chaque élément de I’ensemble de départ
peut étre pris isolément, lui et son image déter-
minent un couple. Dans le cas d’une fonction
linéaire, ce couple suffit a déterminer la fonc-
tion. Par extension, I’éléve peut penser qu’un
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couple suffit a déterminer n’importe quelle
fonction. Plusieurs couples peuvent amener a
une organisation dans un tableau de valeurs, on
peut alors représenter graphiquement un ensemble
de points isolés. Nous avons ici un point de vue
statique de la fonction basé sur la correspondance
terme a terme. On peut I’illustrer par un sché-
ma de type diagramme de Venn.

Si maintenant nous définissons la fonc-
tion comme ce qui caractérise la covariation de
deux grandeurs, cela signifie que tout élément
de I’ensemble de départ E peut varier et que cette
variation entraine une variation de son image
dans F. Nous avons une représentation dyna-
mique qui peut prendre en charge le continu,
le cas échéant. On peut schématiser ce point de
vue par deux droites ou segments qui définis-
sent d’ailleurs un repere si les deux axes sont
sécants en l’origine. La représentation gra-
phique peut amener a I’idée d’une courbe.

La premiere approche est un contresens épis-
témologique. En effet, I’idée de fonction émer-
ge historiquement de la nécessité de modéli-
ser les « lois de variations » entre deux
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grandeurs. L’évolution de la notion est liée a
la notion de variable et au dépassement de
I’obstacle de 1’homogénéité et de celui de
I’incommensurabilité. Cette genese est donc
associée a celle des différents ensembles de
nombres : « I’étude élémentaire des fonctions
ne peut étre, a ses débuts, qu’une modélisation
de I’arithmétique des grandeurs » (Comin,
2005). En fait les deux approches se comple-
tent mais 1’étude des fonctions dans notre sys-
teéme scolaire débouche sur I’étude des déri-
vées et donc sur un usage dynamique alors que
son introduction est faite de maniere statique.
Il semblerait donc utile de développer le rai-
sonnement co-variationnel chez les éleves des
le début du college.

2. — La modélisation :
deux types de fonctions

Tran Kiem (Tran Kiem, 2012) propose un
schéma du cycle de modélisation reprenant
trois niveaux de représentation des fonctions que
sont : la covariance et la dépendance dans un
systéme physique, la covariance et la dépendance
au niveau des grandeurs et des mesures, les
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Schéma 1 : point de vue statique

+ I
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—
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Schéma 2 : point de vue dynamique
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Grandeurs et mesures
(formule pré-algébrique)

Sciences physique
(objets physiques)

Fonctions mathématiques
(formule algébrique)

Solution mathématique

/

fonctions mathématiques. Partant du systéme
physique, I’éléve repere des modifications du
systeme liées a des objets physiques. Il repere
des grandeurs et faisant varier ces grandeurs,
il peut mesurer les variations de mesures, il
peut alors choisir une variable et écrire une
formule pré-algébrique de dépendance. La
représentation algébrique de cette formule se fait
au niveau des fonctions mathématiques qui
peuvent permettre une preuve algébrique d’une
solution mathématique, qu’il s’agit ensuite
d’interpréter dans le systeéme physique de départ.

Tran Kiem s’appuie sur une typologie pro-
posée par Lagrange et Artigue (Lagrange &
Artigue, 2009) ayant pour but de classifier et
de relier les activités variées sur les fonctions.
Cette typologie définit différents niveaux de repré-
sentation ainsi que des types de représenta-
tions et d’activité. Elle est résumée dans le
tableau de la page suivante. L’objectif de 1’ acti-
vité mathématique peut étre la modélisation
de la relation entre deux grandeurs a partir de
mesures empiriques données, dans le but de com-
prendre cette relation, la décrire, anticiper une

évolution, permettre une prise de décision. Si
les données sont des mesures empiriques (effec-
tivement mesurées ou non), on ne peut évacuer
la question de I’approximation de mesurage. Cer-
tains éleves peuvent les considérer comme des
mesures théoriques et donc comme des valeurs
exactes alors que d’autres estimeront que ce sont
des valeurs approchées et que les calculs effec-
tués sur ces valeurs sont valides a condition que
la dispersion des résultats de calcul soit dans un
intervalle acceptable. Toute la difficulté est
dans la définition de cet « acceptable », de la
négligibilité, d’autant que peuvent se cumuler
des approximations de mesurage et des approxi-
mations de calcul.

I s’agit donc d’articuler I’élaboration de lois
avec d’une part des mesures empiriques et
d’autre part des théoremes mathématiques sur
des mesures théoriques. On peut estimer qu’une
étape consiste a faire « comme si » on tra-
vaillait sur des mesures théoriques dans un
intervalle de confiance. L’élaboration d’un
modele dans cet espace théorique ne peut en aucun
cas étre élaboré sans un but. La modélisation
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Types de représentations et d'activités

Enactive-iconique Générative Transformationnelle | Global/méta
Systeme Exploration globale |Perception de Considération des
. des modifications du [dépendance entre objets génériques
= |physique N
g systeme les grandeurs
8=
]
N
=
L
3
=
2 N N s B
£ |Grandeurs et Exploration locale : |Choix d'une Interprétation des
2 faire varier une variable et grandeurs
mesures P ) P
<1 grandeur et observer | création d'une génériques
§ les variations des formule
Z mesures exprimant la
dépendance
Fonctions Trace locale du Création d'une | Développer, Reconnaitre la
P graphe et étude de  |formule factoriser, reconnaitre | structure d'une
mathématiques o P . . . .
ses propriétés algébrique et d'un|des expressions fonction, d'une
domaine de équivalentes. famille de
définition fonctions, établir
une preuve.

Tableau 1 : Types de représentations et d’activités suivant les niveaux de représentations
(Lagrange & Artigue, 2009)

peut avoir pour objectif d’élaborer une loi ou
de permettre un traitement. Ce traitement ne peut
pas servir a compléter un tableau de mesures
empiriques, cela n’aurait aucun sens. Les
modeles théoriques mis en place a partir de
mesures empiriques ne se justifient que s’ils ont
pour fonction d’aider a la prise de décision. Ches-
nais et Munier (Chesnais & Munier, 2015) pro-
posent d’expliciter aux éleves les deux types de
mesures en distinguant « mesures empiriques »
et « mesures théoriques ».

Cela nous amene a repenser le statut de la
fonction affine comme modele. Dans la situation,
le modele empirique permet de définir une fonc-
tion affine « pratique » en ce sens que les coef-
ficients sont des valeurs approchées calculées a
partir de mesures empiriques. Le modele théo-
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rique ne peut pas &tre une fonction affine clai-
rement définie puisque nous ne pouvons pas
calculer les coefficients exacts. Il peut cependant
émaner d’une théorie mathématique ou d’une théo-
rie relevant du champ des sciences expérimen-
tales dont reléve la situation. Nous avons donc
une phase inductive qui permet de modéliser la
situation empirique par une fonction pratique. Cette
fonction peut amener, a travers un champ théo-
rique précis, a une modélisation par une fonction
théorique permettant des déductions.

Nous avons ainsi deux types de fonctions :
pratiques et théoriques. La fonction pratique
s’applique a des mesures de grandeurs et doit
prendre en compte les incertitudes ainsi que le
contexte pour établir un domaine de validité, elle
peut amener a I’écriture de lois dans le domai-
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ne scientifique concerné. La fonction théorique
mathématique s’applique a des nombres,
I’ensemble de définition peut étre un ensemble
discret ou continu. Nous ne pouvons pas avoir
un traitement identique sur ces deux types de
fonctions. Les traitements effectués avec la
fonction théorique ne peuvent pas avoir le
méme statut que ceux effectués avec la fonc-
tion pratique. Le modele théorique permet
d’identifier des classes de problemes et peut deve-
nir un outil pour résoudre de nouveaux problemes
du méme type. La fonction pratique permet
d’anticiper un phénomene pour prendre une
décision, comprendre ou expliquer, elle n’a
pas a proprement parler statut de modele.

3. — Qu’en est-il dans les situations
d’enseignement-apprentissage usuels ?

Certains automatismes ont été mis en évi-
dence par un test proposé a des éleves de fin de
3eme et début de seconde. L’analyse des manuels
scolaire a permis de repérer que ces automatismes
pouvaient étre liés au fait que les situations
rencontrées par les éleves relevent des mémes
caractéristiques. Cette fréquence engendre des
automatismes qu’il s’agit d’inhiber. Parmi ces
caractéristiques, nous avons relevé que les exer-
cices proposés aux éleves demandent le plus sou-
vent d’étudier les fonctions d’un point de vue
local et non global comme attendu dans une
approche covariationnelle.

Par ailleurs, les éleves se représentent la pro-
portionnalité comme le seul modele pour carac-
tériser la covariation de deux grandeurs par les
propriétés de linéarité. Un autre obstacle est 1ié
au fait que les éleves considerent toutes les
fonctions comme des fonctions monotones
voire des fonctions croissantes. Enfin la variable
temps a un statut privilégié qui fait que I’orga-
nisation des variations est, dans ce cas, princi-
palement liée a la chronologie, d’ou peut-&tre
cette idée de croissance implicite. Actuelle-
ment, les activités proposées au college visent
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la comparaison de quantités et la détermination
d’une quantité a partir d’une autre. Les problemes
décrivent des phénomenes par des modeles en
quantifiant la dépendance, mais les éleves n’ont
pas a déterminer ou critiquer ces modeles, ils
sont imposés pour permettre le traitement.
Modéliser demande de décrire les variations d’une
quantité en fonction d’une autre et donc de
mettre en place un autre point de vue sur la dépen-
dance de deux grandeurs. Nous allons analyser
une situation expérimentée a différents niveaux
de la scolarité pour mieux identifier les unités
de raisonnement mobilisées lors du travail de
modélisation par une fonction affine.

4. — La généralisation d’un
comportement covariationnel pour
résoudre un probléeme non affine

Nous avons cherché, au sein du groupe
« fonctions au college » de I’Irem de Nantes!,
a créer une situation tenant compte des différents
obstacles cités plus haut et des représentations
erronées des éleves. La situation a été expéri-
mentée dans leurs classes par quelques membres
du groupe IREM. J’ai collecté les productions
des éleves et certains enregistrements pour les
analyser dans le cadre de mon travail de these.
La situation devait avoir les caractéristiques
suivantes : une covariation mais pas une fonc-
tion du temps ; une rupture avec la proportion-
nalité ou des formules pré-établies ; plusieurs
solutions possibles d’ou la nécessité de prouver
et d’argumenter la réponse proposée ; un pro-
bléme ouvert pour comparer les procédures.

En premier lieu, I’organisation mathéma-
tique de la notion de fonction amene a considé-
rer cette notion comme liée a I’étude de la cova-
riation de deux grandeurs. Le plus souvent cette
variation est considérée comme fonction du
temps. Ici le probléme que nous proposons en annexe

1 http://www irem.sciences.univ-nantes.fr/
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1, amene a comparer entre elles deux grandeurs
fonction du temps : la pluviométrie trouvée sur
un site Internet en fonction des dates ainsi que la
hauteur d’eau dans un pluviometre en fonction
des dates. Ces grandeurs ne sont pas liées par une
relation connue des éleves et a fortiori ces deux
grandeurs ne sont pas proportionnelles. En effet,
la pluviométrie exprimée en litres par m? correspond
au volume d’un prisme droit dont la base serait
un carré de 1m de c6té alors que la hauteur d’eau
dans le pluviometre est exprimée en millimetres
et correspond au volume d’eau recueilli dans un
récipient dont nous ne donnons pas I’aspect mais
que nous avons pensé en forme de tronc de cone.
Plusieurs formes différentes peuvent étre imagi-
nées, nous verrons en quoi leur présentation peut
amener la prise de conscience de représentations
implicites (voir annexe 3).

Les données sont fournies dans des tableaux
qui ne sont pas organisés de la méme maniere.
L’un est en ligne et I’autre en colonne. Ceci pour
rompre avec les représentations usuelles des
tableaux de proportionnalité en lignes. Les dates
n’ont pas non plus le méme format (12/01 ou
12 janvier). Le probleme amene a argumenter
pour une prise de décision. La solution n’est pas
évidente, on peut donc étre amené a prédire
deux réponses contraires, ce qui doit amener du
doute et provoquer des débats. L’ approximation
linéaire doit cependant permettre de donner une
réponse convaincante. Enfin, aucune procédu-
re n’est induite, les éleves peuvent se lancer dans
des essais. Aucune aide n’est proposée au départ
de I’activité pour laisser le choix des cadres et
registres dans lesquels ils vont travailler.
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Plusieurs expérimentations présentées dans
la suite de cet article ont permis de faire évo-
luer la situation pour aboutir a la version en annexe
qui tient compte des difficultés rencontrées.
En particulier, les valeurs numériques ont été
modifiées pour que les approximations per-
mettent d’argumenter la prise de décision et que
le graphique soit relativement simple a tracer
pour favoriser les conjectures par lecture gra-
phique. Différents scénarios sont envisageables,
nous allons en découvrir quelques aspects dans
I’analyse qui va suivre.

5. — Analyse préalable de la situation

Une premiere étape du raisonnement doit
amener les éleves a considérer la grandeur
indépendante et la grandeur dépendante, ce qui
signifie faire abstraction des dates. Les éleves
sont alors amenés a réorganiser les données
en niant I’ordre chronologique. Cette mise en
relation peut étre faite de maniere isolée a par-
tir de quelques valeurs ou bien elle peut étre orga-
nisée en rangeant les données dans un nou-
veau tableau mettant en évidence les deux
grandeurs étudiées par ordre croissant. Cette orga-
nisation n’est pas indispensable pour répondre
au probleéme a partir du moment ot les connais-
sances des éleves les amenent a considérer que
plus la pluviométrie est importante, plus la
hauteur d’eau dans le pluviometre augmente,
ce qui revient a savoir que les deux grandeurs
varient dans le méme sens, mais elle peut aider
a la représentation du probléme. Nous obtenons
alors le tableau de données suivantes :

Pluviométrie

en L/m2

Hauteur d'eau dans le

pluviometre en mm

76 89 107 117 127 129
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Hauteur en mm

60+

0 1 2 3 1 .

Plhuviométrie en L'm?

g 9 10 11 X

Graphique 1 : Hauteur d’eau dans le pluviometre (en mm)
en fonction de la pluviométrie (en L/m?)

On peut aussi représenter la situation sur
un graphique mais ici encore la difficulté rési-
de dans la mise en relation des deux gran-
deurs pour les représenter sur un seul et méme
graphique.

L’analyse des données doit amener les
éleves a repérer ’intervalle sur lequel le risque
existe. Beaucoup de questions peuvent venir du
contexte et du passage du discret au continu. Si
lorsqu’il pleut, I’augmentation du niveau de
I’eau dans le récipient ameéne une représenta-
tion continue de la variation de hauteur dans le
pluviometre, le manque d’informations sur la
pluviométrie peut laisser penser que les valeurs
indiquées sont des moyennes. La prise en comp-
te de ces remarques doit permettre de différencier

clairement la fonction théorique de la fonction
pratique. La relation n’étant pas affine, les
éleves ne devraient pas Etre tentés de mettre en
ceuvre des procédures liées a la proportionna-
lité€. Cependant la courbe peut étre approchée
localement par une droite.

Nous pouvons penser que les éleves peu-
vent mettre en place différentes procédures qui
toutes sont basées sur 1’idée implicite que le phé-
nomene ne présente pas de changement brutal
des accroissements. Des contre-exemples pré-
sentés en annexe 3 peuvent donner I’occasion
de mettre en évidence cet implicite, ils pré-
sentent différentes formes de pluviometres qui
correspondent aux valeurs de I’exercice mais
qui donnent des conclusions divergentes.
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Ces procédures sont :

48

L’approximation graphique : 1’éleve peut
prolonger la courbe par un tracé de méme
direction et vérifier que le tracé est en des-
sous de la droite d’équation y = 142. La lec-
ture est approximative et ne permet pas de
prendre la décision.

La conversion : 1’éleve cherche a établir la
formule exprimant la hauteur d’eau dans le
pluviometre en fonction de la pluviométrie.
Pour cela, il faut des données supplémen-
taires sur la forme du pluviometre et sur ses
dimensions. Les éleves qui se lancent dans
cette procédure risquent de rester sur des
procédures erronées de conversion.

L’interpolation linéaire : nous avons ici un
des objectifs de I’étude des fonctions affines
qui est la modélisation de problemes com-
plexes par des situations affines afin de
permettre une prise de décision.

Pour cette approximation il s’agit de choi-
sir I’intervalle le plus petit possible. Si
nous prenons par exemple les valeurs 7.5
et 8 ; nous obtenons :

On remarque que 7,5 + 0,5 = 8 alors que
127 +2 =129, or pour atteindre 142 la hau-
teur doit augmenter de 13mm a partir de
129, ce qui correspondrait a 6,5 fois ’aug-
mentation de 2mm ci-dessus. On aura
donc une augmentation de la pluviométrie
de 6,5 x 0,5 L/m? soit 3,25 L./m? donc
11,25 L/m2. Ce qui permet de dire que M.
Legoff ne doit pas s’inquiéter.

Si on choisit d’autres valeurs voisines, on
aura une approximation différente et la
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conclusion sera elle aussi différente. Par
exemple en prenant les valeurs pour 6mm
et 8mm :

6| 8

117]129

Le pluviometre augmente de 12mm quand
la pluviométrie augmente de 2L./m?, donc
pour augmentation de 3L/m? la hauteur
serade 129 + 12 + 6 = 147mm. M. Legoff
doit donc s’inquiéter.

Une méme procédure amene deux conclu-
sions opposées. La seule différence est le
domaine d’approximation. On peut justi-
fier de la pertinence du premier calcul en
montrant que la courbe « monte de moins
en moins vite » ce qui correspond au fait
que les variations sont dans un rapport qui
est de plus en plus petit.

— la détermination d’une fonction affine :
le traitement précédent utilise la propor-
tionnalité des accroissements mais on peut
imaginer d’autres procédures, comme le cal-
cul du coefficient de proportionnalité, la
recherche de I’expression de la fonction affi-
ne ftelleque f(7,5)=127etf(8)=129.
Suivant les savoirs disponibles, d’autres
techniques peuvent encore étre utilisées.

6. — Analyse des
expérimentations en classe de sixieme

La situation a été proposée dans une
classe de sixieme. Les éléves sont par groupes
de 3 ou 4 et doivent rédiger une chronique
de leur recherche. L’enseignant n’apporte
aucune aide sur cette premiere étape. Notre
objectif est de voir comment les éleves trai-
tent les données et quelles procédures ils
utilisent alors qu’ils n’ont pas travaillé la notion
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Pluviométrie 0
en L/m?

0,2

1.6 2,6 4,6 75 76 11

Hauteur d'eau
dans le 0
pluviometre en
mm

38 72

76 89 107 127 129 144

de fonction. Dans la version du probléme pro-
posée en sixieme les valeurs étaient différentes
de celles exposées précédemment. La hau-
teur critique est de 130mm et le tableau obte-
nu est donné ci-dessus.

Dans cette version la pluviométrie la plus
élevée est prévue le 21 mars, elle est de 9 L/m?
alors qu’elle reste inférieure a 7,6 sur les autres
dates. La question est donc de savoir si entre
7,6 L/m2 et 11 L/m? la hauteur de 130mm est
atteinte a 9L/m?. Par rapport a notre situation
présentée précédemment qui proposait une
interpolation par prolongement, il s’agit ici
d’une interpolation sur un intervalle.

Nous allons analyser les productions des dif-
férents groupes.

Groupe A : les éleves ont identifié dans les deux
tableaux les dates du 10 mars et du 11 mars qui
correspondent a 11 et 7,6 L/m? et ils ont fait une
croix pour repérer la date du 21 mars sur la feuille
distribuée aux éleves avec les données du pro-
bleme. Ils ont donc bien identifié I’ intervalle sur
lequel il faut travailler.

Ils n’ont pas organisé les données dans un
nouveau tableau mais ils concluent par le texte
ci-dessous.

On remarque que le groupe met les données
en relation en utilisant le symbole d’égalité
entre les deux grandeurs. Les unités ont dispa-
ru, les éleves travaillent donc sur des nombres.
Cette écriture pourrait étre rapprochée de
f(1,6)=129etf(7,5) =127.

% 24 ons ROA3 .

%,6-128
%5: 123

O71-2
Qas="1

Gou y MON\?;)QM &gggg A()H_ s '.mq»\llm UL xa capr.

&n i diP 0dde 3655,

7—,6‘5‘_130

Texte 1 : Pluviométrie 6eme groupe A
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En face ils écrivent la correspondance
liée aux variations. En effet 0,1 correspond a
la variationde 7,5a 7,6 et 2 a celle de 127 a
129.11 s symbolisent donc ici qu’une variation
de 0,1 pour I’une correspond a une variation
de 2 pour I'autre. Enfin ils utilisent la pro-
portionnalité des écarts pour dire qu’une varia-
tion de moitié, donc de 0,05 de I’une corres-
pond a la variation de moitié de 1’autre, c’est
adire 1. Ce qui donne que 7,6 augmenté de 0,05
correspond a 129 augmenté de 1. Comme 7,65
correspond a 130 et que la hauteur maximum
doit étre de 130mm, les éleves concluent que
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des que la pluviométrie dépasse 7,65 L/m?2, il
y a un risque d’inondation.

Groupe B : Ce groupe conclut aussi au risque d’inon-
dation. Il fournit le compte-rendu ci-dessous.

Ce groupe s’intéresse aussi au voisinage
de 130mm et donc recopie les valeurs prises
les 7 et 11 mars. Ces éleves mettent en rela-
tion les deux grandeurs en utilisant aussi le signe
d’égalité. Ici, ’'unité est conservée pour la
premiere grandeur et elle ne figure pas pour
la seconde. De plus, la date est indiquée. La
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Texte 2 : Pluviométrie 6eme groupe B
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ligne suivante fait apparaitre la méme égali-
té sans la date et avec I’unité (on lit :7,5L). Cette
ligne est effacée puis recopiée en dessous, on
peut lire 7,541 mais cette valeur ne semble pas
correspondre a un calcul. Comme le groupe A,
ce groupe s’occupe ensuite des variations. Le
raisonnement n’est pas mené a son terme mais
dans la partie qui est rayée, on voit que les dates
sont sans doute un obstacle, les éleves ne
savent pas vraiment comment exploiter les
trois variables simultanément.

Groupe C : Cette production est intéressante
car les éleves prennent soin de formuler leur pro-
bleme. Ils n’arrivent pas a s’extraire de la chro-
nologie et ils se focalisent donc sur ce qui se
passe du 16 au 21 mars. IIs ne réorganisent
pas les données mais ils extraient la partie du
tableau correspondant a la période critique. Ils
concluent que M.Legoff doit s’inquiéter puisque
9 est supérieur a 7,6 qu’ils identifient comme
étant le maximum. Comme le risque est pour
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une hauteur de 130mm, les éleves concluent que
129mm, obtenu pour 7,6L/m?, est le maximum
a ne pas dépasser. IIs n’envisagent pas une
hauteur de 129,8mm, ils raisonnent sur des
valeurs discrétes et non continues. Ils ne se
posent pas non plus la question des variations.
Trois autres groupes ont le méme raisonne-
ment et concluent donc tres vite au fait que
M .Legoff doit s’inquiéter.

Groupe D : Ce groupe n’a pas rendu I’intégra-
lité de son travail, il a organisé les données dans
un tableau regroupant les dates, la pluviométrie
et la hauteur d’eau. Ce groupe a ensuite cherché
une conversion. Il conclut « Oui, monsieur Legoff
doit s’ inquiéter car : 3.4 L = 3400 ml ». On peut
supposer que les éleves ont tenu compte de la taille
des nombres pour chercher un syst¢me de conver-
sion mais que ces calculs n’ont pas abouti.

Groupe E : Comme 1’équipe précédente, le
probléme est posé : « Il faut trouver combien
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Texte 3 : Pluviométrie 6eme groupe E
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il y aura de m? a 130m ». Ce groupe utilise les
données des 7 et 12 mars sans que ce choix soit
explicité. On peut supposer qu’il choisit les
données proches des 130mm mais alors, pour-
quoi ne pas utiliser la donnée du 11 mars qui
estde 129mm ? Peut-étre les calculs ont-ils sem-
blé plus faciles puisque les écarts sont plus
importants. Les éleves ont calculé les variations
et symbolisent la proportionnalité des accrois-
sements par 1’égalité 2,9 m? = 20mm. Ils utili-
sent ensuite la proportionnalité pour calculer la
variation correspondant a2 3mm et obtiennent que
la hauteur de 130mm correspond & 7,935 L/m2,
ce qui leur permet de conclure. Les unités sont
indiquées méme si elles sont erronées, on peut
penser que c’est un outil de contrdle pour véri-
fier de quelle grandeur il s’agit a chaque étape.

Groupe F : Ce groupe a rendu un bilan consti-
tué de deux courbes collées sur une feuille
recto- verso, ce qui ne permet pas de les com-
parer entre elles. La premiere est le graphique
représentant la hauteur en mm dans le pluvio-
metre en fonction de la date du ler au 15 mars.
Le second prolonge la courbe du 16 au 21
mars. Le premier point a 17 comme abscisse.
Il semble y avoir un décalage et que la dernie-
re valeur est manquante. Si bien que le 16 qui
se retrouve a 1’origine du repere est relié au point
suivant. Le méme type de décalage est visible
sur le premier graphique qui a été gommé et refait.
Par contre les ordonnées des points corres-
pondent globalement a la pluviométrie en L/m?
a laquelle serait appliqué un coefficient multi-
plicateur voisin de 15. Nous pouvons alors
nous demander d’ou vient ce coefficient ? Une
hypothese est que le groupe a cherché un coef-
ficient de proportionnalité entre la pluviomé-
trie et la hauteur d’eau.

114
Si on compare les quotients 11 = 13,09

et ﬁ =16,97, mais la moyenne donne effec-
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tivement 15,03. Par contre nous n’avons aucun
indice pour savoir si les éleves ont ordonné les
données pour se focaliser sur ces valeurs. Le cal-

. . 38
cul des quotients est tres différent pour 02 on

obtient 190 par exemple.

Peut-étre ont-ils testé tous les quotients
et gardé une valeur moyenne correspondant aux
environs de 130. Voici, dans le tableau ci-
contre, les valeurs obtenues par application
du coefficient multiplicateur de 15. On retrou-
ve les ordonnées du second graphique avec
un décalage d’une abscisse...

En conclusion, la situation proposée des la
sixiéme prouve que la procédure qui consiste
a étudier la covariation est mise en application
par les éleves et donc que le concept d’affini-
té est déja outil sans que I’objet n’ait été étu-
dié. L’obstacle du continu par rapport au dis-
cret apparait dans la moitié des groupes. Il
n’est pas lié au fait d’avoir un point de vue glo-
bal ou local sur la fonction, les éleves étudient
effectivement la covariation au voisinage du point
(7,6 ; 129), donc localement, mais ils n’envi-
sagent pas de valeurs intermédiaires entre 129
et 130. Nous pouvons aussi remarquer que les
éleves peuvent traiter les données comme des
nombres et donc indépendamment des unités,
ce qui ne signifie pas qu’ils élaborent un mode-
le théorique.

7. — Analyse
des expérimentations en classe de Seme

La situation a été proposée dans deux
classes de Séme. La consigne donnée est « Vous
répondrez a la question posée en ayant soin d’argu-
menter votre réponse. Si vous ne trouvez pas
de réponse satisfaisante, vous indiquez vos dif-
ficultés, vos essais, vos erreurs, les pistes que
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32

Pluviométrie

34

12

Ordonnée 48 60
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105 18 135

Graphique 2: Pluviométrie 6eme
groupe F recto

Graphique 3 : Pluviométrie 6eme
groupe F verso

VOUS avez suivies avec ou sans succes. » Le tra-
vail est individuel.

Différentes procédures sont apparues
a ce niveau :

Procédure somme : Les éleves ont eu I'idée d’addi-
tionner les hauteurs d’eau dans le pluviometre.
Il n’était pas précisé dans cette version du texte
du probleme que le pluviometre est vidé a
chaque prise de mesure, les éleves ont avec
raison pensé que 1’eau s’accumule de jour en
jour et ils n’ont pas posé la question a 1’ensei-
gnant. Nous avons modifié ultérieurement
I’énoncé du probléme pour éviter d’intervenir

pour apporter cette précision a I’oral. Par contre
ce qui est intéressant, c’est que les éleves ont
additionné toutes les hauteurs du ler au 15
mars sans se préoccuper de ce qui se passerait
ensuite puisqu’ils ont déja leur conclusion. Le
tableau de pluviométrie n’a donc pas été utili-
sé par certains éleves qui peuvent conclure : « Oui,
il devrait s’ inquiéter car si on additionne tout
ce qui va tomber, ca fera 909 mm. » alors que
d’autres ont additionné les valeurs de la plu-
viométrie avant et apres le départ de M.Legoff,
comme 1’a fait par exemple 1’éleve B2 ci-des-
sous. Certains font les deux calculs en présen-
tant cela comme deux essais et arrivent donc a
une contradiction. Un autre encore additionne
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Texte 4 : Pluviométrie 5¢me éleve B2

les valeurs de la pluviométrie et trouve 27 .8mm
pour la période du ler au 15 mars. Ensuite
comme M.Legoff part 6 jours, il multiplie ce
résultat par 6 pour prévoir la hauteur d’eau
dans la cave, il conclut qu’il y aura 27,8 x 6 = 166,8
soit 1,66m d’eau dans la cave. Il y a ici confu-
sion entre les différentes grandeurs. En fait
beaucoup d’éleves écrivent qu’ils ne savent
pas ce qu’il faut calculer. Ils font des essais, mais
la somme des hauteurs donne 909mm ce qui
semble beaucoup, celle des valeurs de pluvio-
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métrie donne 67,1 L/m? ce qui semble peu.
Comme les unités ne sont pas usuelles, les
éleves sont nombreux a penser qu’une conver-
sion doit permettre d’exprimer ce résultat en mm.
Un éleve écrit par exemple que 67,1 m? fera
671mm d’eau.

Procédure conversion : Une autre procédure a
consisté a chercher une conversion entre deux
unités. Les éleves ont sans doute considéré que
cet outil étudié en classe de Seme était a privi-



REPERES - IREM. N° 108 - juillet 2017

MODELISATION : LE CAS
DES FONCTIONS AFFINES

1R

M Ao %&mab&. .

ZO TNGgan =

2./‘. Mano —

Agfh’h:v\a ‘—jhlq(.n} eéx
A, 2m gu. ek egd s x € 3mms
S ml oui ek €l o ADU wm

Donc Jgaﬂgggy o dbar A Smgusben cue & 24 [0 J A3,

n  deabat J'M quele doume . Youn
W ok O 24 mmown  con 4&%%‘—(’» SNthl&M

A6 'mm:fs,ZW?'q,uxe& és&hk AY e
A e = G %\_ oA
A8 man = 3 U ol of Bgh & x Do

Y ;3_2_/{00%):

‘2:309.-.6-'&, A AT

Texte 5 : Pluviométrie Seme €leve A5

Iégier. Ils sont nombreux a avoir posé des tableaux
de conversion qu’ils utilisent pour exprimer les
L en mm ou m?. Ces conversions peuvent inter-
venir en début de calcul ou apres quelques essais.
Certaines peuvent &tre complexes et passent par
la recherche d’une relation de proportionnalité,
la multiplication par des puissances de 10, des
calculs plus ou moins évoqués. Tous résument
leur travail par des correspondances comme par
exemple I’éleve AS ci-dessus.

Proportionnalité : Les éleves qui utilisent cette
procédure utilisent les propriétés de linéarité en
écrivant par exemple que si pour 1,6L./m?on a
76mm pour le double 3,2L/m? on aura
76 x 2 =152 soit 152mm. Si les valeurs obte-
nues semblent ne pas correspondre, les éleves
n’hésitent pas a jouer sur la virgule pour inter-
préter le 152 obtenu en 15,2mm. Une éleve
propose par exemple de multiplier la pluviométrie

par 9 et de comparer a 130mm. Le coefficient
9 étant choisi car il correspond a la pluviomé-
trie au 21 mars. On constate que cette procé-
dure est utilisée comme une technique sans
que le sens soit interrogé par rapport aux valeurs
obtenues ou traitées.

Explication physique : Un éleve explique que
« Monsieur Legoff ne doit pas s’inquiéter car
I’eau va descendre au fur et & mesure grace a
la chaleur haute de la prévision météo car elle
va de 1,2 2 9mm. » Cette explication laisse
entendre une confusion entre pluviométrie et
température. En tout cas, elle cherche a tenir
compte d’un phénomene physique réel qui
est I’évaporation. La difficulté dans ce type de
contexte est la simplification nécessaire de la
situation pour pouvoir la traiter. Cette modé-
lisation d’un point de vue des sciences phy-
siques est implicite alors que nous cherchons
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a expliciter un modele mathématique. Deux théo-
ries sont donc utiles alors que nous ne tenons
compte que d’une seule dans la classe de
mathématiques.

L’étude d’une seule donnée : Certains éleves
concluent a partir d’une seule donnée en disant
qu’ils n’ont trouvé aucune date ou la pluvio-
métrie est de 130mm.

L’étude des variations : Cette étude peut ame-
ner les éleves a parler de proportionnalité
mais d’autres en restent au constat et a la
comparaison comme en témoigne la produc-
tion de I’éleve A6 (ci-dessous).

En conclusion, nous pouvons constater
que le tiers de I'effectif des éleves de Seme a
utilisé la procédure « somme » et un quart les
techniques de conversions. Les éleves ont visi-
blement cherché une technique de calcul met-
tant en relation des deux séries de valeurs et non
les variations. Comparativement a 1’expéri-
mentation en 6°, deux hypotheses peuvent étre
faites. La premiere est que le travail étant indi-
viduel, les échanges entre éleéves n’ont pas per-
mis de remettre en cause les représentations erro-
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nées comme cela a peut-étre été possible en 6°
alors qu’ils étaient par groupes de 3 ou 4. La
seconde est que les éleves plus habiles dans les
procédures techniques cherchent systémati-
quement a réinvestir ce qu’ils maitrisent au
détriment parfois du sens.

8. — Qu’en est-il
plus tard dans la scolarité ?

Cette activité a été proposée a différentes
classes de 3¢me ou de 2nde ainsi qu’a des étu-
diants de master MEEF ler degré ou des étu-
diants post-bac en apprentissage. L’ observation
des séances a permis de constater que les dif-
férents groupes ont tous eu le méme parcours
dans la recherche de ce probleme. Ils sont pas-
sés successivement par les étapes suivantes :

1 la recherche d’un changement d’unités
pour obtenir des mesures dans la méme
unité

2 Torganisation des données dans un seul
tableau en ordonnant les données et en
oubliant les dates
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Texte 6 : Pluviométrie 5éme éleve A6
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3 la détermination de I’intervalle qu’il faut
étudier

4 le calcul par produit en croix et la vérifi-
cation par le graphique ou I’inverse ou
encore par plusieurs calculs.

le doute quant a la procédure.
le calcul des variations

le calcul par la proportionnalité des écarts
au voisinage de la valeur critique

8 le contrdle du résultat au regard de I’ensemble
des données

Ces différentes étapes et la constante des
observations attestent que le milieu est favorable
aun déplacement d’une approche par le processus,
aune approche par la covariation. En effet, les
éleves et les étudiants parviennent a 1’étape 6
du fait que le milieu invalide les autres procé-
dures tout en donnant une idée de la solution
attendue. La spécificité de ce probleme est
qu’il nécessite de mettre en relation différentes
données pour permettre un traitement et qu’aucu-
ne technique ne peut étre directement appliquée
pour sa résolution. La solution ne dépend pas
uniquement des résultats des calculs puisque nous
appliquons un modele et que ce modele a ses
limites. Les arguments proposés par les éleves
ou les étudiants montrent bien en quoi le contex-
te joue un role dans la résolution. Les mathé-
matiques permettent de donner un élément sup-
plémentaire dans la prise de décision mais elles
n’offrent pas une solution exacte démontrable.
En particulier il faut noter que la pluviométrie
est estimée, c’est une prévision qui peut tres bien
&tre dépassée. Le calcul montre que nous serons
tres proches du seuil, il est donc impossible de
certifier que nous ne dépasserons pas la hauteur
limite. Le phénomene n’est pas 1ié aux seules
précipitations : le sol peut &tre humide et moins
drainer 1’eau a partir d’un certain moment,
I’évaporation doit aussi jouer un rdle. Par
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ailleurs, les éleves ont expliqué que le risque
ne peut pas étre mesuré si on ne sait pas ce qui
doit étre protégé dans la cave. Si M. Legoff a
vraiment besoin de protéger sa cave, il lui suf-
fit d’acheter une pompe pour ne plus avoir de
craintes.

Du c6té des conditions, on peut voir que les
connaissances nécessaires sont limitées au
niveau des techniques, par contre la représen-
tation du probleme est tres liée a une connais-
sance externe a I’école issue de 1’expérience,
qui est que plus il pleut, plus la hauteur d’eau
augmente dans le pluviometre, avec une idée
de continuité dans le phénomene qui semble natu-
relle. Les éleves identifient la relation fonc-
tionnelle et la considérent sous 1’angle de la varia-
tion du fait de cette représentation.

Il s’agit donc de construire un modele
pour représenter et traiter la maniére conco-
mitante dont les deux grandeurs vont croitre.
Pour les éleves qui sont convaincus qu’il
s’agit d’une méme grandeur dans deux uni-
tés différentes, la recherche d’un processus de
conversion les amene a chercher un coefficient
multiplicateur donc une proportionnalité entre
les deux séries de valeurs. En effet, toutes les
conversions d’unités rencontrées par les éleves
au 1°" degré et au college se font par application
d’un coefficient de proportionnalité. Le milieu
est suffisant pour remettre en cause cette pro-
cédure, une perception statique du phénome-
ne ne permet pas de résoudre le probleme. Une
perception globale du processus est néces-
saire pour voir que les deux grandeurs varient
bien dans le méme sens mais que plus la plu-
viométrie augmente, plus la hauteur d’eau
dans le pluviometre augmente lentement.
Pour poser le probleme, il faut d’une part
avoir une vision globale du processus, et
d’autre part un traitement local des données.
Nous avons besoin ici de décrire le compor-
tement global de I’augmentation de la gran-
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deur dépendante lorsque la grandeur indé-
pendante augmente et de généraliser ce com-
portement.

Ce changement de point de vue a lieu car
la situation permet des rétroactions qui inva-
lident les représentations erronées. La pre-
miere idée étant de travailler sur les conver-
sions, les éleves se perdent dans des calculs
qu’ils n’arrivent pas a interpréter. Ils partent
de I’expérience qu’ils ont de la pluie et disent
que s’il pleut sur une surface, la hauteur d’eau
est la méme sur toute la surface. La pluviométrie
est la mesure de cette hauteur d’eau, si on
I’exprime en mm, on peut vérifier que 1L/m?
correspond a Imm. On peut donc considérer
que les deux grandeurs sont dans la méme
unité, la question est alors de savoir pourquoi
nous n’avons pas les mémes valeurs. L’ image
d’un pluviometre de forme conique peut aider
a concevoir que la hauteur d’eau n’est pas
proportionnelle au volume.

L’étape suivante est induite par ’intui-
tion que le risque ne va apparaitre qu’autour
de la valeur 11 qui est la pluviométrie prévue
le 21 mars. L’argumentation prend appui sur
une étude rapide du comportement des deux
variables. A ce stade, certains éleves peuvent
déja proposer une réponse justifiée par une
estimation de la prise de risque (« Il n’a qu’a
rentrer plus tdt pour étre tranquille. »). Le
doute rend nécessaire d’établir la concomi-
tance des variations entre les deux grandeurs.
Cela passe par le rapprochement des gran-
deurs dans un méme tableau. Une fois ce rap-
prochement effectué I’hypothese de la pro-
portionnalité est vite évacuée, il faut donc
décrire le comportement de la fonction. C’est
a ce stade que plusieurs registres peuvent étre
utilisés : le tableau ordonné, le graphique. Le
graphique montre la croissance de la fonction
mais la courbe monte de plus en plus douce-
ment. Ce constat peut étre rapproché du calcul
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des variations a partir du tableau. Ces variations
sont le plus souvent indiquées par les éleves par
des fleches opérateurs. Les débats dans les
groupes amenent les éleves a envisager une modé-
lisation du comportement au voisinage de 8. Sans
le formaliser, les éléves considérent que la
fonction peut étre confondue avec une fonction
affine au voisinage de cette valeur et donc
qu’on peut supposer que la courbe se prolon-
ge par un segment ou que les variations peu-
vent étre les mémes pour les valeurs suivantes.

La modélisation est donc nécessaire pour
résoudre le probleme et 1’approximation affi-
ne se justifie par la proportionnalité des écarts.
La notion est donc utilisée comme outil sans avoir
été objet d’étude. La formalisation par contre
est difficile puisque les éleves ne disposent pas
de notations conventionnelles pour désigner
les variations et opérer sur ces variations. La néces-
sité apparait beaucoup plus avec le besoin de
prolonger le phénomene que dans 1’interpola-
tion linéaire sur un intervalle. Sans doute 1’idée
de prolonger amene a poser des hypotheses et
ouvrir des possibles alors que sur un interval-
le ol certaines données sont déja connues, ces
mémes hypotheses sont considérées comme
des « erreurs » par rapport a une réalité que I’on
peut observer. Dans le premier cas, on ne sait
pas si c’est vrai mais on pense que c’est pos-
sible, dans le second on sait que c’est faux. Le
vocabulaire utilisé montre des analogies avec
des grandeurs associées a des taux de variation
comme la vitesse (« Ca monte de moins en
moins vite. »).

Conclusion

Ces quelques exemples permettent d’iden-
tifier certaines compétences indispensables
pour modéliser des phénomenes de covaria-
tions entre grandeurs par des fonctions affines
qu’il s’agirait de travailler au cycle 4 :
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— Les éleves doivent savoir identifier les
grandeurs étudiées.

— Les éleves doivent avoir une approche glo-
bale des variations des deux grandeurs et
de la concomitance entre ces variations. Cette
approche semble intuitive pour quelques
éleves dans toutes les classes ayant parti-
cipé aux expérimentations. Il semble qu’elle
soit plus fréquente en début de college
mais que non outillée par des notations et
non reprise par les enseignants, cette
approche soit peu a peu abandonnée.

— Les éleves doivent poser des hypotheses sur
la continuité du phénomene et sa monoto-
nie sur un intervalle d’étude suffisamment
petit pour utiliser la proportionnalité des écarts.

A travers nos différentes expérimenta-
tions, nous avons pu adapter la grille d’analy-
se de Passaro (Passaro, 2016) et identifier sept
unités de raisonnement qui interviennent dans

MODELISATION : LE CAS
DES FONCTIONS AFFINES

la modélisation d’un phénomene par une fonc-
tion affine dans une approche covariationnel-
le. Ces unités sont résumées dans le tableau en
annexe. Elles évoluent de I’identification des
grandeurs a la fonction théorique en passant par
la prise en compte de la concomitance des
variations. Dans cette schématisation, les gran-
deurs sont notées x et y. On note Ax un accrois-
sement de x. La fleche — symbolise une rela-
tion fonctionnelle. Nous proposons de penser
une progressivité dans 1’enseignement de 1’ affi-
nité qui tienne compte de la nécessité de mobi-
liser ces unités d’enseignement et de tenir
compte dans 1’analyse des productions des
éleves des retours nécessaires a des unités
inférieures pour pouvoir penser les unités sui-
vantes. L’objectif étant d’amener les éleves a
reconnaitre un phénomene pouvant étre modé-
lisé par une fonction affine par I’identification
de ce phénomene comme continu monotone avec
un taux de variation constant sur un interval-
le déterminé.
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ANNEXE 1

Situation expérimentée

Monsieur Legoff, habitant du Finistere Nord, a installé un pluviometre dans son jardin. Chaque
jour il mesure la hauteur d’eau en millimetres dans son pluviometre et ensuite il le vide. Il a rele-
vé dans un tableau la hauteur d’eau de pluie dans son pluviometre du 01 mars au 15 mars 2014.

Dates  101/03 [02/03 [03/03 |04/03 |05/03 | 06/03 [07/03 [08/03 [ 09/03 | 10/03 | 11/03 | 12/03 [ 13/03 | 14/03 | 15/03
Hauteur
deeau en o fo o [ |7 127 [80 |38 |17 [120 |107 [80 |0 |72
mm dans le
pluviométre
Dates Pluviométrie en litre par m?
Monsieur Legoff a remarqué que sa cave I mars 0
est inondée quand, sur une journée, la hauteur > 0
d’eau dans son pluviometre atteint 142 mm. Il
doit s’absenter du 16 au 21 mars. Avant de par- 3 mars 0
tir, il consulte un site météo et il obtient les ren- 3 mars 0
seignements suivants :
5 mars 02
6 mars 1,6
Monsieur Legoff doit-il s’inquiéter pour -
7 mars 75
sa cave ?
8 mars 26
9 mars 02
10 mars 6
11 mars 8
12 mars 4.6
13 mars 2.6
14 mars 0
15 mars 14

Prévisions météo

16 mars 32
17 mars 4
18 mars 34
19 mars 7
20 mars 12
21 mars 11
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Grille d’analyse des unités de raisonnement

MODELISATION : LE CAS
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ANNEXE 2

Unités Description
Ul Identifier une relation fonctionnelle
. identifier les deux grandeurs étudiées
. établir la grandeur indépendante et la grandeur dépendante (existence et sens
de cette dépendance)
x—y . comparer cette relation a des relations fonctionnelles apprises
U2 Considérer une relation fonctionnelle sous 1'angle de la variation
[ . établir que la grandeur indépendante est variable
! z . établir que la grandeur dépendante est variable
l . établir la concomitance entre les variations des deux grandeurs
Vi —y2 . interpréter la dépendance
u3 Décrire le comportement de la fonction
. qualifier cette variation de maniére intuitive
X+ Ax =y + Ay PR S .
. établir le sens de variation de la grandeur dépendante quand la grandeur
indépendante augmente
. qualifier cette variation au regard du processus
U4 Décrire le comportement des accroissements
. considérer des accroissements constants de la grandeur indépendante,
Ax — Ay L . s
considérer des accroissements de la grandeur dépendante
. établir la concomitance entre les accroissements des deux grandeurs
. décrire le comportement global de cette concomitance
uUs Repérer les changements de comportement
. quantifier les accroissements
Axi— Ax2 . . N
. comparer les accroissements de la valeur dépendante a ceux de la grandeur
l l indépendante
Ayr— Ay2 3 interpréter la dépendance entre les accroissements
Uo Considérer des intervalles sur lesquels la fonction est continue monotone
Axr~Ax . considérer intuitivement une continuité et une monotonie locale
! 2 . généraliser intuitivement le comportement sur un intervalle
. passer a des accroissements plus petits
Ayi=Ay2
u7 Interpréter le changement des accroissements en terme de taux de variation et
nommer la grandeur associée
4y . o .
iy . considérer le taux de variation comme une variable
T . considérer les variations du taux de variation
. considérer le taux de variation comme une grandeur
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ANNEXE 3
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Différents modeles de pluviometres proposés par Emmanuel Claisse
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