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LA GEOMETRIE DU COMPAS
DE LORENZO MASCHERONI

Guillaume MOUSSARD
Irem des Pays de La Loire

Résumé : Cet article présente 1’ouvrage de Lorenzo Mascheroni, la Géométrie du compas (1798)
des points de vue mathématique et historique. Il restitue la démonstration que les tracés qui peu-
vent €tre réalisés a la reégle et au compas peuvent étre réalisés au compas seulement. Il montre,
enfin, comment ce livre se situe a la rencontre de deux types d’ouvrage, en mélant les préoccu-
pations théoriques d’exactitude géométrique, et les préoccupations pratiques d’opérationnalité des

constructions proposées.

Lorenzo Mascheroni est un géometre ita-
lien né en 1750 a Bergame dans une famille de
riches propriétaires. Ordonné prétre a 17 ans
conformément au projet familial, il enseigne les
langues anciennes au collége de Bergame puis
a Pavie. C’est 1a qu’il s’intéresse aux sciences
mathématiques et physiques et qu’il les enseigne
bientdt a I’université. Il déceéde en 1800 a Paris,
ou il avait ét€ missionné par la jeune répu-
blique Cisalpine pour participer aux travaux sur
le nouveau systeme des poids et mesures.

L’ouvrage Géométrie du compas' est
publié en 1797 a Pavie. Mascheroni y expose
des solutions aux problémes de construction de
la géométrie élémentaire, comme par exemple
les constructions de la bissectrice d’un angle,
du milieu d’un segment, d’un polygone régu-
lier etc., réalisées avec le seul compas, sans recou-

rir a 'usage de la regle. Vanté a Paris par le
général Bonaparte, qui a rencontré Maschero-
ni lors de la campagne d’Italie, I’ouvrage est
traduit en francais des 1798. Un tel ouvrage por-
tant sur les constructions de I’ancienne géométrie
pourrait paraitre a contre-courant, de 1’avis
méme de son auteur, en un siecle ol régne
I’analyse. Bien au contraire, I’avenir proche mon-
trera qu’il participe d’un regain d’intérét pour
les raisonnements et les méthodes géomé-
triques qui se passent de I’emploi de 1’algebre :
pensons par exemple aux ouvrages de Carnot
et de Servois?.

1 Mascheroni, Lorenzo, Géométrie du compas, trad. Caret-
te, Paris, Duprat, 1798.

2 Carnot, Lazare, Géomeétrie de position, Paris, Duprat, 1803.
Servois, Francois-Joseph, Solutions peu connues de
différens problemes de géomeétrie pratique, Paris, Cour-
cier, 1804.
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La Géomeétrie du compas est une collection
de problemes élémentaires qui contient notam-
ment toutes les propositions des Eléments de géo-
métrie, par exemple ceux d’Euclide, qui sont
des problemes de construction. Ces construc-
tions constituent ici un corpus a part entiere, chose
impensable dans I’ouvrage d’Euclide, ou alter-
nent théorémes et problémes de construction,
pour la raison que les théorémes y établissent
les propriétés de figures construites en amont
dans I’ouvrage, et que les constructions s appuient
pour leur démonstration sur des théorémes
démontrés en amont dans I’ouvrage.

Certes on trouve des corpus de problemes
de construction au X VIIIeme siecle dans d’autres
types d’ouvrages : dans certaines géométries pra-
tiques qui traitent d’arpentage ou de construc-
tion, ou encore dans des récréations mathéma-
tiques. Ce qui distingue la Géométrie du compas
de Mascheroni est qu’elle conjugue les approches
théorique et pratique. Elle s’adresse aux artistes
susceptibles d’employer ces constructions dans
des situations ot le compas procure une meilleu-
re précision, et a la fois elle établit des résul-
tats théoriques d’importance dans un style qui
est a plus d’un titre celui d’un traité de géométrie.
L’article met en évidence cette singularité de
I’ouvrage a travers 1’étude de quelques-unes de
ses caractéristiques.

Comment Mascheroni organise-t-il les cent
trente problémes de construction dont il expo-
se les solutions ? Mascheroni classe ces problemes
en douze livres. Chacun de ces livres aborde un
theme spécifique, qui releéve soit de la nature
des figures qui y sont construites, soit des
notions géométriques qui y sont mobilisées.

Motivations pratiques
et théoriques de Uauteur

Qu’est-ce qui ameéne Mascheroni a com-
poser cet ouvrage qui a la double originali-
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té de ne présenter que des problemes et de
n’employer que le compas ? L’auteur donne
des éléments de réponse a cette question dans
la préface. D’une part, il est aiguillonné, en
lisant 1’article quart de cercle mural de
I’Encyclopédie, par la difficulté que ren-
contrent les astronomes a partager ce quart
de cercle en parties égales avec le seul com-
pas, instrument plus précis que la regle pour
ce genre de fabrication. D’autre part, il se
demande si « les problemes élémentaires
d’Euclide » ne pourraient pas étre décomposés
entre les constructions réalisables a la regle
seule et les constructions réalisables au com-
pas seul. Les motivations qu’affiche 1’auteur
dans sa préface sont donc de nature distinc-
te : pratique d’une part pour la réalisation d’un
instrument de mesure astronomique, théo-
rique d’autre part en souhaitant compléter
en quelque sorte les Eléments d’Euclide.

Le livre II traite entierement de cette
question du partage du cercle en parties
égales. Mascheroni donne la construction au
compas seul du partage de la circonférence
en 240 parties égales, 1a ol les Eléments de
Legendre, par exemple, en donnent le parta-
ge en trois, quatre, cing, six, dix et quinze par-
ties égales uniquement. Quant au partage en
360 parties égales, courant pour la mesure des
angles, rappelons qu’il n’est pas constructible
a larégle et au compas. Voici, a titre d’exemple,
comment Mascheroni obtient le partage du
cercle en cinq parties égales avec le seul
compas, construction qui revient a inscrire un
pentagone régulier dans un cercle donné
(encadré ci-contre).

Opérationnalité des constructions
Les constructions de Mascheroni sont opé-

rationnelles, c’est-a-dire que pour chaque pro-
bleme, toutes les étapes de la construction avec
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le compas sont détaillées. C’est tout a fait dif-
férent de 1’approche déductive des Eléments
d’Euclide, ot une construction ayant été démon-
trée, elle est ensuite convoquée dans les construc-
tions ultérieures sans étre a nouveau détaillée.
Par exemple, la construction de la bissectrice
d’un angle y est démontrée une fois pour toute,
et les tracés nécessaire a sa réalisation ne sont
plus jamais mentionnés par la suite.

Ce souci de I’opérationnalité des construc-
tions influence fortement Mascheroni dans le
choix des solutions qu’il expose. Par exemple,
au paragraphe précédent, nous pouvons remar-
quer que la construction du partage d’un cercle
en cinq parties égales s’appuie sur un premier
partage du cercle en douze parties égales qui,
conjugué avec le premier, permettrait de par-
tager le cercle en soixante parties égales.
L’emploi répété de la bissectrice d’un angle per-
mettrait alors d’obtenir un partage en 240 par-
ties égales. Toutefois, ce n’est pas la solution
que donne Mascheroni a ce probleme. Il expo-
se une autre solution moins cofiteuse en traits
de construction.

Au-dela du nombre de traits de construc-
tions, Mascheroni s’ impose d’autres contraintes
liées a I’opérationnalité des constructions. Il tache
ainsi d’utiliser le moins de points extérieurs a
la figure possible et fait en sorte que les inter-
sections de cercles se fassent le plus souvent pos-
sible a angle droit afin de déterminer le point
avec un maximum de précision graphique.

Tout en respectant la rigueur euclidienne
dans les démonstrations qu’il fait de ses
constructions, nous voyons que Mascheroni se
préoccupe de 1’opérationnalité des construc-
tions. Il propose d’ailleurs souvent plusieurs
solutions a ses problémes de construction,
afin de répondre aux diverses situations
concretes susceptibles d’étre rencontrées par
les artisans qui les mettraient en ceuvre.
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Montrer avant de démontrer

L’ouvrage de Mascheroni est une succes-
sion de constructions particulieres qui se veut
exhaustive. « Je ne vois plus d’apres tout cela,
écrit-il, quels autres éléments on pourrait dési-
rer », ¢’est-a-dire quelles autres constructions
le lecteur pourrait attendre, en comparaison de
ce qu’il trouverait notamment dans des Eléments
de géométrie. Il a voulu montrer a son lecteur
les solutions a « un grand nombre des princi-
paux » problemes de géométrie élémentaire, en
I’occurrence « les plus utiles, ou préférables a
cause de leur élégance ». L’association des
mots « utile » et « élégance » met ici encore en
évidence la double préoccupation théorique et
pratique de Mascheroni.

Cette succession de constructions particu-
lieres aboutit néanmoins au livre VII a un théo-
réme d’importance, & savoir que tout point
constructible a la régle et au compas peut I’étre
au compas seulement. C’est que 1’auteur a
voulu « montrer avant de démontrer ». Il assu-
me le fait que des recherches particulieres 1’ont
conduit a un résultat général, et il organise
I’ouvrage en conséquence.

Mais dans le méme temps, Mascheroni
regrette de ne pas avoir découvert le « fil » qui
relie entre elles ses constructions.

Voyant que je ne devais pas attendre
beaucoup de I’application de I’Algébre a
la Géométrie, j’eus recours a d’autres
moyens purement géométriques. Je ne les
indique pas ici, parce que [...] je n’ai
pas tenu toujours la méme route, et que
je dois beaucoup au hasard [...] Je lais-
se a d’autres le soin d’examiner la chai-
ne qui lie entre eux les problémes de cette
nouvelle théorie ; ils parviendront peut-
étre a suivre le fil qui conduit par ordre
de ’'un a I’autre.
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Ce souci de trouver un fil conducteur au sein
de propositions diverses et sans lien apparent
animera les géometres du XIXeéme siecle a
I’instar de Chasles. Voici comment Mascheroni
démontre son théoréme?. Les points peuvent étre
obtenus avec une régle et un compas par trois
types d’intersection : celle de deux cercles,
celle d’un cercle et d’une droite et celle de
deux droites. La premiere relevant de 1’usage
du seul compas, il reste a établir que les deux
autres sont réalisables avec le seul compas.

Commencons par I’intersection d une droi-
te (LM) et d’un cercle de centre A passant par B
(fig.46). Dans le premier cas ou le centre du cercle
n’appartient pas a la droite, on trace les cercles
de centres L et M passant par A : ils se recoupent
en V. Les cercles de centres A et V et de rayon
AB se coupent en P et Q, points d’intersection
de la droite (LM) avec le cercle donné.
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donné aux points P et Q. On partage les deux
arcs du cercle donné en deux également aux points
m et n, points d’intersection de la droite (LA)
avec le cercle donné.

Dans le deuxieme (fig. 48) cas ou M est au
centre A du cercle, on trace un cercle de centre
L et de rayon quelconque qui recoupe le cercle

3 Mascheroni, op. cit., p. 93 2 98.

Poursuivons (fig. 50) avec ’intersection S
d’une droite (AB) avec une droite (CD). On trace

61




LA GEOMETRIE DU COMPAS
DE LORENZO MASCHERONI

les cercles de centres B et A passant par C et D.
Les cercles passant par C (resp. D) se recoupent
en c (resp. d).

Soit 0 le quatriéme sommet du parallé-
logramme CDd0, simple a construire avec
un compas seulement. Les triangles cdd et cCS
étant semblables, on déduit que CS (ou ¢S) est
la quatrieéme proportionnelle aux trois lignes
cd,CD, Cc.

Des lors, tout point construit avec une regle
et un compas peut I’étre avec le seul compas en
remplacant les usages de la régle par les construc-
tions ci-dessus. Il faut noter toutefois que
Mascheroni ne procede jamais de la sorte dans
ses constructions ol il propose des solutions plus
simples. Cela apparait dans les deux construc-
tions suivantes, utilisées dans la démonstra-
tion ci-dessus, du partage d’un arc donné en deux
parties égales, et d’une quatriéme proportion-
nelle a trois lignes données.

Pour diviser un arc BAC en deux parties
égales*, soient D et E les points d’intersection
du cercle de centre A et de rayon BC respecti-
vement avec les cercles de centres B et C pas-
sant par A.

On place ensuite le point ' a 1’intersection
des cercles de centres E et D et passant res-
pectivement par B et C.

Enfin, les cercles de centres D et E et de
rayon AF se coupent en G, situé au milieu de
I’arc BC.

Pour construire une quatrieme propor-
tionnelle” & trois longueurs données, on trace
deux cercles de méme centre A dont les rayons

4 Op.cit.,p. 34.
5 Op.cit.,p. 68.
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sont les deux premieres longueurs données. Le
cercle de centre un point B du premier cercle
et de rayon la troisieéme longueur donnée recou-
pe ce méme cercle en C. Prenant un écartement
quelconque comme rayon, les cercles de centres
B et C recoupent le deuxieme cercle respecti-
vement en E et D. Laligne DE est alors la qua-
trieme proportionnelle cherchée.

La démonstration de cette construction uti-
lise les triangles semblables ABC et AED. Nous
voyons que cette construction, comme la pré-
cédente, n’est pas obtenue en partant d’une
construction a la régle et au compas qui serait
transformée en une construction au compas
seul en remplacant les usages de la regle par des
constructions au compas, comme cela est rendu
possible par la démonstration du théoreme. Au
contraire, la construction d’une quatriéme pro-
portionnelle est particulierement rapide a effec-
tuer au compas seul.

Précision graphique
et exactitude géométrique

Le douzieme et dernier livre de 1’ouvra-
ge est consacré aux « problemes résolus par
approximation ». Il contient des problemes qui
ne peuvent pas étre résolus avec la regle et le
compas. Certains d’entre eux peuvent étre
résolus en employant d’autres courbes que la
droite et le cercle, comme la cycloide, la
conchoide, et la cissoide.
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Mais quoique « d’une invention tres ingé-
nieuse et d’un prompt et élégant usage dans
la pratique », les instruments faits pour décri-
re ces courbes « laissent toujours quelques soup-
cons de petites erreurs qu’on ne peut pas
quelquefois bien calculer ». Des lors, « il
vaudra mieux, dans beaucoup de cas, préfé-
rer a I’exactitude théorique de ces méthodes
I’approximation pratique suffisante d’une
construction faite avec la regle et le com-
pas ». En I’occurrence, Mascheroni utilise a
la fois les relations trigonométriques et les tables
de trigonométrie pour proposer des construc-
tions approchées au compas seul, dont il four-
nit par le calcul une estimation de I’erreur.

Il est préoccupé par la précision gra-
phique des tracés, et dans le méme temps il
fournit une démonstration du degré de préci-
sion de chaque construction.

Conclusion

L’ouvrage de Mascheroni se situe a la ren-
contre de deux types d’ouvrages, les Eléments
de géométrie et les ouvrages de géométrie pra-
tique. Les constructions sont organisées en livres
et exposées dans le style euclidien en respectant
le triptyque que forment 1’énoncé, la construc-
tion, et la démonstration synthétique. Et dans le
méme temps 1’opérationnalité de ces construc-
tions est une préoccupation essentielle, qui
impose des contraintes fortes aux constructions
exposées. Mascheroni méle les considérations
d’ordre technique et les spéculations géométriques.

Parti d’un probleme de fabrication d’un
instrument de mesure, il déploie les solutions avec
le seul compas de toutes les constructions conte-
nues dans les Eléments de géométrie, et plus enco-
re, aboutit a un résultat théorique d’importan-
ce. Finalement, le dernier livre éclaire la distinction
entre la précision graphique des tracés et I’exac-
titude géométrique des solutions.
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