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«L’idée que les mathématiques pouvaient en quelque

sorte s’ adapter a des objets de notre expérience me

semblait remarquable et passionnante.»*”
Heisenberg

«... historically, intellectually, and practically, math-
ematics is primarily man’s finest creation for the inves-
tigation of naturey»’

Morris Kline

Introduction

A la question classique : «A quoi servent
les mathématiques ?» on a tendance a chercher
des réponses que 1’on croit convaincantes en
s’appuyant sur 1’utilité supposée des mathé-
matiques. De telles réponses s’inscrivent dans
la conception utilitariste qui domine aujourd’hui
un enseignement réduit a la formation et oublie
I’objectif premier de I’enseignement : instrui-
re, ¢’est-a-dire apporter a chacun les connais-
sances qui lui permettent de comprendre le
monde ; c’est ce point qu’il faut mettre en
avant en répondant a la question posée ci-des-
sus : «les mathématiques ¢a sert a comprendre
le monde». On peut préciser qu’il ne s’agit
pas de comprendre le monde dans sa totalité
mais de comprendre la part du monde qui peut
étre soumise a la mathématisation, méme si on
ne sait pas définir a priori cette part du monde.

Cela nous conduit a revenir sur ce que le
physicien Wigner a appelé dans un article
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célebre la déraisonnable efficacité des mathé-
matiques dans les sciences de la nature*. Nous
proposons dans cet article de montrer, a travers
quelques exemples, comment les mathéma-
tiques contribuent a la connaissance et a la
compréhension du monde par I’homme.

Quelques faits épars
la forme de la terre

Revenant en avion des Etats-Unis vers
Paris, j’ai survolé vers six heures du matin le
Cotentin, ce que j’ai reconnu parce que ce que
je voyais ressemblait a ce que j’avais vu sur
des cartes géographiques. Pourtant ceux qui
ont dessiné la carte du Cotentin n’ont jamais

1 Ce texte est issu d’une intervention au colloque Regards
sur la géomeétrie, Lille-Maubeuge, mars 2010
* les notes sont réunies en fin d’article.
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vu cette presqu’ile dans sa globalité. Plus
tard j’ai fait une expérience analogue lors
d’un vol Paris-Rabat en survolant I’angle
droit défini par les cotes francaises et espa-
gnoles au fond du Golfe de Gascogne. On pour-
rait faire une remarque analogue en compa-
rant les cartes géographiques et les
photographies par satellites.

Ainsi on reconnait d’avion un morceau de
la Terre parce qu’on a déja vu des cartes géo-
graphiques dessinées par des hommes qui n’ont
jamais vu ce morceau de Terre mais qui savaient
recoller les petits morceaux qu’ils avaient mesu-
rés. On ne saurait mieux montrer 1’apport des
mathématiques a notre connaissance du monde.
Ici ce sont les mathématiques qui ouvrent la voie,
I’expérience venant plus tard pour montrer
I’adéquation entre la représentation mathéma-
tique et le monde.

Nous venons de parler de la connaissan-
ce de la forme de la Terre via les cartes géo-
graphiques, connaissance confirmée plus tard
par les vues aériennes ou les images par satel-
lites. Il faudrait rappeler le role pratique de ces
cartes puisqu’elles ont accompagné le déve-
loppement de la navigation. On peut rappeler
que Mercator a développé le procédé qui porte
son nom au XVIeme siecle a I’époque des
grandes navigations et que, connaissant I’'impos-
sibilité de représenter la Terre sur un plan, il
cherchait une représentation conservant les
angles, laquelle permet de définir le cap, c’est-
a-dire I’angle que fait la route suivie par un navi-
re avec le méridien. La projection de Merca-
tor, si elle donne une image déformée de la Terre,
a I’avantage de conserver les angles ce qui
permet de représenter les courbes a cap constant
(les loxodromiques) par des droites, ce qui
aide a la navigation. Notons que 1’idée de
représentation conservant les angles est ancien-
ne puisqu’on attribue 1’invention de la pro-
jection stéréographique a Ptolémée.
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questions de mécanique

Au Musée des Sciences et des Techniques
de Florence, on peut voir 1’objet suivant :

Un planche de bois est posée verticalement ;
sur le bord supérieur droit, une rainure part ver-
ticalement et fait un coude pour s’achever
horizontalement. Apres la rainure on peut voir
quelques arceaux convenablement placés de sorte
qu’une bille lachée sans vitesse initiale au
sommet de la rainure passe entre les arceaux
pour toucher le bord horizontal inférieur de la
planche a un endroit marqué. On notera que les
arceaux ont été placés a priori compte tenu de
la loi fondamentale de la mécanique et des
conditions initiales, la vitesse de la bille au
moment ou elle quitte la rainure étant déterminée
par la hauteur de la rainure. De fagon précise,
si h désigne la hauteur de la rainure et g 1’accé-
lération de la pesanteur, cette vitesse v satis-
fait a la relation

v2=2gh

Notons que si on penche la planche, la bille par-
cours la méme trajectoire sur la planche. Nous
laissons la démonstration de ce fait au lecteur.
On voit ici une belle illustration de la théorie
de la chute des corps. Ici encore ce sont les mathé-
matiques qui permettent de connaitre a prio-
ri, c’est-a-dire avant toute expérience, la tra-
jectoire de la bille.

Nous reviendrons ci-dessous sur ce qu’on
peut appeler la mathématisation de la mécanique.
On peut noter, parmi les grandes réussites de
cette mathématisation, la découverte théorique
de la planete Neptune par Le Verrier, décou-
verte suivie par son observation effective, 'une
des plus belles conséquences de la théorie new-
tonienne de la gravitation. On pourrait aussi rap-
peler I’arrivée de la sonde Voyager II pres de
Neptune au moment prévu.
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Ainsi la mécanique devenue un chapitre des
mathématiques nous informe sur le monde et
nous donne les moyens d’agir sur le monde"°.

électromagnétisme

Apres la mécanique, nous citerons un autre
chapitre de la physique mathématique, 1’élec-
tromagnétisme, dont on sait le réle qu’il a joué
et qu’il joue encore dans le développement de
notre civilisation scientifique.

Le déplacement d’une aiguille aimantée
en présence d’un courant électrique mis en évi-
dence par (Ersted met en relation deux types de
phénomenes physiques, les phénomenes élec-
triques et les phénomenes magnétiques ; cela
conduira Ampere a développer une premiere théo-
rie de I’électromagnétisme®. L’étude des rela-
tions entre électricité et magnétisme conduira
Faraday a inventer (découvrir !) la notion de champ
électromagnétique. On présente souvent Fara-
day, physicien autodidacte, comme un remar-
quable expérimentateur, ce qu’il fut, oubliant
le physicien théoricien qu’il était. On ne découvre
pas la notion de champ électrique ou de champ
magnétique en regardant les figures formées par
de la limaille de fer sous I’action d’un aimant,
la notion de champ reléve d’une approche théo-
rique et a ce titre on doit considérer Faraday
comme un grand physicien théoricien’. Restait
alors a déterminer les lois du champ électro-
magnétique ainsi découvert, ce qu’a fait Max-
well en écrivant les équations qui portent
aujourd’hui son nom®. Certaines solutions de
ces équations représentent des phénomenes
ondulatoires posant ainsi la question de I’exis-
tence des ondes électromagnétiques, lesquelles
furent découvertes ultérieurement par Hertz. Ainsi
s’est ouvert un nouveau chapitre de la phy-
sique, I’étude des ondes électromagnétiques, cha-
pitre qui conduira aux applications que 1’on
sait, depuis la TSF jusqu’a la communication
par satellite. En outre, en comparant les vitesses
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de propagation dans le vide de ces ondes €lec-
tromagnétiques et de la lumiere, on a été amené
a considérer les ondes lumineuses comme des
ondes électromagnétiques et a redéfinir I’optique
comme un chapitre de 1’électromagnétisme.

La déraisonnable
efficacité des mathématiques

En 1960 Wigner publiait un article intitu-
1€ «The unreasonable effectiveness of mathe-
matics in the natural sciences»°’. Pour expliquer
cette efficacité, Wigner renvoie a ce qu’il appel-
le Ia loi empirique de I’épistémologie, laquel-
le est constituée de deux «miracles» (c’est le terme
employé par |’auteur)

1 — la nature est soumise a des lois.
2 — I’homme peut connaitre ces lois.
Il faudrait ici ajouter un troisiéme miracle

3 — ces lois s’expriment en termes mathé-
matiques.

ce que Galilée exprimait sous la forme

«Le grand livre de la nature
est écrit en termes mathématiques»

Mais cette phrase peut étre lue de deux
facons, une lecture réaliste qui dit que les mathé-
matiques sont dans la nature, une lecture posi-
tiviste qui dit que I’homme, pour comprendre
la nature, la réécrit en termes mathématiques.
Nous n’avons pas ici a nous prononcer sur le mode
de lecture de I’adage galiléen, ce qui nous inté-
resse c’est que cette lecture constitue un mode
de connaissance et de compréhension du monde.

C’est ce troisieme miracle qui assure la
déraisonnable efficacité des mathématiques.
En ce qui concerne les deux premiers, il fau-
drait parler plus généralement de la déraison-
nable efficacité des sciences de la nature,
qu’elles soient ou non mathématisées.
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la géométrie élémentaire

Nous avons déja parlé du miracle de la
cartographie qui permet de connaitre la forme
de la Terre sans avoir besoin de la voir ou du
miracle qui permet de déterminer a priori la tra-
jectoire d’un mobile. Ces deux miracles s’appuient
sur un miracle antérieur, celui de la géométrie
que Paul Valéry décrit de la fagon suivante :

«Songez a la subtilité et a la volonté qu’il leur
a fallu (aux géométres grecs) pour accomplir
U'ajustement si délicat, si improbable, du
langage commun au raisonnement précis ; son-
gez aux analyses qu’ils ont faites d’opérations
motrices et visuelles trés composées ; et
comme ils ont bien réussi dans la corres-
pondance avec les propriétés linguistiques et
grammaticales. Ils se sont fiés a la parole et
a ses combinaisons pour les conduire siire-
ment dans [’espace» "

Ainsi les Eléments d’Euclide apparaissent
comme un miracle langagier. Il ne s’agit pas
seulement de nommer des objets issus de la
connaissance empirique, il s’agit de connaitre
leurs propriétés a partir d’un petit nombre
d’entre elles, les axiomes et les postulats, et
cela par le seul usage d’un discours conve-
nablement réglé, ce qu’on appelle une démons-
tration. C’est I’'usage de la démonstration qui
donne a la connaissance des «faits de [’espa-
ce», pour reprendre une expression de Méray
', son caractere scientifique, renvoyant a la
définition de la science donnée par Aristote
dans les Seconds Analytiques :

«...connaitre scientifiquement c’est savoir par
démonstration» "

Exemple de ce miracle langagier, on montre
qu’il n’existe, a similitude pres, que cinq poly-
&dres réguliers. On comprend qu’un tel fait, qui
ne pouvait étre connu que par le raisonnement,
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soit apparu comme I’apothéose de la géométrie,
conduisant a une conception mystique du monde,
comme on peut le lire dans le Timée de Platon
ou plus tard dans les écrits de Kepler.

les nombres complexes et la
représentation des phénoménes vibratoires

Les nombres complexes se sont introduits
pas effraction dans les mathématiques. Pour
résoudre une équation du troisieme degré, les
mathématiciens italiens Tartaglia et Cardan
utilisent la racine carrée d’un nombre négatif,
terme qui disparait dans le résultat final .
Nombre absurde qui apparait essentiellement
comme un artifice de calcul que les mathé-
maticiens s’efforceront de justifier, mais pen-
dant longtemps ces nombres, appelées «ima-
ginaires» par Descartes, garderont un caractere
mystérieux méme s’ils permettent d’effectuer
de nombreux calculs.

Parmi les nombreuses formules dans les-
quelles interviennent les nombres complexes,
nous citerons les formules d’Euler qui relient
la fonction exponentielle et les fonctions tri-
gonométriques ; de facon précise si x est un
nombre réel, alors

€™ = cosx + isinx
dont une conséquence est la célebre formule
em+1=0

dont on a dit qu’elle reliait I’arithmétique (1),
la géométrie (i), I’algebre (i) et ’analyse (e).

Mais le miracle, comme le remarque Wigner,
réside dans la relation entre 1’exponentielle
complexe et les mouvements vibratoires.

On peut représenter un mouvement vibra-
toire comme la projection orthogonale d’un
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mouvement circulaire uniforme sur un dia-
metre, ce qui explique le role des fonctions tri-
gonométriques dans 1’étude des mouvements
vibratoires. Mais on reste ici dans le champ réel
et les fonctions trigonométriques suffisent.

Plus intéressante est I’approche par les
équations différentielles a coefficients
constants ', I’exemple type étant 1’équation
différentielle

X" +w?x=0

dont les solutions décrivent des mouvements
vibratoires de fréquence v = o / 2.

La solution générale s’écrit

x = Acos ot + Bsin ot
ou
x = Pe i 4 Qe — it

Si la premiere forme donne une représen-
tation réelle des solutions qui semble plus adap-
tée a I’étude des phénomenes physiques, la
seconde forme s’appuyant sur les propriétés
de I’exponentielle complexe a I’avantage de don-
ner des calculs plus simples comme on peut le
voir aisément lorsque 1’on compose des mou-
vements de méme fréquence.

On sait aussi que les équations différentielles
expliquent le phénomene de résonance.

Si on considére un systeme oscillant de
fréquence v = / 25 soumis a une action exté-
rieure périodique de fréquence v’ = ®’/ 2,
alors le mouvement du systeme est défini par
une équation différentielle de la forme

X7+ 2x=£1)

ou f'est une fonction périodique de fréquence v’.
Lorsque les fréquences v et v’ sont distinctes,
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alors le mouvement est défini par une fonction
de la forme

x = g(f) + Pe 1 + Qe ~ 10",

ol g(t) est une solution particuliere de I’équa-
tion différentielle.

Mais si v = v’, alors le systeme explose
comme le montre la résolution de I’équation dif-
férentielle. C’est le phénomene de résonance dont
on sait qu’il faut I’éviter dans certains cas et qu’il
faut au contraire 1’ utiliser dans d’autres cas.

Quant a 1’équation des ondes, elle s’écrit

et on sait que les solutions s’expriment soit en
séries de fonctions trigonométriques soit en
séries d’exponentielles complexes. Ici encore
I’expression en séries d’exponentielles complexes
simplifie les calculs.

Mais I’intervention des exponentielles
complexes ne se réduit pas a la seule sim-
plification des calculs, on plutét, si les cal-
culs se simplifient, c’est qu’il y a une raison
; c’est le caractere périodique de 1’exponen-
tielle complexe et la possibilité de dévelop-
per toute fonction périodique en séries d’expo-
nentielles complexes.

Ainsi se rencontrent les phénomenes vibra-
toires et les nombres complexes, rencontre qui
participe de ce que Wigner appelle les connexions
inattendues (inexpected connections) reliant
ainsi deux phénomenes a priori différents .

Si ces miracles ont une explication ration-
nelle, reste qu’ils posent la question des rela-
tions entre le monde et cette invention humai-
ne que constituent les mathématiques. Que le
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monde soit mathématique comme le veut la
tradition platonicienne ou que les mathéma-
tiques soient I’instrument inventé par I’homme
pour comprendre le monde, cette adéquation
(cette idonéité dirait Gonseth '°) garde un
caractére mystérieux pour qui s’adonne a
I’étude de cette relation spécifique entre le
monde et les mathématiques. C’est ce carac-
tere mystérieux que Wigner met en avant
lorsqu’il parle de la déraisonnable efficaci-
té des mathématiques dans les sciences de la
nature. Il faudrait plus généralement parler de
la déraisonnable efficacité de la pensée ration-
nelle comme le dit le po¢te Réverdy lors-
qu’il écrit :

« Impasse de la raison, c’est qu’elle est elle-
méme inexplicable par la raison. »

Notre propos ici est moins de revenir sur
le déraisonnable de la raison que de montrer com-
ment se construit la réduction d’une partie de
la connaissance du monde aux mathématiques,
ce qu’on peut appeler la mathématisation de cette
connaissance. Nous précisons ici que cette
réduction porte sur la connaissance du monde
et non sur le monde. Ce qui est déraisonnable,
c’est-a-dire inexplicable par la raison, c’est
que cette réduction, non seulement rend le
monde intelligible pour I’homme, mais per-
met a ce dernier d’agir sur le monde.

A ce déraisonnable, on peut répondre, avec
Carlo Bourlet, que I’intervention des mathé-
matiques dans les sciences de la nature n’est qu’un
juste retour si I’on sait que c’est dans la natu-
re que les mathématiques ont trouvé leurs
sources les plus fécondes '®, mais cette argument
ne fait que repousser la question qui est moins
celle des mathématiques en tant que telles que
celle de la possibilité de substituer le discours
démonstratif ou le calcul a la connaissance
empirique. On revient ainsi au miracle signa-
1€ par Paul Valéry ci-dessus.
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La mathématisation

Qu’est-ce que la mathématisation ? Disons
d’abord ce qu’elle n’est pas, I’application
des mathématiques a un domaine de la connais-
sance. On n’a jamais appliqué les mathéma-
tiques a la mécanique, celle-ci est devenue un
chapitre des mathématiques avec Galilée et
cette mathématisation de la mécanique s’est
affinée au long des siécles comme nous le rap-
pelons ci-dessous. Il s’agit moins d’appli-
quer des mathématiques déja construites pour
étudier un phénomene que de mettre en place
une méthode hypothético-déductive, c’est-
a-dire I’utilisation de la démonstration pour
découvrir de nouvelles vérités a partir de
vérités déja connues.

Cette mathématisation peut alors appa-
raitre sous deux formes, 1’utilisation de mathé-
matiques déja élaborées ou la construction de
nouvelles formes de mathématiques qui pour-
ront prendre a leur tour leur autonomie par
rapport aux problemes qu’elles se proposaient
de résoudre. Ainsi la perspective dont les
peintres de la Renaissance ont cherché a 1égi-
timer les constructions en s’appuyant sur la
géométrie euclidienne et qui a conduit a déve-
lopper un nouveau chapitre de la géométrie, la
géométrie projective .

la mathématisation de la mécanique

Pour illustrer la question de la mathé-
matisation nous reviendrons sur la mathé-
matisation de la mécanique. On peut consi-
dérer que cette mathématisation commence
avec les deux textes d’ Archimede sur la sta-
tique, «De 1’équilibre des figures planes» *
et «Des corps flottants» > dans la mesure ou
ils usent de la méthode déductive et pour cela
s’appuient sur la géométrie. La statique
s’inscrit ainsi comme un chapitre des mathé-
matiques.
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Reste le probleme du temps et du mouve-
ment. Si pour les Grecs, le langage, en particulier
le langage de la science, doit dire le monde, les
paradoxes de Zénon montrent que 1’on ne peut
parler du mouvement sans rencontrer de contra-
dictions. La science ne saurait donc parler que
de I’Etre, c’est-a-dire de ce qui est immuable.
Cela conduit a I’'impossibilité de construire
une science rationnelle du mouvement et on peut
y voir la raison de 1’élimination du mouve-
ment dans la science grecque, méme si le prin-
cipe de I’égalité par superposition qui fonde la
géométrie s’appuie sur le mouvement tout en
permettant de s’en débarrasser .

La science rationnelle du mouvement com-
mence avec ce que 1’on peut appeler la stati-
fication du temps via les travaux de Galilée. Le
temps de la mécanique rationnelle n’est plus
le devenir des Grecs qui permet de traduire le
mouvement au sens général que lui donne
Aristote, savoir ce qui est changeant™, le temps
de la mécanique rationnelle devient une idéa-
lité mathématique analogue aux objets géo-
métriques, ce qui conduira Newton a la défi-
nition suivante :

«Absolute, true and mathematical time, of itself,
and from on its own nature, flows equally with-
out relation to anything external.. »*

Quelques dizaines d’années plus tard
D’ Alembert expliquera :

«Le temps par sa nature coule uniformé-
ment, et la Mécanique suppose cette unifor-
mité » >

ajoutant

«Du reste, sans connoitre le temps en lui-méme,
et sans avoir de mesure précise, nous ne
pouvons représenter plus clairement le rap-
port de ses parties que pas celui des portions
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d’une droite indéfinie. On peut donc comparer
le rapport des parties de I’ espace parcouru,
comme on compare en Géométrie les rapports
des parties d’une ligne a celui des parties d’une
autre ligne ..»

Dans ce cadre le mouvement d’un corps
mobile peut étre défini comme une fonction qui
associé a tout instant la position de ce corps a
cet instant. Ainsi la mécanique rationnelle est
liée a la notion de fonction dont le mouve-
ment d’un corps peut étre considéré comme un
archétype. En contrepoint, la notion de fonc-
tion d’une variable peut étre interprétée en
terme cinématique au sens ol on peut consi-
dérer que la variable dépendante dépend de la
variable indépendante comme la position d’un
corps mobile dépend du temps. Plus qu’une
simple analogie, on peut parler d’une identi-
fication de la notion mathématisée de mouve-
ment et de la notion de fonction d’une variable.
C’est cela qui permet de relier la notion de vites-
se instantanée d’un point mobile et la notion
de dérivée d’une fonction.

les trois moments
de I’histoire de la mécanique

La mécanique rationnelle commence avec
I’énoncé des trois lois de Newton que 1’on trou-
ve dans les Principia :

«I- Every body continues in the state of rest,
or uniform motion in a right line, unless it is
compelled to change that state by forces
impressed upon it.

II- The change of motion is proportional to
the motive force impressed and is made in the
direction of the right line in which that force
is impressed.

III- To every action there is always opposed
an equal reaction or, the mutual actions of
two bodies upon each other are always equal
and directed to contrary parts.»*
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C’est Varignon qui donnera a la seconde
loi sa formulation différentielle que nous écri-
vons aujourd’hui

f=ma

ou fest la force, m la masse et a I’accélération”.

Cette formule a I’apparence simple pose
cependant un probléme*. Si la notion d’accé-
lération, la vitesse de la vitesse, peut €tre aisé-
ment définie via le calcul différentiel, il
n’en est pas de méme pour la masse définie
par Newton comme la quantité de matiere,
notion floue que 1’on peut considérer comme
une définition de chose selon la terminolo-
gie des philosophes de Port-Royal® ; quant
a la notion de force que 1’on peut définir
comme la cause du mouvement, elle reste une
notion brumeuse qui sera critiquée par des
mathématiciens comme D’Alembert qui
écrit, pour éviter la question des causes du
mouvement :

«J envisage la Méchanique comme la Scien-
ce des effets plutot que celle des causes.» ™

C’est ce point de vue qui ’amene a défi-
nir la force accélératrice comme «la quantité
a laquelle I’accroissement de la vitesse est pro-
portionnelle»™, ce qui revient a définir la force
comme une grandeur proportionnelle a 1I’accé-
lération, la masse étant le coefficient de pro-
portionnalité. Mais ce qui importe, bien plus que
la définition de chacun des termes de la loi
fondamentale, c’est la loi elle-méme, c’est-a-
dire la relation entre les trois termes. On peut
considérer que c’est la loi qui, précise la signi-
fication des grandeurs qu’elle relie. La repré-
sentation d’une loi par une formule n’est pas une
simple fagon d’écrire, elle devient constitutive
de la mécanique rationnelle.

La seconde loi de Newton, telle qu’elle a
été énoncée par Varignon, permettra de rédui-
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re I’étude d’un mouvement a la résolution d’une
équation différentielle du second ordre, ce qui
permet de relier la mécanique et la théorie des
équations différentielles ; d’une part 1’étude
du mouvement devient un chapitre de la théo-
rie des équations différentielles, d’autre part tout
équation différentielle du second ordre peut
étre considérée comme représentant un mou-
vement. En outre, c’est cette représentation du
mouvement par des équations différentielles
du second ordre qui fonde le déterminisme, le
mouvement d’un corps étant déterminé par la
position et la vitesse initiales.

A coté des trois lois de Newton, les méca-
niciens mettront en évidence des quantités qui
se conservent au cours du mouvement, ce qu’on
appelle aujourd’hui les lois de conservation. Nous
ne pouvons ici discuter d’icelle et nous renvoyons
le lecteur intéressé a 1’ouvrage d’histoire de la
mécanique de René Dugas *.

Cette multiplicité de lois de la mécanique
pose la question de 1’organisation de la méca-
nique : réduire la mécanique a un petit nombre
de principes a partir desquels on peut déduire
les propriétés de la mécanique. Il s’agit donc,
selon le modele des Eléments d’Euclide, de
construire une axiomatique. Le probléme est posé
par D’ Alembert dans son Traité de Dynamique
lorsqu’il rappelle que «les principes en sont
d’autant plus féconds qu’ils sont en petit
nombre» . 1l peut alors réduire la mécanique
a trois principes, la force d’inertie, la compo-
sition des mouvements et 1’équilibre.

Quelques années plus tard, Lagrange déve-
loppera dans la Mécanique Analytique ce que
I’on peut considérer comme une construction
axiomatique de la mécanique. Pour cela il ira
plus loin que la simple statification du temps
mise en place au XVIIeéme siecle, réduisant la
mécanique a un simple chapitre de ’analyse
mathématique :
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«On ne trouvera point de Figures dans cet
Ouvrage. Les méthodes que j'y expose ne
demande ni constructions, ni raisonnement
géométriques ou méchaniques, mais seule-
ment des opérations algébriques, assujet-
ties a une marche réguliere et uniforme.
Ceux qui aiment I’ Analyse verront avec plai-
sir la Méchanique en devenir une nouvelle
branche, et me sauront gré d’en avoir éten-
du le domaine .»*

On peut considérer, avec Lagrange, que
I’analyse mathématique devient constitutive de
la mécanique. Mais, contrairement a Euclide
qui s’appuyait sur la connaissance intuitive,
qu’elle soit empirique ou rationnelle, via les défi-
nitions, postulats, axiomes, Lagrange va poser
un principe fondamental bien loin de toute
approche intuitive, le principe des travaux vir-
tuels, principe énoncé par D’Alembert dans
son Traité de Dynamique® et que Lagrange refor-
mule de la facon suivante :

«Si l’on imprime a plusieurs corps des mou-
vements qu’ils soient forcés de changer a
cause de leur action mutuelle, il est clair
qu’on peut regarder ces mouvements comme
composés de ceux que les corps prendront réel-
lement et d’autres mouvements qui seront
détruits ; d’ou il suit que ces derniers doivent
étre tels que les corps animés de ces seuls mou-
vements se fassent équilibres.»**

Ce principe, €éloigné de toute intuition,
permet a Lagrange de reconstruire la mécanique
et d’établir les équations qui portent aujourd hui
son nom. A partir de ces équations, Lagran-
ge, non seulement peut retrouver les lois new-
toniennes du mouvement mais encore démon-
trer les lois de conservation qui deviennent ainsi
des théoremes.

La réduction analytique que propose Lagran-
ge élimine tout recours a la géométrie. Pourtant,
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un siecle apres Lagrange, Levi-Civita integre-
ra la mécanique analytique dans une nouvelle
géométrie en s’appuyant sur la notion de varié-
té mise en place par Riemann?. Définissant un
systeéme dynamique comme un point dans une
variété, ’espace de configuration, il interpre-
tera les équations de Lagrange comme 1’ana-
logue de la seconde loi de Newton *. Cette
géométrisation de la mécanique analytique
inaugurée par Levi-Civita s’enrichira au XX°®
siecle avec le développement de la géométrie
symplectique *.

les images mécaniques
dans les mathématiques

En contrepoint de la mathématisation de la
mécanique, on peut noter I’intervention des
images mécaniques dans le discours mathé-
matique. Nous avons déja noté I’interprétation
cinématique de la notion de fonction d’une
variable et I’interprétation mécanique des équa-
tions différentielles du second ordre. Nous cite-
rons deux autres exemples, la notion de bary-
centre d’une part, la notion d’énergie d’autre part.

La notion de barycentre est issue des travaux
d’ Archimede sur I’équilibre des corps pesants®.
C’est cette notion que reprend Mobius lorsqu’il
définit les coordonnées barycentriques dans son
ouvrage Barycentrische Calcul*' . On peut défi-
nir le barycentre d’une famille de points massiques
(A,jm;) comme le point massique (G,m) tel qu’un
champ de forces constant agit sur la famille
(A;;m;) comme il agit sur le point massique
(Gm), ce qui se traduit par les relations

m=2ml,
Em,.G_A;=O

Cette définition suppose que la somme des
masses ne soit pas nulle, ce qui est satisfait
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lorsque les coefficients m, sont les masses de
points matériels. On sait €tendre la notion de
barycentre au cas ou m =0, mais nous n’en par-
lerons pas ici.

La notion d’énergie est difficile et nous
ne pouvons 1’aborder ici, renvoyant aux ouvrages
classiques de mécanique rationnelle. Nous rap-
pellerons cependant le théoréme de Lejeune-Diri-
chlet qui énonce qu’un corps plongé dans un
champ de forces dérivant d’un potentiel est en
équilibre stable (resp. instable) si son énergie
potentielle est minimum (resp. maximum). Ce
théoreme relie la question de I’équilibre aux ques-
tions de maxima et de minima. En contrepoint,
on peut interpréter la recherche d’un maxi-
mum ou d’un minimum comme un probléme
d’équilibre.

le point de Fermat

Soit ABC un triangle, pour tout point M du
plan du triangle ABC, on note

V(M) = MA + MB + MC

On appelle point de Fermat du triangle ABC le
point M tel que la fonction V soit minimale.

Notons que la fonction V est continue et dif-
férentiable en tout point du plan sauf aux som-
mets du triangle. On a la relation

—gradV(M)=@+@+%

MA MB MC
On vérifie aisément que gradV (M) s’annule si
et seulement si les trois angles orientés de
demi-droite (MA,MB), (MBMC), (MC.,MA)
sont égaux. On oriente le plan de telle sorte que
le triangle orienté soit positif ; dans ces condi-
tions, si gradV (M) s’annule, alors les angles
orientés de demi-droite (MA,MB), (MB,MC),
(MC.,MA) sont égaux a 27v/3. Pour que le point
M existe, il faut que chacun des angles du tri-
angle ABC soit inférieur a 27/3, auquel cas le
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point M est I’intersection des trois arcs capables
d’ou I’on voit respectivement les segments
orientés sous I’angle 27/3, ce qui montre 1’exis-
tence et I’unicité du point de Fermat. On montre
aisément que si M est le point de Fermat, alors
pour tout point N intérieur au triangle ABC, on
a I’inégalité

V(N) = V(M)

I’égalité ayant lieu lorsque le point N coincide
avec le point M.

Mé€caniquement, le probleme revient a
trouver la position d’équilibre d’un point M atti-
ré par les trois points A, B, C, les forces
d’attraction ayant des intensités égales. Si on
note F,, Fy, F . ces forces, alors le point
d’équilibre est atteint lorsque

F,+Fy,+F.=0

Les trois forces ayant des intensités égales, il
s’ensuit que les angles orientés (F , ,F ), (Fp.F )
et(F.F ) sont €gaux ce qui implique qu’ils valent
chacun 27/3.

A titre d’exercice, nous proposons au lec-
teur de calculer les coordonnées barycentriques
du point de Fermat par rapport aux sommets du
triangle ABC. Lorsque I'un des angles du tri-
angle est supérieur ou égal a 27/3, par exemple
I’angle BAC, le raisonnement ci-dessus n’est
plus valable et on peut montrer directement
que le minimum de V(M) est atteint lorsque le
point M coincide avec le sommet A.

Sur le point de Fermat, appelé aussi point
de Torricelli, on peut aussi lire I’article de Ber-
nard Bettinelli cité en bibliographie.

équilibre du tétraedre
Soit ABCD un tétracdre, G I’isobarycentre

des sommets, on consideére les projections
orthogonales respectives du point G sur les
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plans des faces du tétra¢dre, alors 1’une au
moins de ces projections est a I’intérieur de la
face correspondante.

On peut considérer le tétraedre plein consti-
tué d’une matiere homogene, auquel cas le
centre de gravité du tétraedre plein coincide avec
le point G. Supposons le tétracdre posé sur un
plan horizontal, alors le tétragdre est en équi-
libre si et seulement la projection du centre de
gravité sur la face reposant sur le plan est a 1’inté-
rieur de cette face. L’énergie potentielle du
tétracdre est minimale lorsque la distance du centre
de gravité au plan est minimal ; on en déduit
que la tétraedre est en équilibre lorsqu’il repo-
se sur la face la plus proche de G et dans ce cas
la projection de G sur le plan de la face est a
I’intérieur de cette face.

On peut donner une démonstration géo-
métrique, mais I’idée de cette démonstration est
donnée par le raisonnement mécanique. On
montrer que la projection de 1’isobarycentre
sur le plan de la face la plus proche de G est a
I’intérieur de cette face. Nous laissons au lec-
teur le plaisir de cette démonstration.

la mathématisation de la physique

D’autres formes de mathématisation se sont
développées avec la théorie de Fourier et I’étude
des phénomenes vibratoires, avec 1’électroma-
gnétisme, avec la thermodynamique et plus tard
avec la théorie de la Relativité et la mécanique
quantique. Cette mathématisation montre com-
bien les concepts mathématiques et les concepts
physiques sont 1liés. On remarque ainsi que le
formalisme mathématique, loin d’étre un ajout
qui permet de représenter les phénomenes phy-
siques, est constitutif de la physique. C’est cela
qui conduit Wolfgang Pauli a expliquer, a pro-
pos de la théorie de la Relativité :

«The concept of the state of motion of the «
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luminiferous aether », as the hypothetical
medium was called earlier, had to be given
up, not only because it turned out be unob-
servable, but because it became superfluous
as an element of a mathematical formalism,
the group theorical properties of which would
only be disturbed by it.»*

puis quelques lignes plus loin, a propos de la
mécanique quantique :

«Again, these concepts (classical field, orbits
of particles) are rejected, not only because
the orbits are unobservable, but also because
they became superfluous and would disturb
the symmetry inherent in the general trans-
formation group underlying the mathemati-
cal formalism of the theory.»*

Ainsi le formalisme mathématique, loin
de n’étre qu’une reformulation de la théorie phy-
sique, en est un des constituants. On ne peut dis-
socier le formalisme de sa signification physique
au sens que c’est via ce formalisme que se
définissent les concepts de la théorie. Notons
qu’une telle position conduit a la question sui-
vante : peut-on exprimer les résultats de la
science en langage naturel ? On aimerait répondre
oui, mais ce oui repose sur une croyance, celle
que I’on peut exprimer les résultats de la scien-
ce en langage naturel. On sait aujourd’hui la dif-
ficulté, voire I’impossibilité, d’exprimer les
propriétés de la mécanique quantique en lan-
gage naturel comme le montrent, par exemple,
les bien mal nommées «relations d’incertitu-
de» de Heisenberg.

Dans une conférence donnée au Centre de
Physique Théorique de Trieste, Heisenberg
raconte un entretien avec Einstein sur la notion
d’observable. Alors que Heisenberg expliquait
a Einstein qu’il voulait construire une théorie
physique a partir des seules quantités observables,
renvoyant a I’exemple d’Einstein lui-méme,
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ce dernier lui répondait qu’une telle conception
de la physique était absurde et précisait :

«Qu’une chose soit observable ou non dépend
de la théorie que vous utilisez. C’est la théo-
rie qui décide de ce qui est observable »*

Les mathématiques sont ainsi une part
essentielle de la connaissance du monde. Il y
aici deux positions a éviter, d une part celle qui
dit que toute science est mathématisable, voire
que le scientifique s’identifie au mathématisable,
autrement dit qu’une connaissance ne devient
scientifique que lorsqu’elle est mathématisée,
d’autre part celle qui fixe des limites a priori
au mathématisable.

mathématisation et modélisation

Pour compléter cette partie sur la mathé-
matisation, nous devons distinguer entre la
mathématisation telle que nous I’avons définie
et la modélisation. La modélisation consiste a
utiliser des mathématiques déja constituées
pour étudier une situation qui ne releve pas
des mathématiques. Il n’est pas question d’inté-
grer Iétude de cette situation dans un cadre mathé-
matique mais d’user de mathématiques a des fins
spécifiques ; en ce sens on peut parler d’appli-
cation, ou d’utilisation des mathématiques. Se
pose ici la question de la pertinence du mode-
le mathématique, question locale qui n’enga-
ge aucune conception globale de la relation
entre les mathématiques utilisées et la situation
étudiée. Nous n’en dirons pas plus sur la modé-
lisation, renvoyant a I’ouvrage de Nicolas Bou-
leau cité en référence.

Mathématiques mixtes
L’intervention des mathématiques dans les

sciences de la nature a conduit a distinguer les
mathématiques pures, celles du nombre et de
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la figure, telles que les avaient développées
les mathématiciens grecs, et ces nouvelles
mathématiques qui étudient des grandeurs d’ori-
gine empirique, ce que I’on a appelé les mathé-
matiques mixtes.

La distinction «mathématiques pures/mathé-
matiques mixtes» a été introduite par Francis
Bacon dans sa Grande Restauration des Sciences
et reprise par D’ Alembert dans la classification
des sciences qu’il propose a la fin du Discours
préliminaire a I’Encyclopédie®.

Dans sa Grande Restauration de Sciences,
Bacon écrit :

«Les mathématiques sont pures ou mixtes. Aux
mathématiques pures se rapportent les sciences
qui ont pour objet la quantité, abstraction faite
de la matiere et des axiomes physiques. Elles
se divisent en deux especes, savoir : la géo-
métrie et I’arithmétique, dont ’une traite de
la quantité continue, et I’autre de la quanti-
té discrete. ... Les mathématiques mixtes ont
pour sujet les axiomes et une certaine fonc-
tion de la physique. Elles considérent la
quantité en tant qu’elle peut servir a éclair-
cir, a démontrer et a réaliser ce qu’elles
empruntent de cette science; car il est dans
la nature une infinité de choses qu’on ne
peut comprendre parfaitement démontrer
assez clairement ni appliquer avec assez de
siireté et de dextérité sans le secours et l'inter-
vention des mathématiques .»*°

et I’auteur précise que les mathématiques mixtes
comprennent «la perspective, la musique,
I’astronomie, la cosmographie, la science des
machines et quelques autres».On peut y a jou-
ter d’autres domaines qui sont apparus au fur
et a mesure des progres de la physique.

Nous lisons a Iarticle «Mathématiques» de
I’ Encyclopédie de D’ Alembert et Diderot :
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«Les Mathématiques se divisent en deux
classes ; la premiere qu’on appelle Mathé-
matiques pures considere la propriété de la
grandeur d’une maniére abstraite : or la
grandeur sous ce point de vue, est calcu-
lable ou mesurable : dans le premier cas, elle
est représentée par des nombres ; dans le second
cas, par l’étendue ; dans le premier cas, les
Mathématiques pures s’ appellent Arithmétique,
dans le second, Géométrie.

La seconde classe s’appelle Mathématiques
mixtes ; elle a pour objet les propriétés de la
grandeur concréte, en tant qu’ele est mesu-
rable ou calculable ; nous disons de la gran-
deur concréte, ¢’est-a-dire de la grandeur envi-
sagée dans certains corps ou sujets
particuliers.»*

D’Alembert qui est I’auteur de 1’article
«Mathématiques» précise ensuite :

«Du nombre des Mathématiques mixtes, sont
la Méchanique, I’Optique, I’ Astronomie, la
Géographie, la Chronologie, I’ Architecture
militaire, I’Hydrostatique, I’Hydraulique,
I’Hydrographie ou Navigation, etc.»

Dans I’article «Mathématiques» D’ Alem-
bert se contente de citer les grandes divisions
des Mathématiques mixtes sans entrer plus
avant dans leur définition et renvoie au Discours
Préliminaire* pour plus de précision.

On peut alors poser la question de ce qui
caractérise les mathématiques mixtes : en quoi
sont-elles des mathématiques ? que signifie le
terme «mixtes» opposé au terme «pures» ?

Le terme «mixtes» laisse entendre une part
de connaissance empirique dans la définition des
mathématiques mixtes ; on peut alors essaye
d’expliciter 1’opposition «pures/mixtes» via
les termes «abstrait» et «concret» utilisé dans
le texte de I’ Encyclopédie : les mathématiques
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pures étudient la grandeur en tant qu’elle est consi-
dérée comme abstraite alors que les mathéma-
tiques mixtes s’intéressent aux grandeurs
concretes, ce qui ne fait que repousser la ques-
tion. D’autant que D’ Alembert écrit pour expli-
quer le role de ’abstraction dans la construc-
tion de la science :

«L’abstraction en effet n’est autre chose que
I’opération par laquelle nous considérons
dans un objet une propriété particuliere,
sans faire attention aux autres.»*

L’abstraction s’inscrit dans ce que ’on
peut appeler une problématisation, ¢’est-a-dire
un ensemble de questions que 1’on se pose
lorsque 1’on est confronté a des situations que
I’on essaie de comprendre. L’abstraction (1’acte
d’abstraire) est ainsi constitutive de toute
connaissance scientifique.

Revenant a la part de connaissance empi-
rique intervenant dans la définition de la
grandeur concrete, on peut alors poser la
question : pourquoi la géométrie est-elle clas-
sée parmi les mathématiques pures alors que
la mécanique est classée parmi les mathé-
matiques mixtes ?

Pour préciser cette question nous revien-
drons aux articles «Géométrie» et «Mécanique»
de I’Encyclopédie, articles tous deux écrits par
D’Alembert.

«Géométrie est la science des propriétés de
I’étendue en tant qu’on la considere comme
étendue et figure» ™

Dans les lignes qui suivent, D’ Alembert rap-
pelle I’étymologie du terme «géométrie» et par
conséquent I’origine empirique du domaine de
la connaissance définie par ce terme. La géo-
métrie est ainsi définie comme provenant de 1’abs-
traction de connaissances empiriques anté-
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rieures. Reste alors a expliciter le mode d’abs-
traction qui conduit de la géométrie empirique
a la géométrie mathématique et le role joué
par la méthode hypothético-déductive, point
sur lequel nous reviendrons. La définition de la
géométrie donnée par D’Alembert prend en
charge ce processus d’abstraction, processus qui
apparait au X VIIIeme siecle comme achevé. C’est
en ce sens que D’Alembert peut considérer
que la géométrie, définie comme 1’étude des pro-
priétés de cette entité abstraite qu’est I’étendue,
participe des mathématiques pures.

«Méchanique, partie des mathématiques
mixtes, qui considere le mouvement et les
forces motrices, leur nature, leurs lois et
leurs effets dans les machines.»”'

La part d’empirisme est donnée ici par le
mouvement ; c’est donc le mouvement qu’il
faut mathématiser, ce qui permettra de rédui-
re la mécanique a une théorie hypothético-déduc-
tive analogue a la géométrie rationnelle telle
qu’elle est exposée dans les Eléments d’Eucli-
de, lesquels resteront jusqu’au XIXeme siecle
I’exemple emblématique d une théorie hypo-
thético-déductive.

On peut comparer le point de vue de
D’Alembert a celui de Newton développé dans
les Principia. Dans la préface des Principia, New-
ton écrit :

«Geometry does not teach us to draw these
lines (right lines and circles), but requires that
the learner should first be taught to describe
these accurately before he enters upon geom-
etry, then it shows how by these operations
problems may be solved. To describe right lines
and circles are problems, but not geometri-
cal problems. The solutions of these problems
is required from mechanics, and by geome-
try the use of them, when so solved, is shown;
and it is the glory of geometry that from
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those few principles, brought from without,
it is able to produce so many things. There-
fore geometry is founded in mechanical prac-
tice, and is nothing but the part of universal
mechanics which accurately proposes and
demonstrates the art of measuring .»**

Ainsi la géométrie participe d’'une méca-
nique universelle. Newton distingue alors la géo-
métrie comme science de la grandeur (magni-
tude) et la mécanique comme science du
mouvement des corps.

Mais si, selon Newton, ces deux sciences,
la géométrie et la mécanique, s’appuient sur une
connaissance empirique (la notion de corps) et
dans la mesure ou la premiere s’inscrit dans une
mécanique universelle, en quoi participent-
elles, selon D’Alembert, de mathématiques
différentes.

Ces remarques nous montrent la difficul-
té de la distinction pures/mixtes. Faut-il y voir
I’impact de la tradition. La géométrie rationnelle
a suffisamment d’ancienneté et par conséquent
de prestige pour apparaitre, méme aux yeux des
mathématiciens empiristes du XVIIIeme siecle,
comme libérée de ses origines empiriques.

On pourrait alors penser que la géométrie
a acquis le privilege de participer des mathé-
matiques pures alors que la mécanique n’a pas
encore atteint, au milieu du XVIIleme siecle,
I’état de pureté. Une telle conception pourrait
nous conduire a dire que cet état de pureté a
été atteint avec Lagrange et que la Mécanique
Analytique est un traité de mathématiques
pures. Pourquoi pas ? il faut alors préciser que
la mécanique devient un chapitre des mathé-
matiques en se dé-géométrisant et en se dé-méca-
nisant*. Se pose alors une nouvelle question :
comment se détermine le passage, s’il passa-
ge il y a, du statut de mathématiques mixtes a
celui de mathématiques pures ? On voit ainsi
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que la distinction «mathématiques pures/mathé-
matiques mixtes» est loin d’étre simple, mais
plus profondément c’est la distinction «abs-
trait/concret» qui est en question.

Les choses se compliquent lorsqu’on rap-
pelle que, a coté des mathématiques mixtes,
D’Alembert place, dans sa classification des
sciences, la physique qu’il divise en deux par-
ties, d’une part la vulgaire ou palpable qui
résulte de 1’observation et d’autre part 1’occul-
te, celle qui ne se restreint pas «a écouter la natu-
re, mais qu’elle l’interroge ou la presse» >
(nous parlerions aujourd’hui d’expérimenta-
tion) ; mais si la physique occulte devenue
physique expérimentale prend sa source dans
I’expérience, elle ne peut se développer que par
sa théorisation et sa mathématisation.

«Le premier objet réel de la Physique expé-
rimentale est I’examen des propriétés géné-
rale des corps que ’observation nous fait
connoitre pour ainsi dire en gros, mais dont
U’expérience seule peut mesurer et détermi-
ner les effets ; tels sont, par exemple, les
phénomenes de la pesanteur. Aucune théo-
rie n’aurait pu nous faire trouver la loi que
les corps pesans suivent dans leur chute ver-
ticale ; mais cette loi une fois connue par I’expé-
rience, tout ce qui appartient au mouvement
des corps pesans, soit rectiligne, soit curvi-
ligne, soit incliné, soit vertical, n’est plus
que du ressort de la théorie .. »>

Pourtant quelques lignes plus haut, D’ Alem-
bert expliquait que «la Physique expérimentale
n’est nullement nécessaire pour déterminer
les lois du mouvement et de I’ équilibre»* et pré-
cisait que « un véritable Physicien n’a pas
plus besoin du secours de I’expérience pour
démontrer les lois de la Mécanique et de la Sta-
tique, qu’un Géometre n’a besoin de la régle
et du compas pour s’assurer qu’il a résolu un
probleme difficile».
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Par dela I’inductivisme propre aux empi-
ristes du XVIIIeme siecle, on peut lire ici
I’importance de la part théorique dans la connais-
sance de la nature ; c’est cette part théorique qui
a conduit a penser les mathématiques mixtes en
meéme temps qu’elle marque I’impossibilité de
préciser la frontiere entre mathématiques pures
et mathématiques mixtes.

La mathématisation comme
reconstruction rationnelle du monde

Dans Le Nouvel Esprit Scientifique, Bache-
lard écrit :

«Apreés avoir formé, dans les premiers efforts
de lesprit scientifique, une raison a l’image
du monde, I’activité spirituelle de la scien-
ce moderne s’attache a construire un monde
a l'image de la raison. L’activité scienti-
fique réalise, dans toute les force du terme,
des ensembles rationnels.» 7

Mais contrairement au discours bachelar-
dien qui place cette transformation de la rai-
son scientifique dans la science du XXéme
siecle, on peut considérer que cette transformation
a commencé avec la géométrie grecque. Si la
physique aristotélicienne, en se voulant au
plus proche de la connaissance intuitive, par-
ticipe de la construction d’une raison a I’image
du monde, la géométrie grecque, telle qu’elle
a été codifiée par Euclide, participe de la ratio-
nalisation du monde, la découverte des cinq poly-
edres réguliers en étant I'une des marques les
plus profondes**. En ce qui concerne la méca-
nique, cette transformation aura lieu avec la géo-
métrisation du temps telle qu’elle apparait
avec la Révolution Scientifique du XVIIeme
siecle. La mathématisation croissante des
sciences de la nature et la naissance des méthodes
formalistes au début du XXeme siecle renfor-
ceront cette emprise du rationnel dans la
connaissance du monde, renforcement qui
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apparait comme un renouvellement de la pen-
sée scientifique. Mais ce nouvel esprit scien-
tifique,, pour reprendre I’expression de Bache-
lard, s’inscrit dans une histoire de la
mathématisation des sciences de la nature telle
que nous I’avons racontée ci-dessus.

de l'idéal scientifique

Dans son ouvrage sur I’histoire de la méca-
nique, Ernst Mach écrit :

«Toute science se propose de remplacer et
d’épargner les expériences a l’aide de la copie
et de la figuration des faits dans la pensée»*

C’est cette copie que 1’on appelle une expé-
rience de pensée, ¢’est-a-dire une expérience ima-
ginée qui décrit ce que serait I’expérience réel-
lement effectuée. On trouve de nombreux
exemples dans la littérature physique moderne®,
mais on peut la retrouver bien plus avant, I’'un
des premiers exemples étant la démonstration
de la proposition 4 du Livre I des Eléments
d’Euclide®. Un autre exemple est donné par les
démonstrations de la formule d’Euler pour les
polyedres convexes données successivement par
Cauchy ® et par Jordan®.

On peut considérer I’expérience de pensée
comme I’une des premieres formes de la démons-
tration possédant les trois caracteres de dis-
cursivité, de nécessité, d universalité.

C’est cette notion d’expérience de pensée qui
conduit Mach a écrire quelques pages plus loin :

«Toute science a donc, selon nous, la mission
de remplacer ’expérience»*

Dans ce cadre I’expérience conserve sa
place, en amont si on considere que nos idées
sont issues de notre expérience du monde, en
aval dans la mesure ol, devenue expérimenta-
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tion, I’expérience a pour objet de vérifier 1’adé-
quation (I’idonéité dirait Gonseth **) des résul-
tats théoriques avec le monde.

Dans un article ancien, Hermann Laurent défi-
nissait les trois phases de I’activité scientifique
qui sont, dans cet ordre, 1’observation, le rai-
sonnement, 1’expérimentation . On peut alors
remarquer que si la troisieme s’appuie sur la
phase de raisonnement, la premiére, I’observa-
tion, s’appuie sur des idées a priori sans lesquelles
on ne saurait observer. S’entremélent ainsi dans
I’observation le sensible et les idées sans que 1’on
puisse faire la part entre ce qui reléve du sensible
et ce qui releve des idées. On peut ici renvoyer
aux trois aspects de la connaissance tel que les
présente Gonseth, 1’aspect intuitif, I’aspect théo-
rique, I"aspect expérimental, la question étant moins
de faire la part entre ces trois aspects que de com-
prendre comment ils s’articulent®.

de la connaissance discursive

Que ce soit I’expérience de pensée ou des
modes de démonstration plus sophistiqués, on
peut parler de connaissance discursive ce qui
renvoie a la définition aristotélicienne de la
science comme nous 1’avons déja remarqué. Cela
implique de définir les conditions de ce mode
de connaissance. Nous rappellerons ici ses trois
caracteres essentiels.

— La connaissance discursive permet une
connaissance a priori, c¢’est-a-dire indé-
pendante de toute expérience. A partir de
connaissances connues, on obtient de nou-
velles connaissances par le seul effet d’un
discours convenablement réglé.

— La connaissance discursive est une connais-
sance nécessaire. Ce qui est obtenu par
démonstration non seulement est vrai mais
ne peut pas ne pas étre vrai.

— La connaissance discursive est une connais-
sance universelle. Elle ne s’applique pas aux
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objets singuliers mais a une classe d’objets
définie par des propriétés explicites.

Ainsi la connaissance discursive montre ce
que I’on peut appeler les raisons du vrai. C’est
en ce sens que I’on peut dire que «la démons-
tration, ¢a sert a comprendre», et c’est cet
aspect de la démonstration qui doit apparaitre
dans I’enseignement autant dans les mathé-
matiques que dans toutes les sciences mathé-
matisées, telle la physique. La codification
nécessaire des reégles du discours démonstratif
vient en second sauf a réduire le discours
démonstratif a un reglement relevant plus de
I’ordre juridique que de I’ordre scientifique, réduc-
tion qui conduit a considérer la démonstration
comme un exercice de style propre a la corpo-
ration des mathématiciens.

I’axiomatique comme
organisation du discours démonstratif

On peut considérer 1’axiomatique comme
I’organisation du discours démonstratif. On
peut alors distinguer deux grands types d’axio-
matiques, I’axiomatique euclidienne et I’axio-
matique hilbertienne.

Pour Euclide, 1a géométrie étudie certains
objets qu’il définit au début des Eléments. Ces
définitions ne sont pas sans poser probleme, ce
qui a conduit les philosophes de Port Royal a
distinguer deux types de définitions, les défi-
nitions de choses et les définitions de noms *.
Une fois les définitions énoncées, Euclide peut
alors énoncer les axiomes® a partir desquelles
on peut démontrer les théoremes.

Au début de ses Eléments de Géométrie,
Legendre rappelle ce que sont les axiomes et
les théorémes :

«Axiome est une propriété évidente par elle-
méme.
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Théoréme est une vérité qui devient éviden-
te au moyen d’un raisonnement appelé dé-
monstration.» ™

Les axiomes apparaissent alors comme des
vérités premilres a partir desquelles on peut
démontrer d’autres vérités. Ces vérités portent
sur des objets, les idéalités mathématiques, que
I’on peut considérer comme des abstractions,
au sens de D’ Alembert (cf. ci-dessus). Ce sont
ces abstractions qui permettent de dépasser la
connaissance empirique.

Pourtant cette conception euclidienne de
I’axiomatique rencontre ses limites avec la dif-
ficulté posée par la définition des objets premiers
comme |’ont rappelé les philosophes de Port-
Royal (cf. ci-dessus). Pour comprendre cette dif-
ficulté, nous citerons encore une fois D’ Alem-
bert qui écrit, a propos de la difficulté¢ de la
démonstration du postulat des paralleles :

«On parviendrait plus facilement a la trou-
ver (la démonstration du postulat des pa-
ralleles), si on avait une bonne définition de
la ligne droite..»™

Les méthodes formalistes inventées pour
répondre aux probleémes posés par les géomé-
tries non-euclidiennes et par la théorie des
ensembles permettront de répondre au pro-
bleme posé par la définition des objets premiers.
Dans ce cadre les objets se réduisent a des
mots, les termes primitifs, sans signification exté-
rieure pour reprendre une expression de Gon-
seth , et les axiomes ne sont que les regles
d’usage de ces termes primitifs. Une fois les
termes primitifs et les axiomes énoncés, on
peut alors dérouler le discours démonstratif. C’est
une telle construction que I’on trouve dans
I’ouvrage de Hilbert, Les Fondements de la Géo-
métrie”. Mais une axiomatique formaliste ne
se réduit pas a cette construction, elle renvoie
a des significations extérieures au sens ol ce
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sont ces significations extérieures au discours
qui guident la construction formelle ; ainsi la
construction hilbertienne de la géométrie appa-
rait comme une reconstruction formelle de la
géométrie euclidienne, reconstruction formel-
le qui permet d’assurer la rigueur du raisonnement.
On voit ainsi apparaitre une dualité entre le dis-
cours formel qui assure la rigueur et la cohé-
rence du discours et les significations aux-
quelles le discours renvoie. C’est cette dualité
que rappelle Hilbert dans la préface de Geom-
etry and Imagination :

«In mathematics, as in any scientific research,
we find two tendencies present. On the one
hand, the tendency toward abstraction seeks
to crystallise the logical relations inherent
in the maze of material that is being studied,
and to correlate the material in a systemat-
ic and orderly manner. On the other hand,
the tendency toward intuitive understanding
fosters a more immediate grasp of the objects
one studies, a live rapport with them, so to
speak, which stresses the concrete meaning
of their relations.»™

C’est cette conception hilbertienne qui a
conduit aux diverses constructions axioma-
tiques qui ont accompagné le développement
de la physique contemporaine. On y retrouve
la dualité hilbertienne, d’une part un discours
formel construit a partir d’objets primitifs et
d’axiomes, d’autre part des significations exté-
rieures qui renvoient aux concepts étudiés.
Exemple de cette dualité, la reconstruction de
la géométrie élémentaire via I’ algebre linéaire ™.
C’est encore cette dualité que 1’on retrouve
dans la représentation géométrique de la théo-
rie de la Relativité Restreinte par Minkowski,
représentation géométrique qui peut étre déve-
loppée indépendamment de toute signification
physique mais qui, parce qu’elle explicite la struc-
ture de la théorie, lui assure une plus grande effi-
cacité. Il faudrait ensuite citer les diverses
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constructions axiomatiques des théories quan-
tiques dont le plus bel exemple est I’exposé de
Dirac cité en bibliographie.

Pour terminer ces remarques sur I’axio-
matisation, nous rappellerons la conférence de
Hilbert au Congres International des Mathé-
matiques de Paris en 1902 qui expose vingt trois
problémes qui se posent aux mathématiciens.
Parmi ces probleéme le sixieme porte sur le trai-
tement mathématique des axiomes de la phy-
sique renvoyant a I’exemple de la géométrie.
C’est ainsi qu’il propose de «traiter sur ce
modele les branches de la Physique ou les
Mathématiques jouent un réle prépondérant ;
ces branches de la Science sont, avant tout, le
Calcul des Probabilités et la Mécanique».

géométrie et géométrisation

Nous avons expliqué ci-dessus comment la
mathématisation de la mécanique s’est construi-
te sur une représentation géométrique du temps.
On peut considérer que cette géométrisation du
temps marque le début de ce que nous avons
appelé la géométrisation de nombreux domaines
de la science”. C’est cette géométrisation qui
conduit Bourbaki a écrire dans ses Eléments d’His-
toire des Mathématiques :

«Dépassée en tant que science autonome
et vivante, la géométrie classique s’est
ainsi transfigurée en un langage univer-
sel de la mathématique contemporaine,
d’une souplesse et d’une commodité incom-
parables.»™

Mais bien plus qu’un langage, la géomé-
trisation a conduit a la mise en place de nou-
velles formes d’intuition, ce que Dieudonné
appelait des transferts d’intuition”, lesquelles
jouent un role important dans la pensée mathé-
matique contemporaine. La géométrisation
apparait ainsi comme une reformulation en
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termes géométriques de nombreux chapitres
des mathématiques et de la physique.

Une premiere forme de géométrisation est
liée a la représentation «algebre linéaire» de la
géométrie ; en contrepoint, cette linéarisation
de la géométrie élémentaire permet de géomé-
triser les domaines des mathématiques et de la
physique ou intervient le linéaire. Avant que de
parler de I’algebre linéaire, il faudrait parler du
calcul linéaire, calcul 1ié a I’étude des équations
linéaires, que ce soit les équations algébriques
ou que ce soit les équations différentielles. Les
équations linéaires algébriques apparaissent
dans la géométrie analytique et c’est I'une des
raisons de I’importance du calcul linéaire dans
le développement de la géométrie. Les équations
différentielles apparaissent dans la mécanique
et jouent un rdle important dans 1’étude des phé-
nomenes vibratoires, lesquels sont régis par
des équations linéaires.

A c6té du calcul linéaire se développera au
XIXeme siecle le calcul vectoriel né de la
volonté de construire un calcul purement géo-
métrique ne s’appuyant pas sur I’utilisation
des coordonnées comme 1’exige la géométrie
analytique. Sur I’histoire du calcul vectoriel, nous
renvoyons a I’ouvrage de Crowe®. Notons que
le calcul vectoriel intéressera bien plus les phy-
siciens qui y trouveront un mode de représen-
tation des grandeurs orientés®'. C’est a la fin du
siecle que Peano, dans un cours intitulé Calcolo
Geometrico ®, introduira la notion d’espace
linéaire, les espaces vectoriels d’aujourd’hui,
explicitant ainsi la relation entre le calcul vec-
toriel et le calcul linéaire. Cette relation peut alors
étre lue dans un double sens, soit la représen-
tation linéaire du calcul vectoriel, soit la repré-
sentation géométrique du linéaire ce qui condui-
ra a I’appellation devenue classique des espaces
vectoriels. Mais comme nous 1’avons dit, cette
appellation va plus loin que le seul langage, elle
permet une lecture géométrique du calcul linéai-
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re et par cela méme des divers domaines ol inter-
vient ce calcul, en particulier 1’étude des espaces
de fonctions dont il faut noter la force intuiti-
ve du terme «espace». Notons que ces espaces
jouent un role important dans le développe-
ment de la physique.

Mais la géométrisation ne se réduit pas au
seul domaine du linéaire.

Parmi les exemples de cette géométrisation
nous citerons la mécanique dont on peut consi-
dérer que la géométrisation se déroule en deux
temps. La premiére géométrisation, celle de
Galilée et Newton se borne a ajouter a la géo-
métrie élémentaire développée pas les Grecs la
géométrisation du temps. Plus intéressante, la
seconde géométrisation est liée a la reformu-
lation de la mécanique analytique par Levi-
Civita s’appuyant sur la notion de variété intro-
duit par Riemann. Un systeme mécanique est
représenté par un point mobile dans une varié-
té riemannienne dont la métrique représente
I’énergie cinétique ; cette représentation permet
d’interpréter la partie cinétique des équations
de Lagrange comme [’accélération du point
mobile, les équations de Lagrange s’interpré-
tant ainsi comme une généralisation de la secon-
de loi de Newton. Cette géométrisation s’enri-
chira avec la représentation géométrique de la
théorie de Hamilton-Jacobi via la géométrie
symplectique. Ainsi la mécanique devient un
chapitre de la géométrie.

De P’intuition

Nous avons rappelé ci-dessus la notion de
transfert d’intuition dont I’un des plus impor-
tants est donné par le terme «espace». Appe-
ler «espace» un certain ensemble c’est donner
de cet ensemble une vision géométrique, ces €lé-
ments devenant des points que 1’on peut consi-
dérer comme des points de I’espace usuel.
Comme nous I’avons déja dit, il s’agit moins
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d’un simple effet de langage que d’une repré-
sentation imagée des objets que I’on étudie,
une facon de les «voir». Ainsi, au dela de la défi-
nition formelle qui sous-tend les diverses occur-
rences du terme «espace», il faut noter la valeur
intuitive du terme.

Pour préciser la place de I’intuition dans
la connaissance, nous citerons Felix Klein
qui écrit :

«Il ne faut pas toutefois se départir de cette
prescription qu’une question mathématique
ne doit pas étre considérée comme comple-
tement épuisée alors qu’elle n’est pas en-
core devenue intuitivement évidente ; décou-
vrir au moyen de I’ Analyse, c’est bien faire
un pas trés important, mais ce n’est faire
que le premier pas.»*

On pourrait méme aller plus loin en disant
qu’il n’y a de connaissance qu’intuitive. Il faut
alors préciser que la connaissance intuitive ne
se réduit pas a ce qu’on appelle I’intuition pre-
mieére, la connaissance intuitive se transforme
au fur et 2 mesure qu’on acquiert de nouvelles
connaissances, cette acquisition s’effectuant de
diverses fagons. L’une des plus importante est
ce que Jacqueline de Romilly* appelait le détour
rationnel, c’est-a-dire ’usage de la pensée ration-
nelle pour acquérir de nouvelles connaissances.
Les mathématiques sont 1’une des formes de ce
détour rationnel ® et la mathématisation peut étre
I’une des fagons d’accomplir ce détour. Ce que
nous rappelle Klein, c’est que la connaissance
n’est acquise que lorsqu’elle est devenue intui-
tivement évidente. Ce rapprochement entre évi-
dence et intuition nous renvoie a la définition
d’un théoreme selon Legendre, définition citée
ci-dessus et que nous rappelons :

«Théoréme est une vérité qui devient évidente

a la suite d’une raisonnement appelé démons-
tration»,
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En guise de conclusion

A I’époque ou ce qu’on appelle I’inter-
disciplinarité releve plus d’une idéologie que
de la rencontre des disciplines autour de pro-
blémes communs, il nous semble utile de rap-
peler que, si rencontre des disciplines il doit y
avoir dans I’enseignement, cette rencontre ne
peut se faire que dans un cadre structuré ana-
logue a celui des cours disciplinaires. Il s’agit
moins de demander aux éleves d’élaborer des
projets s’appuyant sur plusieurs disciplines,
ce qui ne peut qu’étre superficiel si les éleves
ne maitrisent pas les disciplines en question,
que de construire un cours autour d’une ques-
tion mettant en jeu divers domaines de la
connaissance. Pour revenir a la relation mathé-
matiques - sciences physiques, on peut imaginer
un enseignement sur un theme comme celui des
mouvements vibratoires pour reprendre I’'un des
miracles signalés pas Wigner, cela permettrait
de faire se rencontrer, par exemple dans un ensei-
gnement de terminale scientifique, les équations
différentielles du second ordre, le calcul com-
plexe, et divers phénomenes mécaniques, acous-
tiques ou électromagnétiques, de comprendre
ce que signifie le phénomene de résonance et
pourquoi il faut, selon les cas, I’éviter ou le pro-
voquer®. On pourrait citer aussi I’optique géo-
métrique ou les relations entre statique et cal-
cul vectoriel, ce qui permettrait de comprendre
I’apport du calcul vectoriel dont il ne faut pas
oublier qu’a ses débuts il a intéressé bien plus
les mécaniciens et les physiciens que les mathé-
maticiens®. Autre point intéressant dont nous
n’avons pas parlé dans cet article, le role de la
loi des homogenes dans le calcul littéral, loi des
homogenes introduite par Viete dans son Intro-
duction a I’ Art Analytique, loi des homogenes
qui est 1’'un des ingrédients fondamentaux de
I’analyse dimensionnelle **. Il est clair que si
on veut éviter le risque de la multiplication des
disciplines®, ces enseignements interdiscipli-
naires doivent s’ intégrer dans I’enseignement
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des disciplines classiques, ce qui pose une
question d’organisation des programmes et de
répartition des enseignements. Peut-on rappe-
ler que cela n’arien de trés nouveau et s’est pra-
tiqué bien avant que 1’on invente ’interdisci-
plinarité dans I’enseignement. C’est ainsi qu’a
I’époque ou I’enseignement des sciences phy-
siques commengait en seconde, les éleves ren-
contraient la chimie dans le cours de sciences
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20 Archimede, uvres, tome II, p. 76-126
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24 «Le temps absolu, vrai et mathématique, par sa
propre nature, s’écoule uniformément sans relation
avec I’extérieur» (traduction Bkouche). Isaac New-
ton, Principia, p. 5

25 D’Alembert, Traité de Dynamique, p. Vii.

26 Isaac Newton, Principia, p. 12

27 Jean-Michel Blay, La naissance de la mécanique
analytique, p. 180-221
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de mouvement uniforme, a moins qu’il ne soit forcé
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2- Le changement de mouvement est proportionnel
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et opposées.» (traduction Bkouche) Isaac Newton,
Principia,p. 1

29 Antoine Arnauld et Pierre Nicole, La Logique ou
I’Art de Penser,p.215-218
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30 D’Alembert, Traité de Dynamique, p. Xxxi

31 ibid. p. 25

32 René Dugas, Histoire de la mécanique.

33 D’Alembert, Traité de Dynamique, p. iii

34 J.L.Lagrange, Mécanique Analytique, tome 1, p.
i-ii

35 D’Alembert, Traité de Dynamique, p. 72/75.

36 J.L. Lagrange, Mécanique Analytique, tome I, p.
223.

37 Bernhardt Riemann, «Sur les hypotheses qui ser-
vent de fondement a la géométrie».

38 Tullio Levi-Civita, «Sulle trasformazioni delle equa-
zioni dinamiche».

39 Pour une présentation de la géométrie symplec-
tique et de sa relation avec la mécanique, nous ren-
voyons aux ouvrages de Souriau et d’Arnold cités
dans la bibliographie.

40 Archimede, Euvres, tome 11, p. 76-126

41 Julian L. Coolidge, A History of Geometrical
Method, p. 148-150

42 «Le concept d’état de mouvement de « I’éther qui
porte la lumiere » comme le milieu hypothétique dont
nous avons déja parlé, est supprimé, non seulement
parce qu’il est inobservable mais parce que ¢’est un
élément superflu du formalisme mathématique,
concept qui ne peut que troubler ’ensemble des
propriétés théoriques» (traduction Bkouche). Wolf-
gang Pauli, The Theory of Relativity, p. vi

43 «Ces concepts (champ classique, orbites des par-
ticules) sont rejetés, non seulement parce que les orbites
sont inobservables mais aussi parce qu’ils devien-
nent superflus et perturberaient la symétrie définie
par le groupe de transformation général qui sous-
tend le formalisme mathématique» (traduction
Bkouche). ibid.

44 Werner Heisenberg, «La théorie physique : un point
de vue critique», in Abdus Salam, W. Heisenberg,
P. A. M. Dirac, La Grande Unification, p. 89

45 D’Alembert, Discours préliminaire a I’Ency-
clopédie,p. 171-175.
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46 Francis Bacon, Grande Restauration des Sciences
in (Euvres Philosophiques, Morales et Politique de
Francis Bacon, p. 103

47 Encyclopédie Méthodique, Mathématiques, tome
second, p. 366.

48 D’Alembert, Discours Préliminaire de I’Ency-
clopédie,p. 163-164 et 181.

49 D’ Alembert, Essai sur les Eléments de Philoso-
phie, p. 29.

50 Encyclopédie Méthodique, Mathématiques, tome
second, p. 128.

51 ibid. p. 370.

52 «La géométrie ne nous enseigne pas a tracer
ces lignes (lignes droites et cercles), mais demande
que I’étudiant doit d’abord apprendre a tracer ces
lignes de fagon précise avant d’entrer dans la géo-
métrie, ces opérations montrant comment les pro-
blemes peuvent étre résolus. Tracer des lignes droites
et des cercles sont des probléemes, mais pas des pro-
blemes de géométrie. La solution de ces problémes
reléve de la mécanique et la géométrie montre com-
ment on se sert de ces problemes une fois résolus.
C’est la gloire de la géométrie que, d’un petit nombre
de principes, venus d’ailleurs, elle soit capable de
produire tant de choses. Ainsi la géométrie se fonde
sur une pratique mécanique et n’est rien d’autre qu’une
partie de la mécanique universelle qui propose et
démontre de facon précise I’art du mesurage.» (tra-
duction Bkouche). Isaac Newton, Principia, volu-
me one, p. XVii.

53 On peut considérer qu’avec Lagrange les mathé-
matiques commencent a se libérer de 1’emprise de
la géométrie qui caractérise les mathématiques
grecques.

54 D’ Alembert, Essai sur les Eléments de Philoso-
phie,p. 173.

55 ibid. p. 181.

56 ibid. p. 180.

57 Gaston Bachelard, Le Nouvel Esprit Scientifique,
p. 16
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58 Rudolf Bkouche, «La géométrie élémentaire,
une science physique ?».

59 Ernst Mach, La Mécanique, p. 449.

60 Albert Einstein, Leopold Infelfd, L’évolution des
idées en physique

61 Euclide, Les (Euvres d’Euclide, p. 5-6.

62 Cauchy, «Recherches sur les polyedres, premie-
re et seconde parties»

63 Camille Jordan, Recherches sur les polyédres, p.
15-19

64 Ernst Mach, La Mécanique, p. 457.

65 Cf. note 16.

66 Hermann Laurent, «Les principes fondamentaux
des connaissances humaines».

67 Ferdinand Gonseth, Les mathématiques et la
Réalité. Sur la philosophie de Gonseth, nous renvoyons
anotre article «Quelques remarques sur la démons-
tration (Autour de la philosophie de Gonseth)»

68 Antoine Arnauld et Pierre Nicole, La Logique ou
I’Art de Penser, p. 120-124

69 Dans les Eléments, Euclide distingue les axiomes
et les postulats, mais cette distinction va s’estomper
au cours du temps et on emploie aujourd’hui le seul
terme «axiome».

70 Adrien-Marie Legendre, Eléments de Géomé-
trie,p. 4

71 Jean Le Rond D’ Alembert, Essai sur les Eléments
de Philosophie, p.317. Sur les diverses définitions
de la ligne droite nous renvoyons a notre article
«Qu’est-ce qu’une ligne droite» cité en bibliographie.
72Ferdinand Gonseth, Les Mathématiques et la Réa-
lité.

73 David Hilbert, Les fondements de la géométrie.
74 «En mathématiques, comme dans toute recherche
scientifique, on rencontre deux tendances. D’une part,
la tendance vers I’abstraction cherche a cristalliser
les relations logiques dans le dédale du matériau étu-
dié et a réorganiser ce matériau d’une fagcon systé-
matique et ordonnée. D’autre part, la tendance vers
la compréhension intuitive permet une saisie immé-
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diate des objets que ’on étudie, un rapport vivant
avec eux qui, pour ainsi dire, force la signification
concrete de ces relations.» (traduction Bkouche)
David Hilbert, S. Cohn-Vossen, Geometry and Imag-
ination, p. iii

75 Jean Dieudonné, Algebre linéaire et géométrie élé-
mentaire.

76 David Hilbert, Sur les Problemes Futurs des
Mathématiques, p. 24

77 Rudolf Bkouche, «Quelques remarques a propos
de I’enseignement de la géométrie».

78 Nicolas Bourbaki, Eléments d’Histoire des Mathé-
matiques, p. 174

79 Jean Dieudonné, Domination universelle de la géo-
métrie.

80 Michael J. Crowe, A History of Vector Analy-
sis(1967).

81 On peut rappeler que les premiers grands traités
de calcul vectoriel ont été écrits par des physiciens,
ainsi ceux de Gibbs et de Heaviside cités dans la biblio-
graphie. On peut noter aussi I’ouvrage de Burali-Forti
et Marcolongo qui donne une place importante a la
mécanique et a la physique mathématique.

82 Giuseppe Peano, Calcolo Geometrico (1888).
Ce cours a pour objectif d’exposer les travaux de Grass-
mann.

83 Felix Klein, Le Programme d’Erlangen, p. 38
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84 Jacqueline de Romilly (1913-2010) est une hel-
Iéniste qui a étudié la littérateur et la pensée de la Grece
antique. Elle a a publié en 1994 un ouvrage sur la
dégradation de I’enseignement, L’Enseignement en
détresse.

85 Il y a d’autres formes de pensée rationnelle que
les mathématiques mais nous n’aborderons pas cette
question ici.
86 Nous pouvons renvoyer aux chapitres 21 a 25 du
premier tome de mécanique du Cours de Physique
de Feynman.

87 On peut citer parmi les premiers traités de calcul
vectoriel le traité de Gibbs et le traité de Heaviside
dans lequel I’auteur utilise le calcul vectoriel pour
étudier I’électromagnétisme de Marseille. On pour-
rait citer aussi les Eléments de Calcul Vectoriel de
Burali-Forti et Marcolongo qui donne une place
importante a la physique mathématique. On peut
rappeler aussi que Paul Appel introduit son Traité
de Mécanique Rationnelle par un chapitre consacré
au calcul vectoriel.

88 Un tel travail montrerait I’'importance du calcul
littéral en physique.

89 Il ne faut pas oublier que la rencontre des disci-
plines a conduit a inventer de nouvelles disciplines,
ainsi la chimie physique ou la biochimie.

90 Ainsi les Lecons de Géométrie Elémentaire de Hada-
mard, tome 2, p. 283-313.
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