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LA RUBRIQUE POINT DE VUE

Un lieu de débat pour les
enseignants de Mathématiques

La rubrique « POINT DE VUE » est destinée a étre
un lieu de débat et un outil de réflexion pour les ensei-
gnants de mathématiques sur tous les sujets qui concer-
nent leur profession. Elle accueille dans ce numéro
une réflexion d’Agnées Rigny et Pierre Lopez sur la
notion de définition.

Agnes Rigny, ancienne éléve de I’ENS Saint-Cloud,
agrégée de mathématiques, actuellement professeur en
classe préparatoire BL au lycée Saint-Sernin a Toulouse.
Pendant plus de 25 ans professeur dans les classes pré-
paratoires commerciales et scientifiques au lycée Cor-
neille a Rouen puis au lycée Fermat a Toulouse.

Pierre Lopez, agrégé de mathématiques, actuelle-
ment professeur en classe préparatoire ATS (lycée Louis
Rascol Albi). Ancien responsable du groupe « Sciences
physiques et mathématiques au lycée » a I’Irem de Tou-
louse. Ancien formateur associé a I'IUFM de Toulou-
se. S’intéresse en particulier aux problemes liés au rap-
port des mathématiques avec les autres disciplines.

Cette rubrique est ouverte a tous et destinée a rece-
voir des articles courts, d'environ trois pages...

Nous attendons vos propositions.

Le Comité de Rédaction

84



REPERES - IREM . n°100 - juillet 2015

Avant-propos

Lors des journées nationales de I’APMEP
a Toulouse en octobre 2014, nous présentions
notre livre Parlez-vous maths ? (Editions EdpS-
ciences) qui venait de sortir.

Michele Gandit nous a fait le plaisir de
s’y intéresser et nous a proposé de rédiger un
article pour ce numéro spécial consacré a la défi-
nition en mathématiques.

Le point de vue développé dans notre
ouvrage a priori n’était pas connexe au sujet.
Cependant, apres réflexion, il nous a paru inté-
ressant de relever le défi car cela devait nous
permettre d’envisager un aspect de notre pro-
blématique que nous avions laissé de coté.

En effet, notre approche dans le livre était
purement langagiere. Nous cherchions a savoir

Point de vue

SI ON PARLAIT
DEFINITION ?

Agnes RIGNY et Pierre LOPEZ
Irem de Toulouse

en quoi un mot frangais employé en mathé-
matiques peut faire obstacle a la compréhension
de la notion enseignée, et ce sous I’aspect du
role métaphorique du langage.

Par exemple, si I’on dit que deux matrices
sont « semblables », ou qu’une fonction est
« majorée », le frangais nous permet de « com-
prendre » ce qui est dit, méme si cela peut débou-
cher sur une vision mathématique fausse.

De 1a, on en arrive a se poser la question
des mots utilisés dans les définitions en mathé-
matiques.

Dans ce qui suit, nous nous sommes limi-
tés a I’aspect pédagogique, notre volonté étant
de résoudre certains problémes rencontrés en
classe.
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Introduction

Dans la vie courante, le manque de définition
claire est souvent une source de conflit entre deux
personnes ; elles croient parler de la méme
chose alors que ce n’est pas le cas.

En mathématique, comme dans d’autres
disciplines, savoir de quoi I’on parle est fon-
damental. Il y est, en tout cas, d’usage incon-
testé de définir les mots.

De plus, en mathématiques, quand une
définition est donnée dans une théorie ache-
vée', on ne la « discute » pas (méme s’il peut
y avoir plusieurs théories définissant le méme
mot comme par exemple le mot « limite »).
Ce n’est pas le cas en philosophie. Considérons
par exemple le mot « liberté », ou le mot
« beauté ». Le travail philosophique va
consister a « discuter » de la définition que
I’on va en donner>.

Dans cet article, nous aborderons la ques-
tion de la fagon dont est écrite une définition
mathématique, pourquoi et en quoi, les choix
faits peuvent poser probleme aux éleves.

Nous montrerons d’abord qu’une des acti-
vités principales en cours de mathématiques, essen-
tiellement implicite, est de passer du frangais
aux mathématiques et réciproquement. Cette acti-
vité de traduction est rarement explicitée en cours,
ce qui engendre toutes sortes de difficultés.

Nous nous interrogerons ensuite sur ce que
les éleves peuvent faire avec une définition, et
en quoi une définition peut étre une ressource
dans les situations de blocages.

Nous terminerons en étudiant les difficul-
tés propres au langage francais, soit parce qu’il

1 Ce qui est le cas des mathématiques enseignées au lycée.
2 Citons comme auteurs ayant parlé du «beau» (et d’autres
choses !) : Platon, Kant, Hegel, Bergson, ...
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n’est pas maitrisé par les éleves, soit parce que
les mots sont utilisés en mathématiques avec un
sens différent de celui du francgais.

1. — Le francais dans I’énonciation
d’une définition en mathématiques

Ces dernieres années, 1’usage du frangais
s’est développé dans I’enseignement des mathé-
matiques ... en France. Bien sir, ceci ne s’est
pas fait au détriment de ’anglais, mais au
détriment d’un formalisme qui avait été consi-
déré comme souhaitable jadis. Ce parti pris repo-
se essentiellement sur la volonté de se faire mieux
comprendre d’un plus grand nombre. Ce but
est-il atteint ?

Envisageons le cas des définitions.

Dans une certaine mesure, la définition
joue dans I’enseignement des mathématiques
le role de fantasme. Si on prend 1’article
« fantasme-phantasme » du CNRTL? (Centre
National de Ressources Textuelles et Lexi-
cales), on lit :

« Construction imaginaire, consciente ou incons-
ciente, permettant au sujet qui s’y met en scene,
d’exprimer et de satisfaire un désir plus ou moins
refoulé, de surmonter une angoisse. »

Méme si cette phrase se trouve au paragraphe
« Psychanalyse », elle parait adaptée a notre réa-
lité de professeur de terrain.

Une définition est largement une « construc-
tion imaginaire ». D’abord, parce qu’elle est le
fruit de I’imagination de quelques mathémati-
ciens. Mais aussi parce qu’elle n’est souvent que
dans I’imagination du professeur qui se sent bien
seul en classe quand, voulant débloquer la
recherche d’un probléme, il invoque la défini-
tion de la notion en jeu.

3 Sur internet a 1’adresse :
tion/fantasme

http://www .cnrtl.fr/defini-
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Plus « essentiellement », une définition
peut apparaitre comme une « construction ima-
ginaire » quand elle ne s’accorde pas directe-
ment a notre perception. Prenons 1’exemple
des limites. Une maniere intuitive de traduire
«u,tend vers L quand n tend vers + oo » serait
de dire : « quand je fais devenir » trés grand,
alors u, sera tres proche de L ».

Or ce n’est pas la définition donnée dans
les classes du lycée ou de CPGE. Il faut donc
que le professeur « fasse avec » cette « construc-
tion imaginaire » que constitue la définition du
programme :

Pour exprimer que u, tend vers L quand n tend
vers + oo , on dit que : « tout intervalle ouvert
contenant L contient toutes les valeurs de u,,
a partir d’un certain rang ».

On aura remarqué que dans cette définition on
a « inversé » le point de vue. On regarde les
termes u, en leur imposant une contrainte et
on cherche une condition suffisante sur n pour
qu’elle soit satisfaite* . Mais si c’est d’une
« redoutable efficacité », ceci n’est pas sans
poser des difficultés.

Si on revient a la phrase du CNRTL,
« ..., consciente ou inconsciente, ...» rend bien
compte du fait que tous les mots ne peuvent pas
&tre définis. Par exemple le « consensus » sur
le mot « réel » se fait « inconsciemment »
jusqu’a un niveau élevé de la formation.

Pour la suite de la phrase, il nous faut enle-
ver un « y », la phrase devenant :

4 L’analyse « non-standard » permettrait d’éviter cette
inversion de point de vue, mais on connait les difficultés
théoriques et pédagogiques qu’elle entraine.

5 Cependant, dans la communauté des professeurs de
mathématiques, le débat pour ou contre le formalisme a la
Bourbaki continue.

6 Voir le film d’Olivier Peyon « Comment j’ai détesté les
maths ».
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« Construction imaginaire, consciente ou
inconsciente, permettant au sujet qui se met
en scene, d’exprimer et de satisfaire un
désir plus ou moins refoulé, de surmonter
une angoisse. »

En effet, qui peut nier que le professeur se met
en scene quand il fait cours ... Il a méme le plus
souvent ce « désir plus ou moins refoulé » de
faire un enseignement « logique », reposant
sur des bases solides, dont font partie les défi-
nitions, son ambition devant lui permettre de sur-
monter son « angoisse » que constitue I’incom-
préhension de ses éleves.

On a souvent vu la réforme des « maths-
modernes » comme un moment de rationalisa-
tion idéal. Son échec (ou ce que 1’on a voulu
prendre pour tel) a conduit a son abandon”.

La réforme des « maths-modernes » repo-
sait sur le parti-pris d’autosuffisance des mathé-
matiques. Pas besoin du monde extérieur, ou
le moins possible. Les mathématiques étaient
affirmées comme une science déductive et non
comme une science expérimentale. En faisant
appel a la « raison », on réduisait (voire, on
essayait d’annihiler) la part de I’intuition. Plus
besoin d’étre doué pour faire des mathématiques.
Tout le monde devait pouvoir réussir avec un
peu d’application.

Les définitions, trés rigoureuses, refusant
de reposer sur les images venues du monde
extérieur étaient donc souvent longues et alam-
biquées, laissant perplexes parents, éleves et par-
fois méme les professeurs®. Pour s’en convaincre,
il suffit de prendre I’exemple de la définition
d’une « droite affine » :

Par définition une droite affine D est un
ensemble E muni d’une famille ® de bijec-
tions de E sur R telles que :

e pour tout f élément de D, et pour tout
élément (a, b) € R*x R, lapplication
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définie par g(M ) = afiM) + b appartient
aussia .

* réciproquement si f; et f, sont deux
éléments quelconques de @, il existe
(a, b) € R*x R tel que f»(M) = af (M) + b.

L’ensemble E est appelé le support de la
droite affine D, un élément M de E est appe-
lé un point de la droite affine D.

(Commentaires du programme de la classe
de quatrieme. Déc. 1971)

L’éleve est en droit de se demander
pourquoi on appelle cela une droite. Car,
pour un éleve, la droite « existe » avant cette
définition.

Si de fait cette définition parait « sur-réa-
liste », en « contre-point », il est intéressant de
regarder un livre de seconde des années 70
(plus précisément le livre de Seconde A ,C,T col-
lection Cossart et Théron, Bordas (1969)). On
trouve des le début :

ENSEMBLES

1. Définitions Chacun comprend ce qu’on
entend par : ensemble des éleves de la classes,
(...), ensemble des points d’un segment donné.

A la suite il est précisé comment on peut défi-
nir un ensemble : « en extension » (c’est-a-
dire « par énumération des éléments qui le
contiennent ») ou« en compréhension » (c’est-
a-dire « par une propriété »). Dans ce second
cas, les auteurs précisent méme comment il
faut entendre cette situation :

« E contient tous les objets qui ont la propriété
(p), et tous les objets qui composent E ont cette
propriété. »

On voit le souci que les auteurs avaient de

clarifier I’expression « en compréhension »
qui est prise dans le langage courant. L’éleve
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a ainsi une « méthode » pour utiliser la défini-
tion d’un ensemble.

Alors que nous ne faisons plus a proprement
parler un enseignement sur la théorie des
ensembles, cette préoccupation est encore
d’actualité. Par exemple, quand on aborde
I’algebre linéaire (mais pas uniquement ! ...),
on est de suite amené a considérer des ensembles
comme :

E={a+b\V2|lacZ etheZ}
et

G={(x;,x,x) €R?| x;+3x,-x3=0} .

On est alors obligé de bien faire com-
prendre aux étudiants que les définitions de ces
deux ensembles ne sont pas de méme nature
et qu’on les manipule différemment (songez
aux deux questions « montrer que 1’addition
des réels est une opération interne a E » et «
montrer que G est une sous-espace vectoriel
de R 3»). Cela ne va pas de soi.

On peut remarquer que si on définit le
méme ensemble G par

G={(a,b,a+3b)|acR etbeR},

on n’a pas le méme exercice avec pourtant la
méme question.

A T’heure actuelle, on peut dire que dans
I’enseignement du lycée, le parti-pris est inver-
se (ou opposé ? ou réciproque ? ...) de celui des
« maths-modernes ». Par exemple, on donne pour
définition d’une fonction continue que « c’est
une fonction dont on peut tracer la courbe
représentative sans lever le crayon ».

Difficile de faire plus intuitif, la notion de
continuité mathématique étant rattachée a I’idée
naive d’un trait continu. Difficile aussi de faire
quelque chose avec cette définition. Comment,
en effet, avec cette définition, montrer qu’une
fonction est continue ? On ne peut pas et cela
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tombe bien (la plupart du temps), on ne le
demande pas !

La notion prend alors un caractere nébu-
leux, ce qui débouche avec la dérivation sur
des phrases du genre « la fonction est déri-
vable parce qu’elle est continue » (dont la fré-
quence prouve qu’elle ne saurait étre analy-
sée uniquement sous 1’angle de I’erreur «
classique » consistant a confondre une impli-
cation et sa réciproque)

Certes au lycée, on donne aussi des défi-
nitions plus rigoureuses, moins intuitives,
comme la définition d’une suite croissante par
exemple, mais sans s’astreindre pour autant a
donner celle d’une suite tout court !

Les définitions données ont le plus souvent
un caractére « opératoire », laissant de coté
celle qui sont plutdt « existentielles ».

Dans I’enseignement supérieur, les choses
changent. On multiplie les définitions formelles,
en évitant de retomber dans le « bourbakis-
me »’. Aussi certains éléves, n’ayant pas pris
I’habitude de manipuler des définitions pour trou-
ver des méthodes de résolution, peuvent rester
bloqués devant leur feuille.

Que faire de I’information « f est une
fonction bornée », si on en reste aux aspects
graphiques et si on ne se réfere pas a la défi-
nition rigoureuse, qui nous permet de poser
un réel M (donc de le définir...) tel que, pour
toutx , | flx) | <M 2

Les deux points de vue sont utiles. Avoir
une idée intuitive de la définition, associée a
une « image » (par exemple une fonction est
bornée si son graphe se situe entre deux droites
horizontales) peut permettre d’enclencher une
démonstration qui, elle, passera par la « tra-
duction mathématique » (a savoir, dans cet
exemple, « il existe M tel que pour tout x,
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|f0) | €M », ce qui permettra & écrire des inéga-
lités a partir de cela).

L’activité premiere de I’éleve face a un exer-
cice de mathématiques, a ce niveau la, est de
passer de la vision intuitive a I’écriture mathé-
matique et de 1’écriture mathématique a la
vision intuitive. En effet, il faut également
penser que si on a « pour tout x, | fx) | <M »,
cela veut dire que f est bornée et que l’on
peut donc utiliser les théoremes utilisant cette
hypothese.

De méme si dans un énoncé on lit « on admet

+ o0

que J e’ dr est convergente® », il faut
0

X

savoir traduire : « lim J e dt existe et est

x— +oo 0

finie » (ce qui peut permettre de démontrer par

X

exemple que lim e* J e di =+ ).
X — +oo 0
On ne peut pas non plus oublier que tout
dépend des « standards®» de démonstration qu’on
s’impose.

Reprenons 1’exemple de la notion de
« fonction bornée ». Considérons la question :
« démontrer qu’une fonction 7-périodique qui
est bornée sur 1’intervalle [0, T] est bornée
sur R ».

Un « standard » graphique est tout a fait
recevable et fera faire des « maths » aux éleves :
utilisation du fait que sur I’intervalle [0, 7] la

7 D’ailleurs le terme est devenu presque une «injure», a tout
le moins une critique !

8 Voir sujet de mathématiques du concours ATS 2015.

9 On pourrait parler de « cadres ».
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représentation graphique est comprise entre
deux droites paralleles a I’axe des abscisses, et
invariance de la représentation graphique par

> >
translation de vecteur 7¢ (i €tant un vecteur
directeur de 1’axe des abscisses).

Mais, bien siir, on peut imposer un « stan-
dard » non graphique. Dans ce cas, si on reprend
la méme argumentation que précédemment, la
mise en ceuvre du raisonnement impose une
«inversion » a la deuxiéme étape dans la mesu-
re ol il s’agit de prendre un nombre réel quelque
et de le faire « rentrer » dans ’intervalle [0, T7.
Il faut donc étre conscient qu’on ne fait pas les
mémes « maths » selon que I’on permet tel ou
tel « standard ».

Pour terminer on peut remarquer que dans
I’exemple ci-dessus, il s’agit de montrer que 1’on
sait démontrer qu’une phrase est vraie en par-
tant d’autres phrases vraies, alors que la premiere
« démonstration », nous « montrait » un phé-
nomene .

2. — La définition, outil de démonstration

Le premier travail pédagogique a faire avec
une définition est de la faire « comprendre » a
I’éleve, c’est-a-dire de la lui faire accepter.

Certes une définition mathématique n’a
pas a étre justifiée"'. Nous (les auteurs ') disons
parfois, en caricaturant un peu, que « dans une
définition, il n’y a rien a comprendre ». Certes !
Cependant, elle doit étre expliquée, contex-
tualisée, afin que les éleves se I’approprient. Au
cours de cette phase, I’'usage du francgais est
tout a fait essentiel. Pour faire « passer » une notion,

10 Sans que ce soit exactement notre propos, on pourrait
faire des rapprochements entre cette idée et les « change-
ments de cadres ».

1 Un exemple intéressant a développer serait le cas du mot
«tangente» qui a deux définitions, selon que 1’on considere
un cercle ou une courbe «régulicre».
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nous sommes tous obligés d’utiliser le langage
avec toute sa richesse. Nous sollicitons des
métaphores, nous essayons d’évoquer des images.
En fait, nous jouons avec les mots.

Par exemple, apres avoir donné une défi-
nition mathématique « rigoureuse » d’une famil-
le génératrice d’un espace vectoriel, on peut dou-
bler celle-ci en évoquant I’idée qu’une famille
génératrice engendre tous les vecteurs de 1’espa-
ce vectoriel, rattachant sémantiquement les
mots « génératrice » et « engendrer ».

Il ne faut pas s’étonner alors, que, quand
nous définissons une notion désignée par des
mots du langage courant, les images suggé-
rées par la richesse de la langue dans la téte des
étudiants viennent doubler (cette fois au sens
qu’une voiture en double une autre) la défini-
tion que nous avons donnée avec soin !

Dans la mesure, ol nous-méme nous avons
quelques fois sollicité la compréhension par
des méthodes langagiceres, les étudiants se
croient « en droit » de faire foujours comme ca.
D’ou I’idée chez les éleves que la connaissan-
ce « parfaite » d’une définition n’est pas néces-
saire. Il suffit d’avoir « compris » ** | Et souvent,
c’est 1a que les difficultés commencent ...

Prenons par exemple la question consistant
a montrer que v; =(1,1,0), v, =(1,0, 1)

et Z = (0, 1, 1) forment une famille généra-

trice de R 3.

L’étudiant qui a « compris » I’'image d’une
famille qui engendre tous les vecteurs ne peut

12Nous croyons ne pas étre les seuls !

130On peut remarquer que souvent dans la difficulté a réci-
ter une définition, les étudiants évoquent I’idée qu’ils ne peu-
vent pas retenir quelque chose qui n’ont pas compris. A quoi,
on est en droit de répondre qu’il est encore plus difficile de
comprendre quelque chose que 1I’on ne connait pas !
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pas pour autant faire la démonstration, car dans
la « vraie vie », on n’engendre pas en faisant
des combinaisons linéaires ! Nous devons
mettre en place tout une démarche de traduc-
tion qui débouche sur la nouvelle question :
pour v = (x,y, z) quelconque de R mon-

— — — —
trer que le systtme v =av, +bv, +cw;
d’inconnues a, b et ¢ admet au moins un
triplet solution.

Notre tiche pédagogique pourrait appa-
raitre comme un « puits sans fond », si toutes
les définitions n’étaient pas écrites avec un
petit nombre de structures logiques : «quel que
soit ... », « il existe ... », « implique », « et » ',
... Nous sommes donc ramenés a développer
des compétences « ré-utilisables ».

Par exemple, si au début d’une définition

il y a un « quel que soit v €E », pour la
démonstration, on peut (on n’y est jamais obli-

gé 1) commencer par « prendre » un v EE quel-

conque (et bien comprendre ce que cela veut
dire, ce n’est pas rien !) ; si on a une implica-
tion, on peut supposer que le premier membre
est vraie et alors on essaie d’en déduire le
second membre ...

1l est important de faire comprendre qu’une
définition donne une méthode. Mais les éleves
n’ont pas I’habitude de considérer une défini-
tion comme une ressource. Peu s’y intéressent
vraiment.

Or dans certains cas, elles sont un moyen
de démonstration efficace. Pour montrer que la

.. 1 1
serie E ; — P est convergente, on

n>0

peut utiliser la définition ce qui amene a consi-
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dérer la suite des sommes partielles définie

- 1 1 .
par S = E (% - kT]) qui est égal a

k=1

1 . ..
1 — ———, qui tend vers 1. Donc, par défini-
n+1

. ‘. 1 1
tion, la série E <f i 1) converge ; de
n

n>0 n
plus on a la somme qui vaut donc 1.

Au-dela de la mise en forme d’une démons-
tration, il y a la phase « heuristique », et comme
nous I’avons dit plus haut les différents aspects
d’une notion peuvent étre utiles.

Par exemple, pour montrer qu’une suite
convergente est bornée a partir de la définition,
on peut supposer que 1’image qui consiste a voir
un « tuyau » dans lequel rentre la suite a par-
tir d’un certain rang permet de penser a poser
e =1 (oue=2015"!), puis de dire qu’il existe
ngtel que, pour tout n = n, [u,—L|=<1,donc
L-1=<u,=<L+ 1, pour finalement conclure
en remarquant que les termes restants forment
un ensemble fini, donc nécessairement borné.

En résumé, nous devons convaincre nos étu-
diants que maints blocages seraient levés rien
qu’en revenant aux définitions ... a condition
de les connaitre !

3. — Quelques problemes
rencontrés avec les définitions

Tout d’abord, comme nous I’avons dit plus
haut, les définitions posent un probleme aux éleves
parce qu’ils ne « comprennent » pas la défini-
tion (et ils le disent ...). Il est « logiquement »
légitime de considérer qu’il n’y a rien a com-
prendre. Elle « est » ce qu’elle est, point.

14 Et leurs synonymes : « pour tout ... », « donc », ...
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Nous pensons que souvent il y a incom-
préhension entre éleves et professeurs sur ce verbe
« comprendre ».

Quand un éleve dit qu’il ne comprend
pas, la plupart des professeurs répétent la défi-
nition, décortiquent sa structure ; en fait, font
de la paraphrase.

Tout ceci est insuffisant, parce que le
plus souvent ce que 1’éleéve ne « comprend »
pas, c’est, d’une part, la nécessité de I’acte de
définir (pourquoi définir une droite?), d’autre
part, le sens ontologique de la définition don-
née (pourquoi qualifier de « libre » une famil-
le de vecteurs ?).

Nous devons passer du temps pour contex-
tualiser une définition.

Pour cela, I’histoire des mathématiques (et
des sciences en général) peut étre précieuse, notam-
ment, a travers les problemes qui ont amené les
mathématiciens a poser telle ou telle définition.
Il est intéressant de montrer qu’une définition
ne va pas de soi. Certaines définitions (comme
celles des limites) n’ont été explicitées que tar-
divement dans ’histoire, bien apreés qu’on ait
obtenu des résultats sur les notions concernées.

Il n’est pas inutile non plus de montrer
en quoi une définition est nécessaire pour
savoir si un résultat est vrai. Par exemple, la
relation d’Euler F — A + S = 2 concernant le
nombre de faces F, le nombre d’arétes A et
le nombre de sommets S d’un polyedre n’est
vraie que si I’on définit la notion de « poly-
edres convexes ».

Enfin, nous devons montrer « a quoi ¢a
sert ». Au mieux, dans la « vie réelle », mais
c’estrare ! Plus communément, a I’intérieur
des mathématiques méme. C’est ce que sug-
gerent les programmes quand ils parlent de
la résolution des problémes comme étant
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I’activité principale d’un cours de mathé-
matiques.

Pour pouvoir utiliser une définition, il est
nécessaire qu’elle soit donnée sous une forme
utile, c’est a dire, mathématique.

En effet, savoir que f (x) tend vers + o
quand x tend vers + o veut dire que f(x) devient
tres grand quand x devient tres grand, ne sert
a rien pour démontrer que e* tend vers + o
quand x tend vers + o .(D’ailleurs, qu’est ce
que cela veut dire « tres grand » ?)

De méme, dire qu’une fonction continue est
une fonction dont on peut tracer le graphe sans
lever le crayon, n’est pas tres pratique ! D’autant
que pour tracer le graphe, on prend une calcu-
latrice, ou alors on fait un tableau de variation,
c’est-a-dire qu’on suppose qu’elle est conti-
nue.... On voit que cet univers « absurde »
n’est pas forcément trés rassurant, ni méme
intéressant "°.

L’idée que I’enseignement des mathéma-
tiques, pour étre compris des éleves, doit se faire
avec 1’usage de la langue francaise parait main-
tenant généralisée. Néanmoins, il faudrait
d’abord étre slir que les éleéves maitrisent cor-
rectement la langue. Toutes les conjonctions (mais,
ou, et, donc, or, ni, car), les termes « il faut »
et « il suffit », ainsi que les « tics » propres aux
mathématiques, comme « soient deux réels a
et b, tels que, ... » peuvent induire des incom-
préhensions.

Si on reprend la définition de la limite
d’une suite sous la forme : « tout intervalle
ouvert contenant L contient toutes les valeurs
de u, a partir d’un certain rang »,on peut faire

15 On peut s’interroger sur les liens qui existent entre la
« désaffection » des études des mathématiques chez les étu-
diants et « I’intérét » suscité par les dernieres évolutions
de I’enseignement.
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de « vraies » démonstrations avec, mais les
compétences langagieres ne seront pas les
mémes que si on prend la forme (plus ou moins
formalisée) : « quel que soit € > 0 , il existe
N € N tel que pour tout n € N avec n= N, on
a:lu,—Ll<se».

Au-dela de la maitrise de la langue, les
notions de « cause » et « conséquence » ne sont
pas forcément claires, aussi que peut-on espé-
rer pour la compréhension d’un énoncé avec
«si...alors... » ?

Si on prend deux phrases commencant res-
pectivement par « pour tout x , il existe a, ... »
et « il existe o, pour tout x , ... », doit-on consi-
dérer, parce qu’elles sont en « frangais »,
qu’elles seront comprises et que nous n’avons
pas a les travailler ?

Notre propre pratique peut ne pas inciter les
éleves a revenir aux définitions. En effet sou-
vent un cours commence par une (ou des) défi-
nition(s) suivie(s) de théorémes qui font que rapi-
dement, dans les exercices, la définition est
court-circuitée.

Prenons 1’exemple des développements
limités. Peut-on s’indigner qu’un étudiant apres
de multiples exercices « calculatoires », ne
sache pas trouver le d.1. d’ordre 3 en O de la fonc-

. .. .1
tion f définie par f(x) = x 4 sin( o ) (prolongée

par continuité en 0) ? Question a laquelle on répond
immédiatement par un retour a la définition.

La définition peut aussi apparaitre aux
étudiants comme relevant de « 1’ontologie ».
Cela releve du transcendantal ... Il faut vite
I’oublier !

Dans notre ouvrage Parlez-vous maths ?
(Editions EdpSciences), nous avons dévelop-
pé 1’idée que certaines difficultés étaient

POINT DE VUE

SI ON PARLAIT
DEFINITION ?

induites par I’ambivalence du sens des mots
entre I’usage francais et 1’usage mathéma-
tique, et par les images que les mots francais
utilisés en mathématiques véhiculent avec
eux, en parasitant le sens, et ce en particulier
lors des définitions.

Nous allons proposer quelques exemples
de « conflits de langage » étudiés dans notre livre.

Commencons par la notion de « famille de
vecteurs libres ». Si on a une famille de vecteurs
qui n’a pas cette propriété, au lieu de dire que
cette famille n’est pas une famille de vecteurs
libres, on dira que I’on a une « famille de vec-
teurs li€s », sollicitant, au coeur méme du cours,
la force d’évocation du langage. On a méme dans
ce cas-la une polysémie « a I’envers », puisqu’il
n’est pas rare que les vecteurs d’une famille de
vecteurs libres soient qualifiés d’indépendants.
Etil serait hasardeux de prétendre que les deux
mots « libre » et « indépendant » recouvrent en
francais le méme sens. Dans le contexte de
I’évolution de la notion de famille dans notre
société, comment oublier que ce terme peut
avoir une résonance affective tres forte, qui
peut perturber le raisonnement de I’éléve, en tout
cas sa compréhension ? Qu’est-ce que cela lui
renvoie sur sa propre famille ? Une famille, sui-
vant le vécu de chaque éleve, peut étre nombreuse,
restreinte, liée, éclatée, libre... Quelle position
a-t-on dans la famille ? Est-on indépendant ?
De plus, comment imaginer que dans une famil-
le de vecteurs, il peut y avoir plusieurs fois le
méme vecteur ? Que 1’ordre des vecteurs « ne
compte pas » ?

La complexité de notre monde actuel est
souvent invoquée pour justifier que I’on ne peut
pas trouver de solutions a des problemes
importants de notre quotidien. Rien d’étonnant
alors que le titre du chapitre, « Nombres com-
plexes », d’entrée de jeu, ancre dans la téte de
I’éleve que « ¢a va étre complexe » et « donc »
compliqué, que I’on ne saura pas trouver de
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solutions aux problémes posés. De fait, c’est
un des chapitres les moins aimés des €leves, et
il n’est pas rare que des professeurs d’autres
disciplines (comme I’électronique) nous ren-
voie I’incompréhension des éleves devant des
notions comme « argument » et « module » que
nous croyons avoir parfaitement définies. On
peut noter a ce propos qu’il n’y a pas vraiment
d’argument pour justifier le terme « argument
d’un nombre complexe » !

Dans le langage courant, « majorer » est asso-
cié a « augmenter » : quand on majore les
salaires, on a des salaires qui sont plus impor-
tants. Quand on a majoré les impdts, on paye
davantage d’imp6ts ... En mathématiques, on
peut dire que c’est (a peu pres) le contraire !

Majorer une fonction, cela veut dire trou-
ver un nombre plus grand que toutes les valeurs
des images de la fonction. Si on majore la
fonction donnant les salaires dans une entre-
prise, on n’a pas augmenté les salaires, on a
seulement trouvé un nombre qui est plus grand
que tous les salaires de 1’entreprise. Donc, le
majorant (qu’on peut entendre comme le par-
ticipe présent du verbe majorer) n’accorde
aucune augmentation !

On apprend des la classe de seconde qu’une
fonction est croissante lorsque, quand on
I’applique a deux nombres quelconques a et b,
avec a < b on obtient fla) < f(b). Souvent on
illustre le propos en montrant une fonction qui
« monte ». C’est simple et efficace !

Cependant, il y a quand méme un risque de
conflit avec le langage courant !

Reprenons I’exemple des salaires : apres
une augmentation, on a appliqué une « fonc-
tion » f a la grandeur « salaire » x de telle
sorte que x < f( x) . De plus, le choix des mots
« croissante » et « décroissante » qui connote
I’un comme la négation de I’autre, peut faire
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croire qu’une fonction qui n’est pas croissan-
te, est décroissante (c’est souvent la croyance
des éleves sortant du lycée.)

Ce n’est pas fini, il y a encore un autre
« conflit de langage » ! Tout le monde a enten-
du parler de lune croissante et de lune montante
(respectivement de lune décroissante et de lune
descendante). Nous avons longtemps cru que
les deux expressions étaient synonymes «puisques»
une fonction croissante était associée a une
représentation graphique montante. Or, on peut
avoir une lune croissante qui est descendante
et une lune décroissante qui est montante ...

Une autre particularité de 1’'usage du lan-
gage en mathématiques est ce qu’on peut appe-
ler la « pratique extréme » '°.

Prenons I’exemple du mot « partie ».
Dans le langage courant n’est pas utilisé « a
I’extréme », comme en mathématiques, oll
la partie vide et I’ensemble lui-méme sont
des parties comme les autres. En effet, dans
le langage courant, la partie n’est pas égale
au tout, encore moins a rien du tout ! Si vous
dites vouloir utiliser une partie de vos éco-
nomies pour acheter une voiture, votre
entourage sera surpris si vous en dépensez
la totalité ! A moins que votre entourage ne
soit composé que de mathématiciens ...
Cette incompréhension nous a valu plus
d’un quart d’heure de dialogue de sourds
avec un éleéve qui ne comprenait pas com-
ment utiliser la définition de la fonction carac-
téristique d’une partie A d’un ensemble £
pour déterminer la fonction caractéristique
de E ou de @. Au final, cet exemple est
emblématique de notre propos : la com-
préhension de la définition de 1’éleve était
entravée par son idée « regue » de ce qu’est
une partie.

16 Ou « principe du maximum d’information » a la suite
d’Oswald Ducrot
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Une situation récurrente est la confusion
entre « z€ro » et « vide ». Une éleve est res-
tée bloquée devant 1’équation 2 x = 0, parce
que pour elle, « 0» ne pouvait pas étre une solu-
tion, parce que cela voulait dire qu’il n’y a pas
de solution ...

En classes préparatoires, sur les copies,
on rencontre souvent « Ker ( f)= & » en lieu
et place de Ker (f) = {0} . Si ceci peut €tre une
erreur « pure et simple », une hypothése vrai-
semblable est que cela traduit une difficulté a
distinguer I’ensemble qui contient zéro élé-
ment et I’ensemble qui ne contient que 0.

Pour confirmer cette hypothése donnons
I’exemple suivant tiré d’une expérience récen-
te avec un éleve de terminale S qui dit : « La
partie réelle de 1 + i est différente de O donc elle
existe. ». Lui demandant de préciser sa pensée,
il rajoute : « En effet, i n’a pas de partie réel-
le, la partie réelle de i n’existe pas. »

Pourtant « zéro » ce n’est pas rien ! Sauf
que dans le langage courant, quand on a zéro
euro, on n’a rien dans son porte-monnaie. Si
une équation a z€ro solution, I’ensemble de
ses solutions est vide. (Mais si elle a « zéro
» comme solution alors son ensemble de solu-
tion n’est plus vide). Reprenons : zéro, c’est
rien, I’ensemble vide c’est rien, donc I’ensemble
vide c’est zéro. C’est slirement le raisonne-
ment fait (inconsciemment ?) par les éleéves.
On ne peut pas dire qu’il soit totalement stu-
pide. En tout cas, pour un professeur de mathé-
matiques, ¢’est difficile de comprendre pour-
quoi ses éleves font cette erreur, si on ne tient
pas compte de la confusion faite communé-
ment entre « z€ro », « vide » et « rien ». (Bien
siar, il n’y a qu’a considérer, par exemple
dans le magnifique livre de Godement Cours
d’algebre, Editions Hermann), la construction
de I’ensemble des nombres entiers, a partir
de &, pour pouvoir vraiment dire que I’ ensemble
vide, ce n’est pas rien'".)

POINT DE VUE

SI ON PARLAIT
DEFINITION ?

Pour finir avec un dernier exemple, consi-
dérons le terme « moins » qui a déja au moins
(...) trois sens en mathématiques (« 3 moins
2 », « moins deux », et « moins x » ). Sans comp-
ter que ce terme est trés souvent utilisé en
francais plutdt comme comparatif (« il fait
moins froid qu’hier »). La difficulté des éleves
d’accepter que | x|=—xsixest négatif vient
du fait de la polysémie du signe moins. Com-
ment — x peut-il étre positif, si on se réfere a
I’utilisation de « moins » pour définir les
nombres négatifs ?

La chronologie des trois définitions est
déterminante dans cette confusion. Il est impor-
tant a chaque fois que I’on donne une défini-
tion & « moins » de la rattacher a la précéden-
te pour plus facilement détacher les sens.

Conclusion

La maniere de donner une définition a
varié€ dans I’histoire et variera slirement enco-
re. Cependant, on peut penser qu’il existe un
consensus sur I’utilisation des mots francais, avec
la nécessité de les « traduire » en mathématique
aun moment ou un autre (en général pour pou-
voir résoudre un exercice). Il est important
pour qu’un professeur soit compris de ses éleves
qu’il ait conscience des difficultés induites par
I’'usage de la langue. Cependant, méme si des
incompréhensions peuvent surgir, celle-ci est
un moyen de communication performant dont
on ne saurait se priver.

A l’inverse, ce sont parfois les mathéma-
tiques qui sont utilisées pour se faire com-
prendre en francais. Prenons la fameuse promesse :
«nous allons inverser la courbe du chomage ».
L’utilisation des mots « inverser » et « courbe »
marque bien 1’appel aux mathématiques. L’idée

17 On pourrait aussi citer Raymond Devos et son sketch
sur rien.
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est de créer du sens a I’aide de ces notions
alors méme que le sens mathématique n’est
pas respecté. « Inverser une courbe », si tant est
que cela ait un sens, ne correspond pas a 1’idée
qui veut étre suggérée, puisque 1’inverse d’une
fonction (ou fonction réciproque) a les mémes
variations que la fonction d’origine. Si la fonc-
tion donnant le chdmage était croissante, alors,
une fois qu’on 1’aura « inversée », elle conti-
nuera a croitre !

Pourquoi ne pas avoir dit : « le chdmage
augmente, nous allons le faire baisser » ?

Peut-étre parce que cet engagement était
trop contraignant, alors méme que c’est celui-
ci que les frangais ont cru entendre. On peut
penser que I’engagement ne portait que sur le
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fait d’un « ralentissement de 1’augmentation ».
En d’autres termes, on passait d’une fonction
croissante convexe a une fonction croissante
concave. Et 13, il faut reconnaitre que si on inver-
se (mathématiquement) une fonction crois-
sante convexe, elle devient concave, mais reste
toujours croissante !

Reconnaissons que tout ¢a est reconstruit
a posteriori. En fait, les politiques ont utilisé un
langage (pseudo-)mathématique pour créer une
perte de sens.

D’ou I’importance de bien gérer en clas-
se les rapports entre vocabulaire francais et
notions mathématiques afin de donner au
plus grand nombre les moyens d’exercer leur
sens critique.



