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Nous nous intéressons a 1’enseignement
de la notion de limite a la charniére lycée-uni-
versité ; cette notion a déja donné lieu a de
nombreux travaux didactiques. Elle constitue,
en effet, un moment clef dans I’enseigne-
ment/]’apprentissage des mathématiques a
I’image de 1’importance décisive qu’elle a
représentée dans I’histoire des mathématiques :
celui de I’entrée dans 1’analyse formalisée.
Nous étudions la question du formalisme lié a
la définition de limite (quantification, spécifi-
cités de 1’analyse) et aux obstacles épistémo-
logiques que ce formalisme constitue mani-
festement. Nous nous interrogeons en particulier
sur les moyens et stratégies disponibles afin de
rendre ce formalisme intelligible pour I’éleve.

1 Professeur agrégé de mathématiques, lycée Elie Cartan
de La Tour du Pin (38), membre de 'REM de Grenoble,
doctorant a l'université Joseph Fourier de Grenoble.
Remerciements a Isabelle Bloch et Marc Legrand pour
leur relecture attentive et enrichissante de ce texte.

DEFINIR : UNE NECESSITE
A CONSTRUIRE. LE CAS DE
LA DEFINITION DE LA
LIMITE D’UNE FONCTION

Mise en ceuvre d’une situation
sous forme de « débat scientifique »

Thomas LECORRE'
Irem de Grenoble

Dans notre problématique, la priorité consistera
a lui faire prendre conscience de la nécessité de
définir la notion de limite. Nous regarderons alors
comment une situation didactique sous forme
de « débat scientifique en classe »* tente de don-
ner réalité a ce projet.

Précisons immédiatement la difficulté prin-
cipale de la définition de limite qui nous inté-
resse ici : elle réside dans le fossé extra-ordi-
naire qui existe entre une premiere approche
intuitive tres accessible, quasi naturelle, celle
qui se fonde sur des objets concrets (listes de
nombres, graphes de fonctions,...), et un for-
malisme (en epsilon/alpha) qui peut apparaitre
initialement non seulement comme tres abstrait

2 Nous utilisons dans ce texte le vocable « débat scien-
tifique en classe » pour désigner le dispositif didactique
que Marc Legrand a développé et qu'il décrit, par exem-
ple, dans (Legrand, 1993). Par la suite nous n'utiliserons
plus les guillemets.
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mais surtout sans rapport avec la perception pre-
miere de 1’objet défini.

Il est effectivement assez naturel de se
familiariser, dans un premier temps, avec les com-
portements asymptotiques, par exemple, des
suites et des fonctions sous différentes formes.
Le graphe d’une fonction avec matérialisation
d’une asymptote ou pas, la pseudo-stabilisation
ou pas d’une suite de nombres, sont les expé-
riences sensibles simples qui vont étre fédérées
avec I’idée « ¢a se rapproche de, ca tend vers ».
Cette premicre approche de la limite est fon-
damentale : elle installe la limite dans le champ
des notions intuitives. Ce sera, par la suite tres
utile de pouvoir mobiliser ce rapport immédiat
au concept. Mais évidemment cela reste insuf-
fisant pour fabriquer des affirmations fondées
dans le cadre de 1’analyse : un formalisme est
nécessaire. C’est alors qu’on introduit le epsi-
lon et le alpha. L’un exprime la proximité avec
la limite et 1’autre la proximité de I’endroit ol
on regarde cette limite. L’un dépend évidem-
ment de I’autre dans un rapport déterminé par
une double quantification. Tout cela place le niveau
de complexité engagé dans cette définition a un
niveau assez élevé et surtout contribue au sen-
timent d’étrangeté avec le concept initialement
rencontré sur des graphiques et des suites de
nombres. Ce scénario, en tout cas cette temporalité,
sont ceux qui sont préconisés, la plupart du
temps, par les programmes successifs dans
I’enseignement au lycée.

Remarquons que le sentiment d’étrangeté
décrit précédemment n’est pas sans lien avec
I’effort exceptionnel de conceptualisation dont
les mathématiciens du XIXéme siécle ont fait
preuve pour construire ce formalisme. En effet,
cette complexité n’est que 1’aboutissement d’un
travail qui a consisté a éprouver les différents
moyens disponibles pour décrire I’idée de limi-
te : c’est-a-dire a vérifier qu’ils permettaient (ou
pas) a la fois de donner forme aux idées mais

52

REPERES - IREM. N° 100 - juillet 2015

aussi de démontrer, sans contradiction, les
résultats issus de la géométrie ou méme de la
physique, qu’on connaissait déja a 1’époque.

Une question se pose alors : comment un
éleve/étudiant, s’il est totalement hors de cette
problématique (essayer de faire plus simple et
se rendre justement compte que c’est trop
simple), peut-il vraiment accepter/saisir la fonc-
tion et la nécessité de la sophistication de cet
outil qui est la limite ? Comment peut-il conce-
voir cette problématique sans entrer lui-méme
en questionnement ? Et comment peut-il par-
tager ces questions sans étre conscient du cadre
dans lequel elles se posent ? Par exemple,
d’apres Cécile Ouvrier Buffet® (Ouvrier-Buf-
fet, 2003), un des obstacles aux situations de
construction de définition est la pauvreté de la
notion de définition pour les étudiants. Com-
ment un éleve/étudiant peut-il renoncer a voir
la limite seulement sous 1’aspect intuitif « tendre
vers » §’il ne congoit pas son activité mathématique
comme la recherche de vérités mathématiques
partageables par le raisonnement hypothético-
déductif et s’il ne connait pas le role spéci-
fique de la définition dans cette recherche ? N’est-
ce pas en partie ce cadre, recherche de ce type
de vérité (démontrer) et les outils que la com-
munauté se fabrique pour fonder ces vérités (la
définition, la logique, la quantification...) qui
donne sens et nécessité au questionnement qui
justifie finalement I’emploi du epsilon/alpha ?

Il s’agit donc de faire entrer 1’éleve/l’étu-
diant dans une problématique de recherche de
sens et de nécessité des savoirs. Nous verrons
que la mise en ceuvre d’une situation sous
forme de débat scientifique en classe s’adapte

3 Cécile Ouvrier Buffet a étudié lors de sa these (2003) la
notion de définition, et a cherché, entre autre, a détermin-
er les conditions épistémologiques et didactiques sous
lesquelles on peut confier a I'éléve une situation de con-
struction de définition.
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naturellement au cahier des charges que nous
allons constituer.

Mais attardons-nous un instant sur un para-
doxe li¢ a I’enseignement de la définition d’un
objet en mathématique. La définition est sou-
vent une premiere pierre dans une théorie. Par
exemple, la définition de la limite en epsi-
lon/alpha est un élément fondateur de la théo-
rie de I’ Analyse actuelle. La difficulté¢ qu’on ren-
contre alors dans I’enseignement d’une telle
définition dans une logique d’exposition, c’est-
a-dire en proposant le savoir comme une suite
de faits répondant a une logique interne, peut
provenir du paradoxe suivant : avant I’exposi-
tion de la théorie*, la définition, pour 1’éleve,
ne peut pas avoir véritablement de sens puisque
sa fonction est précisément d’énoncer cette
théorie. Apres I’installation de la théorie, il est
difficile de mettre en question la forme de la défi-
nition pour donner sens a la définition choisie
puisque celle-ci est a 1’origine méme de la
théorie : imaginer faire autrement n’est plus véri-
tablement réalisable !

Il est cependant possible d’éviter ce cercle
vicieux et de sortir d’une logique d’exposition
des savoirs en donnant une place significative
aI’éleve dans la construction du sens qu’il va
attribuer au savoir. Il s’ agit de confier une res-
ponsabilité intellectuelle a 1’éleve de maniere
ace qu’il éprouve les contradictions et conflits
qui apparaissent des lors que 1’on essaie de

4 Nous entendrons ici le mot « théorie » au sens faible, c'est-
a-dire un ensemble d'énoncés mathématiques qui s'organ-
isent en cohérence, et non au sens fort comme, par exem-
ple, celui qu'on donne a « la théorie de la mesure », ot I'on
suggere 1idée d’exhaustivité du domaine abordé. Nous
utilisons le mot « théorie » et non « théorie locale » ou bien
« micro-théorie » pour rendre compte de la nature du
savoir dont nous voulons parler. Méme limité, il reléve, pour
l'essentiel, des méme exigences épistémologiques, perti-
nence, cohérence et validité, que celles d'une théorie.
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définir. Par exemple, les situations de construc-
tions de définitions de Cécile Ouvrier-Buffet
(Ouvrier-Buffet, 2003) ouvrent une piste pour
permettre aux éleéves un acces aux définitions
qui en préservent le sens. Dans ces situations,
ol la construction de définitions est donnée a
I’éleve, « la dialectique entre la construction de
concept et construction de définition est visible ».
Cécile Ouvrier-Buffet constate que « cecin’est
possible que si ’activité s’inscrit dans une
démarche scientifique ».

Au-dela des difficultés propres a 1’ensei-
gnement des définitions, il existe des difficul-
tés spécifiques a la notion de limite. Aline
Robert met en évidence des modeles de la
convergence d’une suite chez les étudiants en
analysant leurs réponses a un questionnaire
(Robert, 1982). Elle définit ainsi essentiellement
trois types de modeles, avec des variantes : les
modeles primitifs (modele « stationnaire » : la
limite est atteinte a partir d’un certain rang, le
modele « barriere » : 1a limite est indépassable,
le modele « monotone » : par exemple celui cor-
respondant a une suite croissante majorée), le
modele « dynamique » caractérisé essentielle-
ment par I’idée « de se rapprocher de » et enfin
le modele « statique » qui correspond aux for-
mulations proches de la définition usuelle de
convergence. Dans cette étude, Aline Robert
montre la grande stabilité chez les étudiants de
certains modeles, par exemple celui du mode-
le « dynamique ». Tout enseignant qui a eu affai-
re a cet enseignement peut constater que le «
ca se rapproche de » sert trés longtemps de
référence a I’étudiant méme si la définition
formelle a été¢ donnée. On peut le remarquer dans
les formulations ou les epsilon apparaissent
motivés davantage par le contrat didactique
(dans la mesure ou la maniere dont ils sont uti-
lisés témoigne d’abord d’une profonde incom-
préhension de leur role spécifique) que de la mise
en forme d’un raisonnement caractéristique de
I’analyse. Ainsi Aline Robert montre que ce mode-
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le dynamique reste majoritaire jusqu’en 4&éme
année universitaire. D’autres études rendent
compte d’autres difficultés associées a la notion
de limite : la notion d’infini et la polysémie de
« se rapprocher », la topologie de R et le lien
avec la notion de limite, notion méme de défi-
nition pour fabriquer la définition de la limite,
interprétation de la multi-quantification...

Précisons, ici, une difficulté particuliere
de la notion de limite qui, d’une certaine manie-
re, condense notre problématique : la notion d’infi-
ni. La notion d’infini est facilement mobili-
sable en faisant appel aux notions intuitives
issues de I’expérience et des connaissances.
Par exemple, les dimensions de 1’univers (méme
si celui-ci est éventuellement fini) donnent un
apercu de I’infini. L’idée d’éternité aussi donne
une idée de I’infini, idée qui apparait tres bien
avec le mot d’esprit habituellement attribué a
Woody Allen : « L’éternité c’est long, surtout
sur la fin ». Mais si I’infini a ainsi une forme
de « matérialité », et peut donc permettre d’abor-
der un concept mathématique qui lui donne un
role, cet infini-1a ne répond pas aux canons de
I’analyse actuelle’. Nous revenons donc a une
difficulté liée a une problématique de formali-
sation (et de validation). A I’instar de la limi-
te elle-méme, si I’idée (d’infini ou de limite) est
mobilisable pour entrer dans un probléme ou
le concept (d’infini ou de limite) joue un role,
puisque celle-ci est essentiellement intuitive
et donc accessible, c’est le formalisme qui est
efficient pour le résoudre. En effet, seul le for-
malisme est de nature a répondre aux pro-
blémes mathématiques ainsi posés avec les
méthodes démonstratives en vigueur. Nous
verrons plus tard, dans une ingénierie que nous

5 Il est intéressant de noter que cette approche intuitive de
I'infini a initialement tenu un role dans l'histoire des math-
ématiques (les infiniment petits/grands) et qu'elle a ensuite
constitué un obstacle pour fonder 1'analyse formalisée,
justement avec la formalisation de la limite.
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proposerons, comment cette difficulté incon-
tournable est rencontrée dans les termes méme
de la rupture annoncée ici. Nous verrons alors
que cette rupture peut étre justement 1’occasion
d’un apprentissage : pour passer des convictions
intuitives aux certitudes fondées, il y a néces-
sité de passer des idées au formalisme.

Isabelle Bloch (Bloch, 2000) a justement
étudié cette difficulté de la question de I’infi-
ni et de la limite, en classe de premiere S, et résout
cela en prenant appui sur une figure géométrique :
le flocon de Von Koch. Cette figure géométrique
est obtenue en appliquant un processus de
construction itératif a un triangle équilatéral. A
chaque étape de la construction, tout segment
est remplacé par un ensemble de quatre nouveaux
segments ayant chacun pour longueur le tiers
du segment initial. Voici (figure page ci-contre)
les quatre premieres étapes de construction du
flocon de Von Koch : on demande aux éleves
de déterminer le périmetre P, et ’aire A, de la
figure obtenue a I’étape n. Cela est obtenu sim-
plement avec des suites géométriques et des
sommes de suites géométriques.

Arrive la question centrale : « Que devien-
nent le périmetre et 1’aire quand on a itéré le pro-
cédé « jusqu’a I'infini ? » ». Les éleves utili-
sent leur calculatrice pour faire des essais
numériques a partir des expressions littérales obte-
nues initialement. Ensuite des conjectures sont
émises, puis :

« A l’issue de cette phase il apparait bien que
les éleves ne peuvent aller plus loin sans
apport aidant a la validation : les criteres de
validation ne peuvent se dégager seuls d’une
phase de recherche empirique. C’est donc a
ce moment que le professeur doit prendre
en charge I’introduction de savoirs, sous la
forme du critere qui doit étre mis en jeu : si
je donne un nombre, aussi grand que je veux,
est-ce que P, peut dépasser ce nombre ? »
(Bloch, 2000 p 279)
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La suite de la situation va conduire les
éleves a valider/invalider leurs conjectures a par-
tir des calculs sur des grands nombres qu’ils peu-
vent effectuer aprés un apport théorique sur le
logarithme décimal. Ces calculs servent d’expé-
riences décisives ; les éleves déterminent la
valeur de n qui permet au périmetre de dépas-
ser 103937 (proposé par les éléves eux méme) ;
le professeur peut institutionnaliser la définition
formelle de limite infinie. Un scénario ana-
logue sera utilisé pour 1’aire qui donnera lieu
a la définition de limite finie.

Nous voyons ici que la force de la situation
est de proposer un questionnement fortement
contextualisé : on peut comprendre « physi-
quement » ce que signifie « jusqu’a I’infini »
et ce que sont les grandeurs variables en jeu (péri-
metre et aire). On peut alors conjecturer puis
chercher a valider et enfin s’approprier des cri-
teres de validation donnés par le professeur. Cette
démarche pour fonder la formalisation de la limi-
te comme rapport contravariant® des variables
en jeu s’appuie donc sur une manipulation ins-
tanciée a vocation paradigmatique des variables
dans I’exemple du flocon. Pour ce qui est de notre
étude, nous verrons que nous adoptons une
autre entrée (pour un objectif identique) : un ques-
tionnement interne a la théorie de 1’ Analyse.

Mais reprenons ici la démarche de Pierre
Job” (Job, 2011). Il identifie le caracteére laka-
tosien de la définition de limite en alpha/epsi-

lon. Lakatos a montré, dans « Preuves et réfu-
tations », comment une définition se construit,
en mathématiques, dans une dialectique entre
la fabrication d’un théoreme et la fabrication de
la « bonne » définition qui va permettre de le
démontrer. Ainsi Pierre Job établit que la défi-
nition actuelle de limite s’est constituée histo-
riquement dans une perspective de fondement
démonstratif a I’analyse. Il s’ensuit pour Pier-
re Job qu’une situation didactique pour la limi-
te doit donner un role central a ce caractere laka-
tosien pour rendre véritablement compte de la
nature de la notion. Il fabrique donc une situa-
tion didactique qui utilise une telle dialectique
de construction du concept/construction de la
théorie. Cette situation doit déboucher sur la défi-
nition de limite usuelle de fonction. L’expéri-
mentation réalisée montre la mise en ceuvre
effective du caractere lakatosien mais finalement
tombe sur 1’écueil, qu’il nommera obstacle, de
la conception méme de la définition des étudiants,
écueil déja signalé par Cécile Ouvrier-Buffet :
les étudiants ne ressentent pas spontanément la
nécessité de définir les objets, avec lesquels ils
travaillent pourtant.

6 On dit que le rapport est co-variant quand une contrainte
sur x fixe une contrainte sur f(x) et contra-variant quand
il est inverse. La définition usuelle de limite en epsilon/alpha
est contra-variante car c'est epsilon qui contraint alpha, en
d'autres termes alpha est fonction de epsilon.

6 Pierre Job a étudié dans sa thése (2011) certains aspects
historiques de la définition de la limite et la possibilité de
faire construire la définition de limite a des étudiants.
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Nous partageons la problématique de Pier-
re Job : la motivation de 1’étude de la défini-
tion de la limite doit, selon nous, étre liée a la
fonctionnalité méme de cette définition. Il nous
apparait cependant, au vu des éléments précé-
dents, qu’une situation adidactique de construc-
tion de définition fondée sur une dialectique défi-
nir/démontrer concentre simultanément trop
de difficultés puisque a la fois définir et démon-
trer constituent chacun séparément des obs-
tacles pour nos éleves/étudiants. Aussi choisissons-
nous de ne pas dévoluer la construction de la
définition de limite, mais « seulement » la
construction par la classe de la nécessité d’avoir
des criteres objectifs qui permettent dans un pre-
mier temps de trancher sur 1’existence ou non
d’une limite lorsque la situation limite n’est pas
triviale et cela en cohérence avec la double
fonctionnalité mé&€me de cette définition : dis-
criminer et démontrer. Pour la notion de limi-
te, discriminer correspond a savoir si telle fonc-
tion a ou pas une limite, et démontrer correspond
aux premiers pas dans ’analyse formalisée®.

Une question se pose alors : quel disposi-
tif mettre en ceuvre pour que I’éleve entre dans
une problématique discriminer/démontrer qui
ne semble, a priori, pas du tout naturelle pour
lui, et qui devrait lui permettre de ressentir la
nécessité d’une formalisation de la notion de limi-
te et donner un sens a ce formalisme ?

Nous avons choisi le débat scientifique en
classe décrit par Legrand (Legrand, 1993) pour
répondre a ces indications. De quoi s’agit-il
au juste, et en quoi cela permet-il de répondre
a notre probleme ? En quelques mots, il s’agit
d’un dispositif didactique qui structure la clas-

8 Discriminer est bien une forme de démonstration, mais
nous avons choisi de dissocier les deux car la fonction spé-
cifique de discriminer nous parait plus immédiatement
mobilisable dans le cadre de la construction d'une situation
didactique visant a faire ressentir la nécessité de définir.
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se sous forme d’une « mini communauté de
recherche », en lui faisant adopter certaines de
ses pratiques. L’objectif de ce dispositif est
précisément d’introduire 1’éléve a « une pro-
blématique de recherche d’un sens partageable
par I’explicitation des raisons » en organisant
régulierement des débats collectifs de perti-
nence et de vérité sur les objets mémes des
savoirs a 1’étude. C’est donc un dispositif qui
se fonde sur la possibilité de la mise en ceuvre
d’une certaine démarche scientifique collecti-
ve des éleves pour leur permettre d’appréhen-
der peu a peu la nature des questions du mathé-
maticien et pouvoir ainsi ressentir la nécessité
de la complexité de la fagon dont ils formulent
leurs réponses. Ces formulations canoniques,
le professeur les institutionnalisera ensuite
comme la fagon la plus stire, la plus économique
et finalement — bien que de fagon paradoxa-
le — comme la plus simple de transmettre,
sans risque de malentendu et d’erreur de fond,
I’information que 1’on souhaite partager. Mais
voyons cela sur un exemple.

Dans I’exemple que nous proposons, 1’expé-
rimentation a lieu en décembre 2010 dans une clas-
se de Terminale S qui a I’habitude depuis trois
mois de pratiquer cette forme d’activité. Les pro-
grammes scolaires en vigueur a cette époque, en
Premiére S (BO n°7 31 08 2000, 2000) ne don-
naient qu’un apergu intuitif de la notion de limi-
te d’une fonction en étudiant des exemples numé-
riques et pour la convergence d’une suite « Toute
définition en epsilon et N est exclue. ». L objec-
tif visé dans cet extrait de la situation est de com-
mencer & donner un sens au formalisme de la limi-
te, en particulier & celui de voisinage de I’infini.

Le scénario consiste a proposer a la clas-
se de statuer sur la conjecture :

Cl:«si limf(x) < lim g(x) alors f(x) <g(x)

X — +oo x— +too

pour tout x réel ».
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La classe devrait rapidement déclarer faus-
se cette conjecture, le professeur demandera alors
de la « réparer », ¢’est-a-dire de la modifier/com-
pléter en gardant I’idée qu’elle contient, ici :
« a partir d’hypotheses sur I’ordre des limites
a I’infini des fonctions peut-on induire un cer-
tain ordre sur les valeurs prises par les fonctions
a distance finie ? ». Cette demande de « répa-
ration » devrait conduire les éleéves a se ques-
tionner sur la maniere de formaliser 1’idée « €tre
prés de I’infini » i.e. de « voisinage de I’infi-
ni » dont ils ne disposent pas a ce stade.

Séance du 09 12 10

Introduction a la situation du professeur :
on va étudier la notion de limite et on ne s’occu-
pe, dans un premier temps, que des limites
finies a I’infini.

Le professeur demande ce qu’on peut conjec-

turer sur fet g quand lim fix) < lim g(x) .

x— +too x— +too

Aussitdt, Julien propose :

Cl:«si limfix) < lim g(x) alors f(x) <g(x)

x— too x— +oo

pour tout x réel ».
Un temps de réflexion est laissé puis un vote
effectué :

Autre : 0°

Kevin (Faux) : vient au tableau et propose un
contre-exemple : « f(x)=1/x,g(x)=3;ona

Vrai : 0  Faux : Tout le monde

lim f{x)=0et lim g(x) =3 ,et donc on a bien

x— too x— +oo

9 Cette possibilité de voter « Autre » se justifie par le fait
que les éleves peuvent avoir de trés bonnes raisons de
vouloir voter ni vrai ni faux, raisons que nous verrons tres
bien apparaitre dans cet exemple.

DEFINIR : UNE NECESSITE
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lim f{x) < lim g(x) mais limfix) = + o »

x— +oo x— +oo x — 0avecx>0

La classe ne semble pas accepter cela comme
contre-exemple, un éleve rajoute alors :
Thomas H (Faux) : « il faut un dessin »

Kevin (Faux) toujours au tableau dessine :

3—8g \
f

Raphaél (Faux) rajoute :

« f(1/4) = 4 et g(1/4) = 3 donc la conclusion
est fausse »

Le professeur demande (comme a 1’accou-
tumée dans un tel cas) de réparer la conjectu-
re ; Antoine propose alors :

C2:«si limflx) < lim g(x) alors f est majo-

x— +oo x— +oo

rée par g en + oo ».
Un temps de réflexion est laissé puis un vote
effectué :
Vrai: 11 Autre : 18

Laéticia (Autre) : « Je pense que c’est vrai
mais je n’ai pas de démonstration »

Faux : 11

Aussitot cing autres éleves ayant voté Autre
se déclarent dans la méme situation.

Raphaél (Autre) : « Que veut dire « f est majo-
rée par gen + oo 7 »

Frangois (Vrai) : « Ca veut dire que quand x tend
vers + oo alors g majore f, ¢’est-a-dire g est supé-
rieure a f »
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Guillaume (Vrai) : « Quand x=+ « g > f donc
f est majoré par g en + « , la conjecture revient
a dire que « si A alors A », c’est vrai mais pas
tres intéressant »

Mathieu B. (Faux) vient au tableau pour tracer
un contre-exemple :

3 g \
f

Guillaume (Vrai) aussitdt réagit : « C’est un
exemple ! »

Nathalie (Faux) : « La définition de majorée,
c’est pour tout x, et donc « majorée en + oo »,
ca n’existe pas ! »

Lydia (Autre) : « Comme I’a dit Guillaume, cette
conjecture a une valeur épistémologique nulle,
elle est vraie sans démonstration »

Un nouveau vote est effectué pour mesurer
I’état de la classe :

Vrai:2 Faux:12 Autre: 22

Le professeur s’appréte a faire une institution-
nalisation mais Lydia intervient :

Lydia (Autre) : « Il y en a qui pensent que
c’est faux, donnez-moi un contre-exemple ! »

Aussitdot Mathieu (Faux) : « Il suffit de regar-
der le dessin de tout a I’heure »

Raphaél enchaine : « Il faut définir « majorée
en + oo »»

Fin du premier extrait de séance
Ce qu’on peut constater c’est que le débat

semble déboucher effectivement au moins pour
certains €éleves sur un questionnement autour des
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formalismes utilisé€s ici comme allant de soi,
Raphaél demandant de définir « majorée en
+ o0 ». Mais quel est le ressort spécifique de cette
situation ? Pour I’essentiel il nous semble que
c’est le méme que celui qui est décrit par Guy
Brousseau " en proposant la notion de situation
adidactique " : quand la dévolution d’une situa-
tion est réalisée, que le contrat didactique a
I’ceuvre le permet, et que le milieu est suffi-
samment riche pour provoquer les rétroactions
prévues alors I’éleéve va se heurter assez natu-
rellement aux obstacles épistémologiques qui
sont présents dans la situation. Ce scénario
débouche alors sur une institutionnalisation
qui donnera le statut de savoir aux connaissances
mises a jour.

Faisons remarquer qu’il y a cependant une
spécificité propre a ce dispositif, c’est I’aspect
collectif de la situation proposée qui, a 1’ins-
tar d’une « vraie » communauté de recherche,
lui confére une forme d’efficacité. Plus préci-
sément, quand par exemple, Cécile Ouvrier-Buf-
fet constate dans une expérimentation, a pro-
pos de la définition que :

«les étudiants ne traitent pas simultanément
ces deux fonctions (construction et recon-
naissance). Pourtant, méme si chaque situa-
tion ne mettait en jeu explicitement (dans
I’énoncé de la tiche) qu’une seule de ces
fonctions, nous pouvions nous attendre a ce

10 Guy Brousseau est un didacticien auteur de la théorie
des situations didactiques. Un excellent article de Alain Kuz-
niac pour une introduction a cette théorie est paru dans le
numéro 61 de Repere-IREM (p19 a 35).

11 Définition de Guy Brousseau pour situation adidactique :
« Le maitre se refuse & intervenir comme possesseur des
connaissances qu'il veut voir apparaitre. L'éléve sait bien
que le probléme a été choisi pour lui faire acquérir une con-
naissance nouvelle mais il doit savoir aussi que cette con-
naissance est entierement justifiée par la logique interne de
la situation. »
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que les étudiants les mobilisent dialectique-
ment, comme dans toute démarche scienti-
fique. » (Ouvrier-Buffet, 2003 p265).

Elle évoque ici la difficulté pour un éleve/étu-
diant d’entrer dans une démarche scientifique,
et en particulier d’articuler différents points de
vue. Dans le dispositif de débat scientifique en
classe cette difficulté se trouve naturellement
atténuée par le fait que justement les diffé-
rents points de vue adoptés, si ils ont vocation
a étre finalement pris en compte par chaque éleve,
n’ont pas, initialement, a étre tenus par les mémes
personnes. Ainsi on voit bien dans 1’extrait
précédent que la démarche scientifique adop-
tée est finalement davantage le fait d’une com-
munauté que celui exclusif des individus qui la
composent. Remarquons qu’ainsi le dispositif
ne présuppose pas la présence d’une capacité
individuelle a mobiliser une démarche scien-
tifique, comme Cécile Ouvrier-Buffet I’aurait
souhaité/attendu, mais présuppose, en revanche,
une capacité du groupe classe a échanger sin-
cérement entre éleves tout en acceptant la
contradiction. Cette capacité, comme celle de
la démarche scientifique, n’est pas naturelle et
est I’objet d’un apprentissage. Cela explique
aussi pourquoi, pour cette classe habituée, il y
a une forme de simplicité qui se dégage de
I’échange direct observé, mais cela n’a en fait
rien de naturel... c’est le résultat d’un travail
important et de longue durée en amont sur
d’autres sujets mathématiques.

En ce qui concerne la question de la défi-
nition et du formalisme, cette situation repo-
se sur une autre spécificité : la « sous-déter-
mination » du milieu. On entend par
« sous-détermination » du milieu le fait que
les éléments du milieu ne sont pas suffisam-
ment définis pour qu’une quelconque conclu-
sion partageable par la seule raison soit pos-
sible. En particulier, les éleves ici ne connaissent
ni la définition de voisinage, ni celle de limi-
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te. Les seules rétro-actions possibles de la
situation sont donc dues a la multiplicité pré-
sente dans la classe des conceptions des objets
de pensée mis en jeu par 1’exploitation du
formalisme des symboles « infini » et « limi-
te ». Cette multiplicité, quand elle sera expri-
mée, provoquera un conflit socio-cognitif : fina-
lement de quoi est-on en train de discuter ?
Cette « sous-détermination » n’est donc pas
le fait de 1’absence d’un savoir ou le fait de
la limitation d’une connaissance, mais, en
caricaturant, I’absence méme, d’une certaine
maniere, des objets mis en jeu dans le milieu,
en tout cas de leur définition. Cette spécifi-
cité est caractéristique d’une situation qui
vise a produire la nécessité et la formalisation
d’une définition.

Maintenant analysons le scénario qui
semble permettre a cette « sous-détermination »
de mener les éleves a la nécessité de définir.
Il y a d’abord une conjecture grossiérement
fausse mais qui contient une idée fondamen-
tale (peut-€tre le « pressentiment » d’un théo-
réme) : savoir quelque chose sur les limites
de fonctions doit pouvoir permettre de dire
quelque chose sur les fonctions. Un contre-
exemple vient alors anéantir la conjecture...
mais pas I’idée. En effet on s’apercoit vite que
le contre-exemple ne remet pas en cause
I’idée, mais seulement le caractere trop géné-
ral de sa formulation. Tout le débat qui s’ensui-
vra repose sur cette quéte de tenter de formuler
une idée prégnante qui résiste a étre formu-
lée. Cette résistance a essentiellement deux
causes : évidemment la « sous-détermina-
tion » du milieu, les éleves ne disposent pas
du formalisme qui pourrait leur permettre de
conclure, mais aussi le cadre de recherche
de vérités partageables par la raison dans
lequel ils débattent et qui les empéche de
considérer comme satisfaisantes (du point de
vue de ce type de vérité) des formulations qui
leur paraissent un tant soit peu ambigués.
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Regardons maintenant un autre exemple qui
fonctionne suivant le méme principe dans la suite
de la méme situation.

La premiere partie a donc fait apparaitre le
besoin de formaliser la notion de voisinage.
Le professeur peut donc institutionnaliser les
connaissances rencontrées lors du débat. Tout
d’abord la notion local/global : la limite quand
x tend vers I’'infini est une information locale
(« du coté de I’infini ») qui a peu de chance de
pouvoir donner lieu a une information globa-
le (I’ordre des fonctions sur R). Ensuite la dif-
ficulté fondamentale rencontrée lors de la dis-
cussion sur le « majoré en + infini » : si on peut
avoir une idée de ce qu’est I’infini et en dédui-
re des convictions, cette idée ne suffit pas pour
construire des certitudes partageables comme
le débat 1’a révélé. En effet, en proposant
« majorée en + infini », on ne sort pas du pro-
bleéme puisque soit on a I’impression de tour-
ner en rond, soit on se demande ce que cela signi-
fie. Il faut trouver une formulation qui permette
d’éviter ces deux impasses, ce qui revient a
formaliser I'idée « du local en I’infini ». C’est
la notion de voisinage de I’infini que le mathé-
maticien utilise pour traduire cela. Comme
I’objectif ici n’était pas, in fine, de dévoluer cette
formalisation a 1’éléve mais de faire prendre
conscience de sa nécessité, le professeur pro-
pose donc la formulation du mathématicien
sous la forme :

C3: «si limflx) < lim g(x) alors il existe

X — +oo X — +oo

un réel A tel que pour tout x réel avec x > A on
a f(x) <gx)».

Un débat entre les éleves a alors lieu fai-
sant apparaitre les difficultés de déterminer
ce A qui ne peut pas étre défini par I’intersec-
tion des courbes de f et g comme il est initia-
lement proposé. En effet, il apparait dans la dis-
cussion que plusieurs intersections sont
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éventuellement possibles. La « derniére » inter-
section, proposée par certains, semble alors
une piste prometteuse, mais a nouveau, est
mise en doute par d’autres qui imaginent la pos-
sibilité d’une infinité d’intersections. Finale-
ment, méme si la détermination du A semble
difficile, la grande majorité des éleve (3/4) est
convaincue par la vérité de C3, tandis que cer-
tains éleves plus sceptiques font remarquer
que C3 n’est pas démontrée.

Cette discussion sur le nombre A nous
semble capitale car c’est 1a un des noeuds/sauts
épistémologique majeur qu’introduit la défi-
nition de la limite : faire appel a un nombre
A qui est contraint par la situation mais non
déterminée par elle . En réalité cette existen-
ce est le plus souvent prouvée par un calcul
choisi par le sujet épistémique a partir de son
analyse de la situation mais elle ne peut étre
calculée « mécaniquement » par un automa-
te intelligent a partir de la situation comme les
éleves ont été habitués depuis des années a le
faire quand il s’est agi pour eux d’un coté de
trouver les racines d’une équation et de I’autre
de résoudre des inéquations : 1’existence de
ces racines est rarement un probléme qui est
dévolu aux éleves, pas plus que de saisir la liber-
té qu’offre un domaine de validité d’une équa-
tion non réduite a une, deux ou trois valeurs
pour faire un choix pertinent de ’'une d’entre
elles | C’est peut-étre 1a une coutume péda-
gogique qu’il faudrait questionner car de ce
fait le travail scientifique effectué par 1’éleve
en algebre ne le prépare pas du tout au nou-
veau travail scientifique qu’il va devoir
apprendre a effectuer en analyse ou il va lui
falloir conjuguer le choix d’une majoration per-
mettant d’effectuer un calcul d’inéquation
lequel lui permettra ensuite de faire un choix
particulier pertinent montrant par un simple
calcul I’existence d’un A fortement contraint
par la situation mais pour ainsi dire jamais déter-
miné par elle seule !
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Le professeur propose alors 1I’étude d’un
cas particulier sous forme d’une fonction
qui pourrait s’avérer un contre-exemple de
la conjecture C3 que la classe croit vraie. Le
but, en utilisant toujours la « sous-détermi-
nation » du milieu, ici I’absence de défini-
tion de limite est, comme dans la situation
précédente ol I’on a été conduit a « définir »
les voisinages de 1’infini, de faire ressentir
un nouveau manque dans la caractérisation
du concept de limite et donc effectuer un second
pas : aller vers la nécessité de définir le
deuxieéme objet de la limite, le voisinage de
cette limite ; le troisiéme pas (probablement
le plus délicat pour 1’éleve) sera de voir
pourquoi il est nécessaire de prévoir la fagcon
dont on fera interagir de fagcon non symétrique
ces deux voisinages !

Début du 2éme extrait de la séance :

Le professeur propose alors une situation
aux éleves sous forme d’un graphique d’une fonc-
tion g qui a pour limite 3 (et qui « finit » méme
par étre constante et égale a 3) et d’une fonc-
tion f que nous appellerons affectueusement
« le monstre » pour une raison qui parait évi-
dente quand on rencontre cette fonction :

f(x)
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Rappel de la conjecture C3 :

«si limfix) < limg(x) alors il existe un

x— +oo x— +oo

réel A tel que pour tout x réel avec x> A on a
f) =gx)»

Le professeur demande alors « Est-ce un
exemple, un contre-exemple ou un hors-sujet >
pour C3 ?

Un temps de réflexion est laissé puis un vote
effectué :

Exemple : 0 Contre-Exemple :
5 Hors-Sujet : 26 Autre : 5

Thomas C. (HS) : «en + o« lim g < lim f ou
lim f <lim g ? On ne sait pas ? »

Antoine (HS) : « Cette fonction n’existe pas ! »

Francois (HS) : « Une fonction existe du moment
qu’elle est dessinée »

Antoine vient au tableau et explique : « Pas tou-
jours car celle-ci n’existe pas : »

et il dessine :

—b
./

Et il rajoute : « Cette fonction n’existe pas car
elle a plusieurs y pour un seul x, donc la fonc-
tion f c’est n’importe quoi ! »

Hugo (HS) : «la limite de f est comprise entre
3,1 et 2,9 a cause de la période »

12 Un Hors-Sujet pour une conjecture correspond & une sit-
uation qui ne vérifie pas les hypotheses de cette conjecture.
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Antoine (HS) : « Si la fonction existe alors
c’est un contre-exemple »

Lydia (CE) propose de définir la fonction f mor-
ceau par morceau pour montrer a Antoine que
cette fonction est bien définie.

Et elle conclut : « donc on peut bien définir la
fonction f » et rajoute « mais par contre je ne
sais pas ce qu’est la limite de f en + o , donc
je change d’avis et passe a Autre »

Emelyne : (qui passe de Contre-exemple a
Autre) : « Tu m’as convaincue, je change
d’avis »

Nathalie(Autre) : « Oui mais lim flx) = ? ».

x— +oo

Fin du 2éme extrait

Dans cet extrait, le vote initial donne une
grande majorité de votes Hors-Sujet, vote cor-
respondant en principe a des situations qui ne
vérifient pas les hypotheses de la conjecture. C’est
ici pertinent puisque la fonction f n’a pas de limi-
te. Cependant nous pouvons remarquer que les
éleves ayant voté Hors-Sujet et qui prennent la
parole dans ce script avancent d’autres raisons
que I'inexistence d’une limite pour f (la fonc-
tion n’existe pas, on ne sait pas quelle fonction
a la plus grande limite, la limite est comprise
entre 3,1 et 2,9). Ceci est logique puisque avant
d’étudier la question de la limite, pour laquel-
le ils n’ont pas de prise réelle par défaut de défi-
nition, ils essaient de mettre en cause ce qu’ils
croient le mieux connaitre. On peut d’ailleurs
voir 1a le signe d’une forte conviction en la
conjecture puisque la tendance nette ici est de
mettre uniquement en cause la fonction proposée
et non sa limite (au point méme qu’ Antoine dira
de la fonction donnée par le professeur lui-
méme : « Cette fonction f, c’est n’importe
quoi ! »). Le débat fait ensuite évoluer le ques-
tionnement vers le but recherché et finalement
Nathalie pose la question : quelle est la limite
en + oo pour cette fonction ? Dans la suite de
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la situation, cette question de Nathalie sera col-
lectivisée par I’étude de la conjecture : « La fonc-
tion f a une limite en + o ». Ce qui ménera au
questionnement attendu : « Oui, mais finalement
c’est quoi une limite ? ».

Mais regardons comment se structure la situa-
tion proposée et remarquons qu’un autre élé-
ment de construction de la situation entre en jeu :
le retournement de situation décrit par Isabel-
le Bloch (2005). Habituellement on définit un
objet puis on regarde ses propriétés. Ici c’est le
contraire qui est proposé : on interroge 1’objet
a partir des propriétés qu’on lui suppose avoir.
Ce retournement permet a I’éleve de question-
ner lui-méme la notion de limite. En effet, les
propriétés d’ordre sur les fonctions lui sont
accessibles, la vérité de la conjecture réside
finalement au seul endroit ot des doutes restent
possibles : la fonction f a-t-elle une limite ? Remar-
quons aussi que la structure de cette deuxieéme
partie est donc un peu différente de celle de la
premiere : 12 ol un objet (deux fonctions qui
font contre-exemple) questionnait la conjec-
ture-théoréeme (C1), ici c’est le contraire, la
conjecture-théoreme (C3) questionne 1’objet
(limite d’une fonction). Ce type de dialectique
est proche d’une démarche lakatosienne, cepen-
dant le concept de définition n’a pas encore un
statut suffisamment solide et établi pour les
éleves puisque, par exemple, comme 1’a mon-
tré Robert, quelques archétypes graphiques et
le fameux « se rapprocher de » tient lieu, de manie-
re tres stable, de définition en acte ™ de la limi-
te. Dés lors, il ne semble pas réaliste d’espérer,
comme c’est le cas pour les « étudiants » ima-
ginés par Lakatos dans « Preuve et réfuta-
tions », d’attendre autre chose de ce début de
situation que le questionnement : « Finalement
c’est quoi une limite ? ».

13 Terme utilisé par Cécile Ouvrier-buffet dans (Ouvrier-
buffet, 2003 p10 et p296) dans un autre cadre que celui de
la limite.
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Si les éleves possédaient le concept de quan-
tification d’une donnée qualitative certains pour-
raient peut-étre nommer ici ce qui leur manque
: quantifier le qualitatif « se rapprocher de a ».
IIs pourraient voir qu’ils sont face au méme pro-
bleme que le précédent : celui de ’absence du
epsilon petit mais fixé et non nul qui viendrait
jouer le réle du A, grand mais fixé et non infini
qui a été précédemment proposé par le profes-
seur comme une facon de quantifier le qualita-
tif « se rapprocher de I’infini ». Mais ce concept
ils ne le maitrisent pas et ils ne peuvent donc pré-
ciser leur manque que par I’expression beaucoup
plus vague « c’est quoi une limite ? » qui n’est
ni formellement une demande de définition, ni
un projet de construction de définition, mais
constitue cependant un marqueur significatif
pour I’objectif assigné a ce début de situation,
« faire ressentir la nécessité d’une définition ».

C’est alors au professeur que revient ici
d’expliquer, lors d’une institutionnalisation,
que le seul moyen de statuer sur cette situation,
f a-t-elle une limite ou pas, est effectivement
de se demander ce qu’est une limite, autre-
ment dit de se référer a une définition. Conti-
nuer au-dela, vers une définition formalisée de
la limite, nécessitera d’avancer sur la question
de la topologie de R, en particulier sous la
forme d’éléments du SPA ™ de Isabelle Bloch.
Cela sera I’objet de la suite de la situation.

Pour conclure nous pointerons 1’autre
retournement, assez classique dans la théorie des
situations, qui s’opere ici, ce qui devait consti-

analyse et signalée dans d'autres recherches (cf. Legrand
1991), fait partie de ce que nous avions nommé le Systeme
Spécifique de Preuve de 1'Analyse (cf. Bloch 1995) ; c'est
ce qui nous permet de caractériser le milieu des preuves
(souligné par l'auteure) pour l'enseignement de 1'analyse. »
(Bloch, 2000 p122)
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tuer une rupture (le passage des idées au for-
malisme), ce qui devait constituer un obstacle
(la notion de définition), devient précisément
ce qui rend possible un autre apprentissage
fondamental : celui de la fonction d’une défi-
nition, discriminer et démontrer *, et celui de
la forme de la définition parfois complexe
qu’on adopte pour donner corps a ses idées, les
rendre efficientes et partageables.

Nous ajouterons que si cet apprentissage est
essentiel dans une perspective d’entrée dans
I’ Analyse formalisée, mais aussi plus générale-
ment dans la formation en mathématiques, il
peut aussi contribuer significativement a 1’édu-
cation du citoyen.

En effet, I’éleéve peut ainsi comprendre
que finalement toutes ces constructions com-
pliquées (les Réponses) ne le sont pas du fait
de la perversité du mathématicien mais que, placé
dans une perspective d’établir des vérités résis-
tantes et partageables (le Cadre), le monde (qui
se révele par le Questionnement) est beaucoup
moins simple qu’il n’y parait aux premiers
abords. A ce moment-13, il peut étre davanta-
ge prét a appréhender le formalisme et sa com-
plexité pour ce qu’ils sont : les moyens de sai-
sir collectivement cette réalité insaisissable
sans eux. Cela pourra constituer, pour cet éleve,
une formidable occasion de se rendre compte
que le simplisme n’est que naiveté et/ou trom-
perie, de fabriquer des anticorps aux discours
de cet acabit, et de se préparer a envisager le
monde dans sa réelle complexité.

15 La fonction démontrer de la définition est présente
dans la suite de la situation (non montrée ici) qui ira jusqu'a
la démonstration par les éleves de C3 dans un cas partic-
ulier : C3': «si limfix) =1 et limg(x) = 4, alors il

x— +oo x— +oo

existe un réel A tel que pour tout x réel avec x > A on a

f) =g(x)»
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