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1. — Introduction

La question relative a la rigueur des nota-
tions de Leibniz a ét€ formulée par un étudiant
sur un forum d’Internet (Futura-Sciences :
les forums de la science 2008) a propos de la
formule de la dérivation d’une fonction com-
posée, formule exprimée a 1’aide de la nota-
tion dx. L’analyse du débat entre étudiants qui
a suivi cette question, nous a permis de faire
une étude didactique et épistémologique de
ces difficultés.

Pour formuler notre réponse a la question
concernant la rigueur des notations du type dx,
nous nous sommes intéressée a leur role dans
les premiers apprentissages du calcul des déri-
vées. Pour cela, nous nous sommes référée
d’abord aux quelques traités contemporains du
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calculus pour y voir comment est validée la for-
mule de dérivation d’une fonction composée expri-
mée avec les notations dx. Nous avons comparé
cette validation avec les explications concernant
la méme formule mais sans les notations de Leib-
niz présentes dans quelques manuels belges de
I’enseignement du second degré. Dans le trai-
té de L’Hopital (1716), nous avons cherché
les conditions de la premiere utilisation des
notations de Leibniz.

Finalement, nous avons élaboré une séquen-
ce didactique relative au calcul des dérivées qui
s’appuie sur le texte de L.’Hopital. Son but est
de proposer aux étudiants un apprentissage qui
leur fournit les moyens de contrdle du sens des
manipulations des notations comme dx.
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2. — Présentation du débat
entre étudiants a propos
des notations de Leibniz

Le débat entre étudiants concernant la
rigueur des notations de Leibniz se trouve sur
le site Internet d’un Forum de Mathématiques
du college et lycée. Il s’agit donc d’éleves fran-
cais a la fin de I’enseignement du second degré.
Ce débat est reproduit intégralement ci-des-
sous avec les erreurs des étudiants.

Phys2

Plusieurs fois, j’ai rencontré la « démonstration »
de la dérivée de la composée de deux fonctions f
: Lo 4 df du
et u par la notation de Leibniz: — = —— ,en
dx  du dx
supposant bien stir que du soit différent de zéro. Mais,
j’ai trouvé dans un document que cette opération
laissait penser que la dérivée de la composée de deux
fonctions s’exprimait ainsi.

J’aimerais par conséquent savoir si nous pouvions
manipuler les dérivées par la notation de Leibniz
en toute rigueur, et bien sir si ce n’est pas le cas,
pourquoi.

Cassano

Oh, ¢a c’est une question pour les matheux. Doit
y avoir une histoire de convergence la-dedans.

MiMoiMolette

Plop. On me dit a I’oreille que ca s’utilise beaucoup
en physique, mais qu’en math, ¢’est une aberration
parce qu’on ne peut pas dériver une fonction par
rapport a une autre fonction. C’est soumis a pas mal
de conditions. En math, parait que c’est niveau
L3/M1,...

Zébule

Oui bien sir, il me semble que ce n’est pas du tout
une démonstration : il s’agit d’une notation bien com-
mode mais rien de plus puisqu’on ne manipule
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pas du tout les dérivées comme des nombres (mul-
tiplier et diviser par du ¢a n’a pas de sens). Pour
montrer la formule de dérivation de la composée,
il faut revenir a la définition de la dérivée d’une fonc-
tion avec les limites.

Phys2

Mais dans ce cas la, la dérivée est présentée sous
la forme d’un quotient de différentielles, et mul-
tiplier et diviser posséde un sens, non ? Par contre,
quant a la remarque de MiMoiMollette, quel-
qu’un pourrait-il donner quelques détails pas trop
complexes sur le sujet ?

Zébule

Les différentielles au sens propre sont des appli-
cations linéaires (mais ¢a a priori tu n’as absolu-
ment pas besoin de le savoir pour dériver...) donc

af
non ¢a n’a pas de sens. En fait, quand tu écris o
X

df ne représente pas la différentielle de f mais une

af
toute petite variation de f. di aurait plus de sens
X

je crois mais ce ne sons pas des différentielles, ce
sont des quantités infinitésimales, enfin 12 je crois
qu’on s’écarte beaucoup de ton niveau et méme de
mien.

Enfin bref, ce n’est pas une démonstration, c’est
une égalité qui est vraie dans le cadre de cette
notation, justement grace a la formule de dériva-
tion de la composée. Je n’arrive pas tres bien a m’expli-
quer je crois,...

Phys2

d
Citation : En fait, quand tu écris jf , df ne repré-
x
sente pas la différentielle de f mais une toute peti-
te variation de f.
Mais la différentielle df d’une fonction f est défi-
nie par : df = f’(x)dx.

(flx — ) — fx))

Or, f’(x) =lim - et en utilisant
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les mémes notations, dx = h. Par conséquent,

df =f(x — h) — f(x) avec h tendant vers zéro. La
différentielle s’identifie donc bien a une variation

infinitésimale. De plus, df = f’(x)dx est équivalent

d
af(= d7f ,et en considérant la différentielle comme
X

une variation infinitésimale, correspond bien a la
définition de la dérivée.

Citation : Les différentielles au sens propre sont des
applications linéaires (mais ¢a a priori tu n’as
absolument pas besoin de le savoir pour déri-
ver...) donc non ¢a n’a pas de sens

Mais, cela ne reviendrait-il pas a diviser et a mul-
tiplier par k(x) par exemple ? Car ici, on ne divise
pas par une différentielle, mais bien par un nombre,
I’image d’une fonction par la différentielle...

God’s Breath

La notation de Leibniz est tout a fait rigoureuse, a
condition de savoir de quoi I’on parle. Les diffé-
rentielles df, du, dx.. .. ne sont pas des nombres, mais
des fonctions, et ces fonctions ne sont pas a valeurs
réelles... Ce sont des objets mathématiques rela-
tivement compliqués, dont la manipulation néces-
site beaucoup de soin.

Phys2
Alors selon Wikipédia :

Soient E et F deux espaces vectoriels normés (est-
ce important que les espaces vectoriels soient nor-
més ?), et fune application de E dans F. Soit a un
point de E. Alors, on dit que f est différentiable en
a si et seulement s’il existe une application linéai-
re continue L de E dans F telle que

Vx€E, f(a+h) = f(a)+ L(h) o(||h]]) .

Et L est appelée différentielle de f au point a.
Apparemment, la différentielle définie comme
cela, la formule dy = f’(a)dx serait alors correcte.

Mais ce que je ne comprends pas, c’est que, si
effectivement, il n’y a pas de sens a diviser par une
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application, c¢’est-a-dire par la différentielle, alors
d
pourquoi peut-on noter f’(x) = (Ty ? Car apres tout,
x

x peut étre défini par la fonction identité ?
MiMoiMolette
Mais fest exprimé en fonction de x, c’est pas la méme
chose que si c’était une fonction quelconque...
Concernant la différentiabilité, c’est pas si simple
a utiliser (j’ai fait ¢a en cours et on galere en TD
pour montrer qu’une fonction est différentiable.
Phys2
Je ne comprends pas cet argument.
God’s Breath

Citation : Soient E et F deux espaces vectoriels nor-
més (est-ce important que les espaces vectoriels soient
normés ?), et f une application de E dans F. Soit
a un point de E.

Il est important que les espaces soient munis d’une
topologie afin d’avoir une notion de continuité
pour les applications (en particulier linéaires) de
E dans F'. Les plus simples des espaces vectoriels
topologiques sont les espaces normés.

Citation : Alors, on dit que f est différentiable en
a si et seulement s’il existe une application linéai-
re continue L de E dans F telle que

Vx€E, fla+h) = f(a)+ L(h) o(||h]]) .
Et L est appelée différentielle de f au point a.
Apparemment, la différentielle définie comme cela,
la formule dy = f’(a)dx serait alors correcte.

Attention : L est la différentielle de f au point a ;
la différentielle de f, notée df, est I’application
a — L. Larelation n’a aucun sens (ou du moins
certainement pas celui que tu lui donnes. Ce qui a
un sens, c’est df = f’dx ou df, f et dx sont a éva-
luer en a.

La notation ne vaut que si I’espace de départ E est
de dimension 1. Lorsqu’il y a plusieurs variables,
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il faut utiliser les notations avec les « ronds »,
0 0 0

df = ldx+ ldy+ ldz par exemple, ou 1’on
ox 0% 0z

insiste bien sur le fait que dx n’est qu’une notation
de la dérivée partielle, n’est en particulier pas un
quotient, et que df et dx n’ont aucun sens pris
individuellement et séparément.

On peut noter f* = e par convention, ce qui ne
X

veut pas dire que I’on fait une division... i n’est
/x

qu’une notation pour f’, pas le résultat d’une divi-
sion. Cette notation a pour but de manifester la rela-

qa

tion fondamentale df = f’dx sous la forme df = o
x

dx et, de ce fait, peut &tre utilisée dans tous les cal-
culs. Dans le calcul de la dérivée d’une fonction

d
composée, on a d’une part, df = dldx, d’autre part,
Ix

df =L iw ctau= ™ av.doncar= <L ® 4

= — = — n = — — N

duueu 0lxx’0c dudxx’
df d

d’oti I’on déduit bien l =l @ comme résul-
dx du dx

tat d’un produit de deux fonctions, notées sous
forme de quotient sans étre des quotients, donc sans
« simplification d’un produit de fractions ».

Citation Phys2 : « Car apres tout, x peut étre défi-
ni par la fonction identité ? »

Effectivement, x est dans la notation de
Leibniz, une notation de la fonction identité. Le pro-
bleme est que I’on confond, dans la no-tation de
Leibniz, la fonction fet la valeur Id(x) = x.

Phys2

Merci beaucoup God’s Breath pour ta réponse,
j’ai déja I’esprit plus clair. Mais, j’ai un second pro-
bléme : pour une courbe paramétrée, de parametre
t, on écrit avec les notations de Leibniz, la dérivée :

dr_dv s

. Mais comment trouver cela sans

& ala
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la conception abusive de la simplification par df et
en restant cohérant avec la définition de la diffé-
rentielle ?

God’s Breath

C’est toujours la méme chose : tant que 1’on consi-
dere des fonctions d’une seule variable, deux dif-
férentielles du et dv sont proportionnelles au sens
qu’il existe une unique fonction @ telle que

dv
dv = ®du et]’on note ® = ™ ,je mets des paren-
u

theses pour indiquer que le numérateur et le déno-
minateur sont « indissociables » et que ce n’est pas
une fraction au sens usuel. On a donc I’existence

dx dy dy
des f ti O=|—|,P=—" et E= — tell
es fonctions (dt ) 7 © o, telles

que dx = ®dt, dy = Wdt et dy = Edx , donc
dy=E®dt et =0 =W (par unicité du « rapport
de proportionnalité » entre les différentielles ou enco-
re £ = W/® qui s’écrit immédiatement, en nota-

dy dy dx
tion de Leibniz, la fi = —.
ion de Leibniz, sous la forme : —- = —- [ —

Phys2

D’accord, je n’avais pas fait attention que 1’on
oo dyy ool
pouvait diviser par ( u ), qui n’est pas une diffé-

rentielle. .. Merci beaucoup.

Résumons ci-dessous en quelques lignes ce
débat :

— Phys2 demande s’il peut manipuler la nota-

tion dl comme le quotient de deux fonc-
X

tions car il a ’impression que, dans la for-

leif—if@ons’a ie sur les
M e T du dx ppuie su

regles de simplification des quotients.

— MiMoiMolette considere cette formule
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comme « aberration » car la lettre u repré-
sente une fonction, et car, selon lui, on ne peut
pas dériver une fonction par rapport & une autre.

, ar _
Z¢ébule affirme que I’égalité — = — —
X

n’est pas une démonstration de la formu-
le de la dérivation d’une fonction compo-
sée car pour montrer cette formule, il faut
s’appuyer sur le calcul des limites et que,
de plus, « multiplier et diviser par du ¢can’a
pas de sens ».

Par contre, Phys2 voudrait considérer toutes

& & du

dx’ du’ dx

tients de différentielles car cela lui per-

mettra d’expliquer le fonctionnement de la
df df du

formule — = — —— alamaniere des frac-
dx  du dx

tions. Pour cette raison, il compte sur les

autres condisciples pour lui expliquer cette

formule al’aide des différentielles.

les notations comme quo-

God’s Breath établit la formule par les
manipulations formelles des différentielles
garanties par la définition de celles-ci :

df df du
df = —dx, df = ——du et du= —dx.
! dxx ! duue " dxx

Ces manipulations se réduisent a la sub-

d d
stitution de du par & dx dans df = l du.
dx du

Et God’s Breath précise qu’il obtient la

" | df df du |
ormule e - du dx « comme résultat
d’un produit de deux fonctions, notées
sous forme de quotient sans étre des quo-
tients, donc sans simplification d’un pro-

duit de fractions ».
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— Phys2 demande aux autres interlocuteurs

dy dy d
une explication de la formule d%c/ j); / d);

dans le cas d’une courbe paramétrée, mais
désormais il accepte que cela soit « sans la
conception abusive de la simplification
par drt et en restant cohérent avec la défi-
nition de la différentielle ».

God’s Breath propose une explication de

laformule 2 = & tanal
a formule o dr / il qui est analogue
a celle qui est proposée pour la formule

df df du P il

— = — — . Pour cela, il commence par
dx du dx P
désigner par les lettres @, W et Z, les fonc-

tions dérivées impliquées dans la formule :

d d
o= (dx)‘l’ (y)et_—(l):ilplace

dr dr dx
c ressement d dy et dy entre paren
X —_— -
P dr’ dr S dx P

theéses « pour indiquer que le numérateur
et le dénominateur sont indissociables et que
ce n’est pas une fraction au sens usuel ».
Ensuite, il passe aux différentielles par
I'intermédiaire des égalités qui les défi-
nissent dx = Odt, dy = Wdt et dy = Zdx. Par
substitution, il obtient 1’égalité pour la dif-
férentielle dy sous une deuxiéme forme :
dy = E®dt. En s’appuyant sur I’argument
I’ « unicité du rapport de proportionnalité »
entre les différentielles, ici entre dy et dt,
il identifie le produit des fonctions Z@ et
la fonction W, ce qui donne 2P =W, et il
conclut que dy = Zdt. En s’ appuyant sur les
égalités qui définissent W et =, il obtient
dy dy dx

e o=l ar
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Les différentes considérations relatives a la
notion de différentielle ne sont pas mentionnées
dans ce résumé. On y reviendra plus loin.

3. — Quelques questions
soulevées dans le débat

Un certain nombre de questions relatives
au sens des notions et a la signification des
notations utilisées par des éleves ont pu étre déga-
gées lors du débat. Nous en citons quelques-unes :
la question de la « dérivée d’une fonction par
rapport a une autre fonction », deux interpré-

df
tations possibles de la notation di , OUu encore
x

les différentes conceptions de la différentielle,
pour terminer par la question de la validation
de la formule.

3.1 Question de la « dérivée d’une
fonction par rapport a une autre fonction »

Comme premiere difficulté liée a la ques-
tion de Phys2, nous relevons les doutes sur la
1égitimité de la formule qui sont exprimées par
un éleve : « en math, ¢’est une aberration parce
qu’on ne peut pas dériver une fonction par rap-
port a une autre fonction ». Ces doutes sont sou-
tenus par la conviction de 1’éleve sur le carac-
tere fortuit de la ressemblance de ce calcul
avec le calcul sur les nombres : « il s’agit d’une
notation bien commode mais rien de plus puis-
qu’on ne manipule pas du tout les dérivées
comme des nombres ».

Regardons de plus pres cette question.

df du

Dans la f le —=— —
ans la formule I du dx

sente une fonction et la lettre x représente seu-

,la lettre frepré-

28

REPERES - IREM. N° 95 - avril 2014

lement une variable indépendante : par contre
la lettre u a un double statut, d’abord celui
d’une variable indépendante, ensuite celui d’une
variable dépendante ou d’une fonction. En effet

d
j{ est la dérivée de la fonction fde la variable
u

indépendante u :

L/ Sfu + Au) — flu)

du Au—0 Au

di
et ?u est la dérivée de la fonction u de la
/x
variable indépendante x :
du u(x + Ax) — u(x)
dx Ax—0 Ax ’

Toutes les lettres utilisées dans la formu-
le représentent des variables, tantot dépen-
dantes, tant6t indépendantes, selon la place
qu’elles occupent dans les formules

L/ Slu + Au) — flu)
du  au—0 Au

ou du _ pim u(x + Ax) — u(x) ’
dx Ax— 0 Ax

soit au numérateur, soit au dénominateur. La
convention de notation d’une fonction par
I’équation comme

y=f@) ou u=g(x)
leve le probleme de la dérivée d’une fonction
par rapport a une autre fonction.

3.2 Deux interprétations de ——
X

d
Lors du débat, deux conceptions de an se
x

heurtent.
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d
Selon Zébule, an représente un tout car
X

« il s’agit d’une notation bien commode mais

rien de plus puisqu’on ne manipule pas du tout
les dérivées comme des nombres (multiplier et
diviser par du ¢a n’a pas de sens) ».

Phys 2 sépare df et dx pour pouvoir inter-

préter la notation e comme quotient de deux
X

différentielles : « mais dans ce cas la, la déri-
vée est présentée sous la forme d’un quotient
de différentielles, et multiplier et diviser pos-
sede un sens, non ? »

God’s Breath se référe a la convention de
notation pour expliquer les raisons de considé-

rer comme un tout : « On peut noter f* = ——

dx

ar convention, ce qui ne veut pas dire que 1’on
p ,ceq p q

fait une division... o n’est qu’une notation
X

pour f’, pas le résultat d’une division. Cette
notation a pour but de manifester la relation
fondamentale df = f’dx sous la forme

d
df = [Tf dx et, de ce fait, peut étre utilisée dans
by

tous les calculs. »

Phys2 observe que le choix de notation

I fait penser délibérément a un quotient : « mais
X

ce que je ne comprends pas, c’est que, si effec-

tivement, il n’y a pas de sens a diviser par une

application, c’est-a-dire par la différentielle,

ar
alors pourquoi peut-on noter f’(x) = jf ?»
x
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Ces éleves ignorent que les deux cas de figures

d
sont possibles : on peut manipuler an aussi bien
X

comme un tout figé que comme un quotient. On
y reviendra dans la section 4 lorsqu’on y étudie-
ra quelques aspects du traité de L’Hopital.

3.3 Différentes conceptions
de la « différentielle »

Que savent les éleves au sujet des diffé-
rentielles ? Zébule précise que « les différen-
tielles au sens propre sont des applications
linéaires ». God’Breath déclare prudemment que
« ce sont des objets mathématiques relativement
compliqués, dont la manipulation nécessite
beaucoup de soin » et que « les différentielles
df, du, dx,... ne sont pas des nombres, mais
des fonctions, et ces fonctions ne sont pas a valeurs
réelles... ». Phys2 confond la différence
f(a+ h)— f(a) accompagnée de la condition « &
tendant vers zéro » avec la différentielle df : il
précise que « df ne représente pas la différen-
tielle de f mais une toute petite variation de f »
et qu’il s’agit « de quantités infinitésimales ».
Les éleves citent quelques définitions de
la différentielle, qui sont soit incompletes, soit
trop formelles et qui d’ailleurs n’éclairent en rien
la question de la rigueur des notations de
Leibniz :

— Zébule déclare que « les différentielles au
sens propre sont des applications linéaires » sans
préciser les variables dépendante et indépendante.
— Phys2 précise que « la différentielle df
d’une fonction fest définie par : df = f’(x)dx».
11 affirme que 1’égalité df = f’(x)dx est équivalente

d
afi(x)= d{ . Pense-t-il a I’équivalence entre

ces deux égalités assurée par les principes
d’équivalence des égalités ? Les deux égalités
le suggerent. Pourtant, cela n’est pas vrai car
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les notations dx et df n’ont pas la méme signi-
fication d’une égalité a I’autre. En effet, dans
Iégalité df= f’(x)dx, dx et df sont des variables,
I’une indépendante et I’autre dépendante. Par

d
contre, dans 1’égalité f’(x) = dff ,les notations
x

dx et df perdent leur statut de variables car
la notation désigne un tout qui est la limite

lim S0 A) ~ %)

. La fausse équiva-
Ax— 0 Ax

lence algébrique entre les égalités df = f’(x)dx
af , . af
et f’(x) = — renforce I'impression que —— se
dx dx
comporte comme un vrai quotient. Mais para-
doxalement c’est cette illusion de quotient qui
assure, entre autres, 1’utilisation d’une nota-
tion du type dx dans de multiples techniques du
calcul des dérivées et des intégrales.

— Phys2 cite la définition de Wikipédia qui
n’éclaire en rien les raisons d’étre de la formule

— = — — il ne précise pas a quelle par-
X

dy d
tie de Iégalité =~ = =2

= — — peut se référer
dx du dx P

cette définition.

— God’s Breath revient au fait que « la dif-
férentielle de f, notée df, est 1’application
a— L».Lanotation a — L suggere qu’il s’agit
d’une fonction de la variable a, ce qui est faux
puisque a est ici un parametre ; L est bien une
fonction de h. En bref, si les éleves sont
conscients que la différentielle df est une fonc-
tion, et méme une fonction linéaire, ils ignorent
sa variable indépendante. Ce fait témoigne pro-
bablement de certaines lacunes dans 1’ensei-
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gnement et dans I’apprentissage du concept de
fonction en terme de variables indépendante et
dépendante.

3.4 Question de la validation de la formule

La validation de 1a formule & = & 4
a validation ae 1a rormul¢ — = — ——
dx du dx

proposée par God’s Breath s’appuie sur I’éga-

lit¢ df = f’(x)dx qui, rappelons-le, est considérée
d

par Phys2 comme équivalente a f’(x) = d7f

X

par définition et non par les manipulations d’un
quotient.

Dans sa démonstration, God’s Breath

d
s’appuie, en plus, sur les égalités df = dffdu
u

du . .
et du = — dx, et sur la technique de la substi-
Ix

tution d’une variable par une autre. Il obtient

df du

du dx
d df d

déduit la formule d%: = dii d7z . Il ne précise

pas ici comment. Mais on peut imaginer que ces

arguments soient semblables a ceux qui lui ont

dy dy dx

i a justifier la f le —=—/—":
servi a justifier la formule e dt/dt

ainsi 1’égalité df= dx de laquelle il

i df du .
I’égalité df= Tu dr dx exprime le rapport de
u dx

proportionnalité entre df et dx. Etant donné que
le coefficient de proportionnalité dans ce cas est
4 _ 4 du

d
noté par dij: ,on en déduit que T du de
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La principale faiblesse de ce raisonnement
est qu’il n’éclaire pas pourquoi la dérivée d’une
fonction composée se comporte comme le pro-

. df  du . .
duitde — et — comme s’il s’agissait de vrais
du dx

quotients. C’est pour cette raison que nous lui
préférons les arguments de Stewart (2001) cités
dans la section 5 ot I’on se réfere d’abord a la
définition de la dérivée et au calcul du produit
des quotients des différences, qui est une étape
qui précede le passage a la limite.

Pour savoir s’il est possible de considérer
d

y . . -
—— comme une vraie fraction, autrement dit s’il

dx
est possible de calculer dy indépendamment du
calcul de f’(x), on se tourne vers la genese du
calcul différentiel étudiée dans la section suivante.

4. — Leibniz et son calcul des différences

Les notations du type dx ou dy ont été
introduites pour la premiére fois par Leibniz.
Ilaété conscient de leur importance dans son
calcul différentiel puisqu’il a écrit (1850) qu’
«une partie du secret de I'analyse consiste dans
la caractéristique, c'est-a-dire dans l'art de bien
employer les notes dont on se sert. »

L’article fondateur du calcul différentiel est
celui que publia Leibniz en 1684 dans un pério-
dique de Leibzig, les Acta Eruditorum, intitu-
1é Nova methodus pro maximis et minimis. Il
y a exposé une nouvelle méthode pour étudier
les courbes par la recherche des extremums et
des tangentes. Un des points forts de sa métho-
de est son formalisme, mais I’extréme conci-
sion de sa présentation jointe a I’absence de vali-
dation des regles de calcul énoncées en ont
rendu sa diffusion tres lente. Les contemporains
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de Leibniz n’en ont pas compris les enjeux. Les
premiers mathématiciens capables de I’appré-
cier furent les freres Jean et Jacques Bernoul-
li qui contribuerent a le faire connaitre en
I’appliquant aux questions étudiées a I’époque,
a savoir celles de la courbe isochrone et de la
courbe brachistochrone (en fait, il s’agit d’une
méme courbe, la cycloide). Au cours des années
1691 et 1692, Jean Bernoulli enseigna a un
jeune marquis francgais, Guillaume F. A. de
I’Hopital, le calcul des différences de Leibniz
et ce dernier écrivit et publia en 1696 le premier
traité de calcul différentiel intitulé I’ Analyse des
infiniment petits pour l'intelligence des lignes
courbes. Ce traité domina tout le 18° siecle.
L’Hopital y exposa la théorie du calcul des
différences beaucoup plus clairement que ne 1’avait
fait Leibniz lui-méme et ainsi a contribué lar-
gement a la diffuser.

4.1 Quelques éléments
du formalisme de Leibniz

La méthode de calcul fondée par Leibniz
et expliquée par L’Hopital (1713) est une métho-
de générale pour rechercher les tangentes aux
courbes et pour résoudre les problemes des
maximums et des minimums. Cette méthode
s’appuie sur la convention des notations comme
X, y ou z pour les variables, a, b ou c, ... pour
les constantes. L’Hopital introduit les nota-
tions dx, dy pour les différences et les différentielles
des variables x (dans le traité, on ne fait pas de
distinction entre les deux) et il précise qu’ « on
se servira dans la suite de la note ou caracté-
ristique d pour marquer la différence d’une
quantité variable que 1’on exprime par une
seule lettre ». En méme temps, il considere la
différence d comme « la portion infiniment
petite dont une quantité variable augmente ou
diminue continuellement » et, pareillement a Leib-
niz, il ne précise pas ce qu’il comprend par
‘portion infiniment petite’ ni par ‘une quanti-
té variable [qui] augmente ou diminue conti-
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nuellement’. Une signification supplémentai-
re de la différence d infiniment petite apparait
lorsque L’Hopital précise que cela lui permet
de prendre « indifféremment I’une pour I’autre
deux quantités qui ne diffeérent entre elles que
d’une quantité infiniment petite ou (ce qui est
la méme chose) d’une quantité qui n’est aug-
mentée ou diminuée d’une autre quantité infi-
niment moindre telle qu’elle puisse étre consi-
dérée comme demeurant la méme. »

Tout le calcul sur les ‘différences’ de Leib-
niz est déduit de deux régles : de la ‘différen-
ce’ de la somme et de la ‘différence’ du pro-
duit de deux variables. Mais, le seul endroit ou
Leibniz s’appuie sur la notion d’infiniment
petit est la ‘différence du produit’ :

d(xy) = (x +dx)(y + dy) —xy
=xdy + ydx + (dx)(dy)
=xdy + ydx

Le passage de 1’avant derniere ligne du
calcul a la derniere est justifié ainsi :

« La différence sera xdy + ydx + (dx)(dy)
c’est-a-dire xdy + ydx puisque dxdy est une
quantité infiniment plus petite par rapport
aux autres termes xdy et ydx ; car sil’on divi-
se par exemple ydx et dxdy par dx,on trou-
ve d’une part y et de I’autre dy qui est la dif-
férence et par conséquent infiniment moindre
qu’elle. » (L’Hopital, 1716, p.5),

Le calcul présenté ci-dessus aurait suscité
de fortes réserves chez plus d’un mathématicien
notamment a cause de 1’'usage abusif du signe
de I’égalité comme équivalence dans le cas de
I’égalité xdy + ydx + (dx)(dy) = xdy + ydx entre
les expressions qui ne sont équivalentes que si
(dx)(dy) =0.

Cette bizarrerie de la méthode de Leibniz
s’explique par le fait que les calculs se font non
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seulement sur des grandeurs usuelles mais aussi
sur des grandeurs ‘infiniment petites’ avec un
statut flou. Pourtant Leibniz ne prétend pas
que les ‘infiniment petits’ existent réellement,
il pense seulement qu’on peut raisonner sans erreur
comme s’ils existaient.

L’usage des ‘infiniment petits’ a été fort cri-
tiqué par beaucoup d’autres mathématiciens. Leur
statut non défini mathématiquement a empéché
Leibniz d’utiliser le mode de validation hypo-
thético-déductif de sa méthode. Néanmoins,
on peut considérer que cette méthode est vali-
dée d’une maniere pragmatique parce qu’elle
a permis de retrouver des résultats déja connus
par ailleurs comme I’extremum ou la pente de
la tangente d’une courbe du deuxiéme degré.

4.2 Valence instrumentale et valence
sémiotique des notations de Leibniz
dans le contexte de I’ extremum

A chaque notation on peut attribuer deux
types de fonctionnement, 1’un sous la forme
de la valence instrumentale, 1’autre sous la
forme de la valence sémiotique. La valence ins-
trumentale d’une notation nous « permet de
faire » ; elle dépend du nombre de techniques
dans lesquelles on peut I’ utiliser. Cette valen-
ce « sera d'autant plus grande que ces techniques
se montreront robustes et fiables dans I’accom-
plissement des taches concernées. » (Bosch,
Chevallard, 1999). La valence sémiotique
d’une notation est une capacité a produire du
sens, elle permet de voir ce qui est fait, de contro-
ler ce qui est en train de se faire et suggere ce
qui reste a faire.

La valence instrumentale des notations dx
et dy est soutenue par leur valence sémiotique
acquise dans le texte de L’Hopital (1713),
entre autres, a 1’occasion du calcul de 1’extre-
mum d’une courbe. Voici comment L’Hopital
le présente :
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Q-{"

'
ld

Figure 1 : Graphique tiré du livre de L’Hopital

« La nature de la ligne courbe MDM (figure
1) étant donnée, trouver pour AP une valeur
AE telle que I’appliquée ED fait la plus gran-
de ou la moindre de ses semblables PM.
Lorsque AP croissant, PM croit aussi ; il est
évident que la différence Rm sera positive par
rapport a celle de AP ; et qu’au contraire
lorsque PM diminue, la coupée AP croissant
toujours, la différence sera négative. Or, toute
quantité qui croit ou diminue continuelle-
ment, ne peut devenir de positive négative,
qu’elle ne passe par I’infini ou par zéro . »
(L’Hopital, 1713, p.58),

L’argument principal donc s’appuie sur
une continuité supposée de dy et de la pro-
priété des valeurs intermédiaires qui serait satis-
faite par une grandeur variable.

La méthode générale expliquée ci-dessus
est appliquée ensuite par L’Hopital aux quelques
exemples. Dans I’un d’eux, il s agit de trouver
un point E sur un segment AB, tel que le pro-
duit du carré de la longueur du segment AE par
la longueur du segment EB soit maximal (figu-
re 1). Pour traiter ce probleme avec le calcul des
différences, L Hopital le traduit en formules algé-
briques a I’aide des notations standardisées, x
pour la longueur variable AE et a pour la lon-
gueur constante AB. On doit trouver la valeur
maximale de AE2EB=y=x?(a - x).

Pour cela, il calcule dy et détermine la
valeur de x qui annule dy. En appliquant les deux
regles de calcul citées ci-dessus, il obtient que

dy =d[x?*(a—x)] =d[ax? - x7]
=d(ax?) —d(x?)
= 2axdx — 3x % dx
= (2ax —3x?%)dx

d’ou I’équation dy =0 devient (2ax — 3x?)dx
= 0, ce qui donne la solution non nulle
x=2a/3. Ce calcul permet d’obtenir directement
la différentielle de x2(a —x) comme fonction

d
linéaire de dx sans passer par le calcul de ?y .
x

dy
Ensuite, di est calculé comme un vrai quotient.
X

L’exemple traité ci-dessus illustre I’effica-
cité de la méthode de Leibniz qui consiste en la
simplicité de son algorithme, en ses notations élé-

dy

PRRRRE
son formalisme opératoire qui permet d’effectuer
quasi-automatiquement les calculs et obtenir un

nombre considérable de nouveaux résultats.

gantes et performantes comme dx, dy,
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5. — Réponses institutionnelles aux
questions formulées au cours du débat

Nous nous référons aux deux livres contem-
porains de calculus' pour voir comment y sont
traitées les trois questions suivantes :

— la formule de la dérivée d’une fonction
composée exprimée en notations de
Leibniz ;

— laformule de la pente de la tangente & une
courbe définie par les équations paramétriques
en notations de Leibniz ;

— la définition de la différentielle d’une fonc-
tion en notations de Leibniz.

Notre choix s’est porté sur les traductions
des livres nord-américains parce qu’on y utili-
se fréquemment les notations de Leibniz en
parallele avec la notation f” de Lagrange.

Le premier livre consulté est celui de Ste-
wart (2006). Dans le premier extrait de ce livre,
on présente les notations utilisées par I’auteur
pour traiter la question de la composée de deux
fonctions.

« Dérivée d’une fonction composée :
Si f et g sont deux fonctions dérivables et si
F = fo g estla fonction composée définie par
F(x) = f(g(x)), alors F est dérivable et I’expres-
sion de F” est donnée par le produit

F )= f"(g(x)g"(x) .

1 Le calculus est une branche des mathématiques développée
indépendamment par Newton et Leibniz. Il est composé de
deux types de calculs : le calcul différentiel pour traiter ini-
tialement les questions de la pente d’une courbe ou de
I’extremum d’une fonction, et le calcul intégral pour trai-
ter initialement les problémes d’aire sous une courbe. Les
deux calculs sont reliés 1’un a 1’autre par le théoreme fon-
damental du calcul différentiel et intégral. Actuellement,
le terme calculus est fréquemment utilisé dans les pays anglo-
saxons pour désigner un cours tres élémentaire d’analyse
mathématique.
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Avec les notations de Leibniz, si y = f(u) et u=g(x)

dy dy d
sont des fonctions dérivables, alors & = o daun >
dx du dx

(Stewart, 2006, p. 228)

Il s’agit de la notation d’une fonction sous
forme d’équation dans laquelle il apparait le nom
de la variable dépendante dans un membre, le
symbole de la fonction et le nom de la variable
indépendante dans 'autre : y = f(u) et u=g(x).
La composition s’obtient alors par la technique
de la substitution de la variable u par g(x).
Curieusement, la notation f. g choisie pour
la composée de deux fonctions n’est plus repri-
se pour noter la composée f’(g(x)) comme

(f7 o 8)(0).

Dans I’extrait suivant, il s’agit de fournir
des arguments de validation de la regle de déri-
vation d’une fonction composée lorsqu’elle est
exprimée avec les notations de Leibniz.

« Soit Au la variation de u qui résulte de la varia-
tion Ax de x, autrement dit,

A= g(x + Ax) — g(x).
Par ricochet, la variation de y est

Ay = fu+ Au) = f(u).
Il est tentant d’écrire

lim ﬂ M (1)
a—0 Au Ax
. Ay . Au
_ lim = lim 2% 2)

A—>0 Au Ax—0 Ax
La continuité de g fait que Au — 0 quand Ax — 0.

= & du .» (3) Stewart, 2006, p. 228)
du dx
La seule faille dans ce raisonnement est que dans
(1), 1l se peut que Ax soit nul (méme si Ax = 0) et
il est bien sir interdit de diviser par 0. Néan-
moins, ce raisonnement laisse penser au moins que
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la regle de dérivation des fonctions composées est
exacte. Pour combler la faille il faut un raisonne-
ment plus subtil que nous ne présentons pas ici. »
(Stewart 2006, p. 228)

La ressemblance de la formule avec le
comportement des quotients est ici voulue, ce
qui est commenté par Stewart ainsi.

dy du

'y [N .
=— — est facile a retenir, car

L’équation —
«Loequatt dx du dx

.dy du . .
si — et o étaient des quotients, nous pourrions
X

du
simplifier par du. Souvenons-nous pourtant que du
n’arecu aucune définition jusqu’a présent et que

. du
I’expression o ne peut pas étre vue comme un
X

réel quotient. » (Stewart, 2006, p. 228)

d
Le quotient différentiel dl représente ici
u

un tout inséparable comme résultat du calcul de

A
la limite du quotient des différences ?y dans
u

lequel Ay est un accroissement de la variable
dépendante y : Ay = f(u + Au) — f(u), et Au est
un incrément de la variable indépendante u.

Les calculs faits en (1), (2) et (3) éclairent

. dy dy du
pourquoi la formule — = —— — se compor-
dx  du dx
te comme un quotient bien qu’elle ne soit pas un
quotient : c’est parce qu’on peut toujours reve-
nir aux quotients des différences et utiliser les pro-

priétés des quotients avant de passer a la limite.

Dans I’extrait suivant, il s’agit de la formule
de la pente de la tangente a une courbe définie
par les équations paramétriques en notations de
Leibniz :
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« Tangente aux courbes paramétrées :

[...] Nous avons présenté des courbes définies
par des équations paramétriques x = f(¢),y = g(?).

C’est par la régle de dérivation des fonctions com-

posées que I’on peut obtenir les tangentes a de telles

courbes. On suppose que les fonctions fet g sont

dérivables et on souhaite connaitre la tangente en

un point de la courbe en lequel est aussi une fonc-

tion dérivable de x. La regle de dérivation des
dy dy dx

fonctions composées donne ——=—— — . A condi-
P di " dx di

. dx
tion que a # 0, on peut résoudre par rapport a

dy dy dy/dx
L E_EE L (Stewart, 2006, p. 233
d e SO p-233)

Les variables y et x sont considérées comme
coordonnées d’un point courant de la courbe qui
varient en fonction d’une troisieéme variable 7.
Quant a la notion de différentielle, elle est
caractérisée comme fonction dont les variables
indépendante et dépendante sont spécifiées :

« Les idées en toile de fond des approximations
affines sont parfois présentées en termes de dif-
férentielles. Si y = f(x) et si fest une fonction déri-
vable, alors la différentielle dx est une variable indé-
pendante, ce qui revient a dire que dx peut prendre
n’importe quelle valeur réelle. La différentielle dy
est maintenant définie en termes de dx par I’équa-
tion dy = f’(x)dx. Cette expression fait de dy une
variable dépendante, qui en réalité¢ dépend a la fois
de x et de dx. La valeur de dy n’est calculable qu’apres
avoir attribué une valeur a dx et une valeur du domai-
ne de f'a x. » (Stewart, 2006, p. 256)

Dans cette citation, on insiste sur le lien fonc-
tionnel défini par I’équation dy = f’(x)dx ; les
différentielles dx et dy deviennent ainsi des
variables, I’'une indépendante et I’autre dépen-
dante par le lien d’une fonction linéaire.
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La difficulté d’utilisation des notations dx
et dy consiste dans leur double sens. En effet,

d
la forme de deux égalités di’ = f’(x) et
X

dy = f’(x)dx suggere qu’elles sont équiva-
lentes en vertu des principes d’équivalence des
égalités algébriques. Or, cela n’est pas vrai car

(o dy dy )
dans I’égalité — = f’(x), —— est un résultat
dx dx

du calcul d’une limite et il doit &tre considéré
comme un tout. Par contre, dans 1’égalité
dy=f'(x)dx,ona dx= Ax etdy est définie comme
une ‘quantité’ autonome par I’'intermédiaire de
f’(x) qui doit étre calculé avant. Ces nuances

dy
sont occultées par le fait que la notation —— se
X

comporte comme quotient sans 1’étre, ce qui consti-
tue, a la fois, son intérét et ses difficultés d’uti-
lisation.

Le deuxieme livre consulté est celui de
Ayres (1978). Pareillement au livre de Ste-
wart, on définit d’abord une fonction compo-
sée de deux fonctions données en utilisant la nota-
tion d’une fonction sous forme d’une équation
dans laquelle on explicite la variable dépendante
et la variable indépendante. La composition se
fait comme chez Stewart, par la technique de
substitution des variables.

«Siy=f(u)etu=g(x),alorsy= f(g(x)) consti-
tue une fonction de x. Si y est une fonction déri-
vable de u, et si u est une fonction dérivable de x,
alors y = f(g(x)) est une fonction dérivable de x
et la dérivée dy/dx s’obtient en utilisant I’'une des
deux méthodes suivantes :

On exprime explicitement y en fonction de x et on
dérive. Exemple : Pour y=2u+ 3 etu =2x+1 on

dy
a: y=22x+1)+3et o =4,
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On dérive chacune des fonctions par rapport a sa
variable indépendante et on utilise la formule

dy _ . du [...]» (Ayres, 1978, p. 29)
- = — — el > TeS .
dx  du dx yres, P

La regle de la dérivée des fonctions com-
posées s’obtient d’une facon analogue. Ici éga-
lement les lettres x, y et u représentent les
variables.

«Soit Au et Ay les accroissements respectifs don-
nés a x et a y quand on augmente x de Ax. On a

Ay Ay Au
— = — — et, en supposant Au # 0, quand
Ax Au  Ax
dy dy du
A —0, —=— —,cqfd
dx  du a9

On trouve généralement la condition relative a Au
en prenant | Ax| suffisamment petit. Lorsque ceci
n’est pas possible, on obtient la régle comme suit :

d
On pose Ay = dlAu + eAu, avec € — 0 quand
u

Ay dv Au Au
Ax— 0 .Onaalors — =—— +¢eg—,eten
Ax  du Ax Ax

calculant la limite quand Ax — O :

dy du

- = .
dx du dx

dx ~ du dx
(Ayres, 1978, p. 32)

d d
ly ydu+0du

d
Interprétation géométrique de Ay = dl Au+ eAu
u

D’apres la figure ci-contre, Ay = RQ et
dy
S Ax=PR tan(SPR) = RS : donc & Ax = SQ. »

X
(Ayres, 1978, p. 26)

Pour une variation Ax de x de P(x.y), Ay représente
la variation correspondante y le long de la courbe

dy
et o Axn’est autre que la variation correspondante
X



REPERES - IREM. N° 95 - avril 2014

dy

. P dx=Ax R

Figure 2 : L’interprétation géométrique
de la différentielle dy et de la différence Dy

de y le long de la tangente PS. Comme leur diffé-
rence &.Ax=[...(Ax)? — 0 plus rapidement que

dy
Ax, on utilisera ™ Ax comme approximation de
X

Ay, quand | Ax| est petit. » (Ayres, 1978, p. 32)

Les différentielles dy et dx ne sont pas
définies de la mé&me maniere : dx désigne
I’accroissement de la variable indépendante x,
noté autrement par Ax, tandis que dy signifie une
fonction de x et de dx et désigne une approxi-
mation de Ay qui est I’accroissement de la
variable y.
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« Pour la fonction on définit :

* dx appelé différentielle de x, selon la relation f(x).
e dy, appelé différentielle de y, selon la relation
dy = f’(x)dx.

La différentielle de la variable indépendante est
par définition égale a sa variation, mais la diffé-
rentielle de la fonction n’est pas égale a sa varia-
tion.

Exemple :

Quand y = x2, dy = 2xdx, alors

Ay = (x+ Ax)? — x? = 2xAx + (Ax) ? = 2xdx + (dx) >
Une interprétation géométrique est donnée par la
figure 3. » (Ayres, 1978, p. 119)

v {dx)ad

X dv
Figure 3 : Interprétation géométrique
de la différentielle de la fonction
. . . dy
Revenons maintenant a la notation ? et
/X

a son interprétation comme quotient. Dans le
troisieme livre consulté, celui de Swokowski
(1993), on donne les raisons pour lesquelles ce
quotient désigne la dérivée d’une fonction :

« La division des deux membres de 1’équation
dy = f*(x)dx par dx explique en quelque sorte la nota-

d
tion ;y introduite [...] pour désigner la dérivée
/x

de y par rapport a x. » (Swokowski, 1993, p. 129),

Dans le livre de Stewart (2006), on va plus
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loin car on y écrit que si dx # 0, on peut divi-
ser les deux membres de 1’équation dy = £ (x)dx

dy
par dx et on obtient ainsi I’équation I =f(x)
x
et on précise que, dans ce cas,

« le membre de gauche peut réellement étre inter-
prété comme un quotient de différentielles. » (Ste-
wart, 2006, p.256),

Donc finalement, on peut résumer que chez

dy
Swokowski on considere ™ comme quotient
X

d
‘en quelque sorte’, tandis que chez Stewart zy
X

devient réellement interprété comme quotient.

De toute fagon, dans les deux cas, I’équivalence

d
des égalités dfy =f’(x) etdy = f’(x)dx est assu-
X

rée par la définition de la différentielle dy par 1’éga-
lité dy = f’(x)dx. Mais cette équivalence donne
I’impression d’étre obtenue par la division par

. . 'y
dxet, pour cette raison, la notation di se com-
X

porte comme quotient sans 1’étre.

6. — Instrumentalité des notations dx, dy

La grande instrumentalité de dx et dy s’est
construite en parallele avec sa sémioticité. Ces
notations ont aidé Leibniz a identifier et a expri-
mer la parenté entre les problemes des tan-
gentes aux courbes et les problemes des aires
curvilignes. C’est la raison pour laquelle la
notion de différentielle est incontournable pour
comprendre la notion d’intégrale et le théore-
me fondamental de Leibniz grice aux mani-
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pulations de la notation J x)dx . De plus,

comme on a vu dans la section précédente, la
notation de la différentielle par dx ou dy a une
grande force explicative de la formule de la déri-
vée d’une fonction composée. Cela est égale-
ment le cas de la formule de la dérivée d’une
fonction réciproque :

Soit y = f(x) et sa réciproque x = g(y). Alors

dx . Ax . 1 1
= - lim = = lim

dy  a-0A4Ay a0 AJ’/AX_ dy/dx

Voici encore d’autres exemples de techniques
impliquant le calcul des différentielles qui
entrainent les manipulations des notations
comme dx, des techniques accessibles aux
éleves de I’enseignement du second degré et cer-
taines parmi elles sont connues d’eux.

Primitivation par changement de variable :

x}

calculons, par exemple, j“ dx .
x-+4
Pour cela utilisons le changement de variable
suivant : yu =x2+4,doux2=u—-4.Dela
derniere égalité, on déduit que 2xdx = du ou

1 .
encore que xdx = ) du La suite des calculs

se présente ainsi :

J X X2
deJ xdx =
Vil +4 V2 + 4

u—41 1 _
J 7 Edu=§ J(u2/3—4u 13 du .

Cette technique peut étre justifiée par la déri-
vation d’une fonction implicite et par la for-
mule de la dérivation des fonctions composées.
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Equation différentielle a variables séparées
dy _glx)
dx  h(y)
la forme de I’égalité des différentielles
h(y)dy = g(x)dx et ensuite, sous la forme

: pour la résoudre, on I’écrit sous

d’égalité des intégrales Jh(y)dy = J g(x)dx .

La régle de changement de variable permet
de justifier ce passage :

[y = [0 % ax= [atrar,

Approximation dffine a I aide des différentielles :
f(x+ Ax) =f(x) + dy. Cette approximation
est la conséquence de I’approximation de
Ay = f(x + Ax) — f(x) par dy suggérée par la
figure 2, Ay = dy = f’(x)dx, ou la différentielle
dy représente la variation de I’ordonnée y sur
la tangente PS tandis que la différence Ay
représente la variation de 1’ordonnée sur la cour-
be y = f(x) suite a une variation dx de x.

Genese de l'intégrale définie comme ‘somme-
b
limite’ des différentielles : J' fix)dx =
a

lim [f(a+ Ax)+ f(a +2Ax) + ...+ f(a + nAx)]

Ax—0
Chaque terme de la somme

fla+ Ax) + f(a +2Ax) + ... + f(a + nAx)
peut étre considéré comme la différentielle

d’une fonction F(x) et servir d’approximation
pour la différence du type F(x + Ax) — F(x) :
f(a+ Ax)Ax = F(a + Ax) — F(a)
fla+2Ax)Ax = F(a + 2Ax) — F(a + Ax)

f(a+ nAx)Ax = F(a + nAx) — F(a + (n — 1)Ax)
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Ce raisonnement permet d’éclairer les raisons
b

pour lesquelles I’intégrale Jf(x)dx est

égale a

[F(a+ Ax) — F(a)|+ [F(a + 2Ax) — F(a + Ax)]
+ ...+ [F(a+nAx)-Fla+ (n-1)Ax)] =

= F(a + nAx) — F(a)

= F(b) — F(a)
lorsque nAx =b - a.

Ce résultat est bien connu comme le théoréme
fondamental du calcul différentiel et intégral.

7. — Absence de la notation dx dans
I’enseignement des débuts de ’analyse
et quelques-unes de ses conséquences

Tous les exemples cités témoignent d une
forte instrumentalité de dx et dy. Pourtant, cette
notation est faiblement utilisée dans 1’enseignement
du second degré et diversement utilisée dans
I’enseignement universitaire, comme 1’ont mon-
tré Artigue et Viennot (1986) sur I’exemple
de la tangente a une courbe définie par son
équation cartésienne :

« On ne verra guere par exemple un étudiant fran-
cais en sciences se permettre de déterminer la
pente de la tangente en (1,1) a I’ellipse d’équation
2x2% +y? =3 par la « manceuvre » suivante :

2x2 +y? =3 = dxdx + 2ydy =0 = ydy = — 2xdx

dy 2x . . g
= — =— — . » (Artigue &Viennot (1986) cités
dx y

dans Bosch & Chevallard, 1999, p. 24)

Selon Bosch et Chevallard (1999), on décre-
te facilement que la notation différentielle est
« dénuée de sens » des qu’elle est manipulée
comme quotient comme cela est le cas dans les
exemples suivants :
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ey =arcsinx = siny=x = cosydy =dx
dy 1 1

_ 1
dx  cosy V1 — sin’y V1 -

d d
'l=y = dy=ydx = l=dx
dx y

d
= flzfdx = Inx|=x+C =y=ke”*
y

IIs attribuent cet état de choses aux inter-
dits formulés par les mathématiciens eux-
mémes :

« On sait [...] que lorsque les techniques de dif-
férentiation et d’intégration basées sur I’emploi de
la notation différentielle sont bannies de 1’ensei-
gnement, le motif en est généralement 1’absence
d’une technologie acceptable par les "censeurs"
— en général des mathématiciens. » (Bosch &
Chevallard, 1999, p. 24)

ou encore a I’absence d’une justification théo-
rique satisfaisante des techniques s’appuyant sur
les manipulations de dx et dy :

«la valence sémiotique d’un ostensif (on d’un assem-
blage d’ostensifs) fait référence, plus qu’al’objet
lui-méme, aux techniques dans lesquelles celui-
ciintervient : ainsi, faute d’une technologie mathé-

dy
matique appropriée, I’ostensif I peut certes
X

renvoyer a la dérivée de la fonction y = f(x) mais
sans que le numérateur et le dénominateur de la
fraction renvoient a quoi que ce soit d’instru-
mental en eux-mémes, en sorte qu’on ne pourra
alors utiliser cet ostensif qu’a la maniére dont on
utilise la notation y’(x) — avec ce seul avantage que

d7y permet de préciser la variable de la dérivation. »
X

(Bosch & Chevallard, 1999, p. 26)
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Regardons de plus pres, a quoi ressemble
I’enseignement de la formule de la dérivation
d’une fonction composée dans certains manuels
belges francophones lorsqu’on n’utilise pas les
notations dx et dy.

En général, au niveau de I’enseignement du
second degré en Belgique francophone, on uti-
lise rarement la notation différentielle. La for-
mule de la dérivée d’une fonction composée est
exprimée a 1’aide de la notation du type f(x).
Ce fait entraine les difficultés techniques de la
validation de la formule considérée qui abou-
tissent & I’abandon de sa validation. Cela est illus-
tré ci-dessous par deux exemples tirés de deux
manuels différents.

L’exemple tiré du manuel Cqfd 5 (niveau de la clas-
se de 1¢ en France)

«Soit f =h o g dérivable en x, h dérivable en g(x)
et g dérivable en x.

On admet que (1o g)'(x) = h'(g(x))g’(x).
Exemple : calculer la dérivée de f(x) =sin(x2 + 1)

"sinus"

Hcarréll 2
— x“+1 —

sin(x2+1)

La dérivée de f(x) =sin(x2+ 1) est le produit de
deux dérivées : celle de « sinus » en g(x) et celle
de g(x)=x2+1.
[sin(x2+ D]’ =sin’(x2+ 1).(x2 + 1)
=[cos(x2 + 1)].2x
=2x.cos(x2+1)»

(Van Eergenbrugghe, Bousson, 2010)
L’exemple tiré du manuel Actimath 5¢ (niveau
de la classe de 1¢ en France)

« Formule (admise). Soit

f:R— R :x— f(x) dérivable en a
{ g:R— R:x— g(x) dérivable en f(a)
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(gof) (x ) ( )-8
(Delfeld et al, 2003)

Dans les deux cas, la notation spécifique
pour les composées de fonctions, 2. gou go f,
est superflue : elle n’est méme pas utilisée pour
exprimer la dérivée de ces composées parce qu’on
la note par (ho g)'(x) = h'(g(x)).g’(x) au lieu
de (ho g)’(x) = (1’0o g)(x).g’(x) ou par
(80 H)'(0) = £ (x).8°(f(x)) aulieude (go )'(x)
=(8"0 N)-F) .

Dans les deux exemples, la formule est
admise sans aucune justification ni raison d’étre.
Les deux manuels s’appuient sur les diagrammes
avec les fleches reproduits ci-dessus pour expli-
quer le fonctionnement de la composition de fonc-
tions. La raison probable de I’utilisation des dia-
grammes est I’absence de la notation « y=... »
qui aurait permis d’exprimer la composition de
deux fonctions par la technique de changement
de variable. De plus, ces diagrammes n’ont
aucune instrumentalité parce qu’on ne peut pas
les manipuler dans les techniques de calcul de
la fonction composée et ils n’ont pas d’usage
reconnu par la communauté scientifique.

Dans les deux cas, les fleches tantdt hori-
zontales tantot tournées vers le bas tentent de sug-
gérer la formule de dérivation d’une fonction com-
posée. Pourtant, les nombreux témoignages des
éleves et des professeurs montrent les difficul-
tés persistantes des éleves a comprendre la com-
position des fonctions et a retenir la formule de
la dérivée d’une fonction composée sous la

forme (ho g)'(x) = h'(g(x)).g’(x). De plus, la
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notation 4’(g(x)) pourrait poser aux éleves des
difficultés analogues a celles qui ont été évoquées
par I’éleve MiMoiMolette a propos de la nota-

d
tion dff dans laquelle f et u désignent des fonc-
u

tions lorsqu’il dit qu’il ne peut pas dériver une
fonction par rapport a une autre fonction.

On ne connait pas les raisons de ce choix
par les auteurs des manuels cités. On ne peut
que s’aligner sur I’explication donnée par Bosch
et Chevallard (1999) déja citée ci-dessus. Donc,
certains interdits qui touchent I’utilisation des
notations dx et dy sont probablement liés a leur
lien avec les infinitésimaux dont le statut est cri-
tiqué par des mathématiciens.

8. — Formalisme de Leibniz pour intro-
duire le calcul différentiel dans le contexte
des extremums et des tangentes

Dans cette section largement inspirée du texte
de Bernard, Citta, Krysinska (2011), nous pré-
sentons quelques éléments d’une proposition d'en-
seignement du début du calcul différentiel au
niveau de I’enseignement du second degré.
Cette proposition consiste a introduire la déri-
vée par le biais de la modélisation algébrique
des extremums des fonctions et des tangentes
aux courbes.

Dans ces deux cas, on s’appuie sur 1’objet
tangente non défini mathématiquement mais dont
les éleéves ont une certaine connaissance intui-
tive. Le travail de modélisation implique la
nécessité de la confrontation du modele avec
cette connaissance.

A T'occasion de ces deux problématiques,
des extremums des fonctions et des tangentes
aux courbes, nous mettons en place des tech-
niques algébriques qui permettent d’éviter les
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classiques calculs de limites : ces techniques sont
inspirées par celles qu'a utilisées L Hopital
dans les mémes contextes. Elles exploitent la
valence sémiotique et instrumentale des nota-

, dy
tions dy, dx et —.
dx

Ces techniques mises au point sont testées
de facon pragmatique afin de vérifier qu'elles
produisent des résultats corrects ou conformes
aux connaissances naives relatives a 1’objet
tangente.

Commencons par expliquer nos choix
didactiques :

— Nous avons placé le probleme de l'extre-
mum avant celui de la tangente car la tan-
gente peut étre vue comme une position extré-
me d’une sécante, autrement dit comme un
probleme d'extremum.

— Nous avons choisi des fonctions du 2°
degré afin de pouvoir disposer des méthodes
algébriques pour déterminer les extremums
et les tangentes.

8.1 Probleme d’extremum

La méthode pour déterminer 1’extremum
sera mise au point sur I’exemple d’une fonction
du deuxiéme degré et ensuite validée par le
fait que la valeur extréme d’une telle fonction
peut étre calculée autrement.

Soit la fonction définie par y = — x 2 + x.
Déterminons a vue son extremum.

Une approche expérimentale, souvent sug-
gérée, par des €leves consiste a déplacer une regle
en position horizontale parallelement a elle-
méme vers le haut comme le suggere la figure
4.0Ony voit ainsi que le maximum de la fonc-
tion est atteint a l'intérieur d'un intervalle
[x,x + Ax] caractérisé par 1'égalité f(x) = f(x + Ax).
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flo=fxtx)

Figure 4 : Extremum de la fonction
donnée par I’équation y = — x2 + x

Plus x est proche de 1'endroit ou le maximum
est atteint, plus la variation de y sur l'interval-
le [x,x+ Ax] est faible. La figure 4 suggere que
localiser I'extremum revient a calculer 'abscisse
du point de contact en lequel la pente de la
tangente est nulle : I’abscisse de ce point de contact
est située dans I’intervalle [x, x + Ax].

Nous nous contentons a ce stade d'une
définition élémentaire de la droite tangente a une
courbe, a savoir une droite qui n'a qu'un point
(double) en commun avec la courbe et qui ne
peut pas la traverser franchement. Ecrivons l'ex-
pression de la pente de la sécante passant par
les points d'abscisse x et x + Ax, et imposons
que cette pente soit nulle :

Ay _ flx + Ax) — fx)

Ax Ax =0

— 2xAx — (Ax)* + Ax 0
Ax
-2x-Ax+1=0

Comme, plus Ax est proche de 0, plus ces sécantes
s'approchent de la position de tangente, nous
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d
imposons Ax =0 et notons le résultat 673’ .Nous
x

s g B
arrivons a I’équation o 2x+1=0.
x

. . 1
Celle-ci admet la solution x = 5 Clest la valeur

de x qui réalise le maximum de y. La formule

bien connue de 1'extremum d'une fonction du
- ‘ . . 1

deuxieme degré aurait donné x = - — = —,
2a 2

ce qui confirme le résultat ci-dessus obtenu

d
par ’annulation de Ax. La notation dl repré-
X

sente ici un tout inséparable.

Opérons aussi selon la méthode de Leib-
niz, a savoir calculer Ay :

Ay = f(x+ Ax) - f(x)
=— X+ A2+ (x+Ax)+x2—x
=—2xAx — (Ax)? + Ax
le poser égal a 0 et noter dy le résultat obtenu

apres avoir négligé le terme (Ax) % et rempla-
cer Ax par dx :

dy=—2xdx+dx=(—2x+1)dx=0.

En divisant I’équation par dx, on obtient

d
d—y =(—2x+ 1)=0.Ces équations ont comme
X

. 1 ‘o
solution x = 5 comme précédemment.

Remarquons que, dans ce cas, la notation

dy
I représente bien une fraction.
x
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8.2 Recherche d’une tangente

Ainsi que nous 'avons précisé a la section
précédente, la notion de tangente a une courbe
est, a ce stade, tres élémentaire. On verra qu'il
est nécessaire par la suite de faire évoluer cette
premiere conception de la tangente vers celle d'une
droite qui, localement, approche le mieux la
courbe. Cette nouvelle conception forcera les éleves
a accepter que la tangente puisse avoir plu-
sieurs points en commun avec la courbe et qu'el-
le puisse la traverser franchement. A la fin, la
tangente pourra étre définie comme une droite
dont la pente est obtenue, soit comme limite du
quotient des différences, soit comme le quotient
des différentielles a la maniére de Leibniz.

Notre choix didactique est de chercher une
tangente de direction donnée, et non pas la tan-
gente en un point donné, a la différence de ce
qui est fréquemment proposé dans les manuels,
et voici pourquoi :

— nous avons pu observer que le calcul de I'ap-
proximation du point de contact de la tan-
gente dans une direction donnée est acces-
sible & une majorité d'éleves ;

— plusieurs études démontrent que le calcul
de la pente de la tangente en un point vue
comme limite de pentes des sécantes n'est
pas du tout évident pour beaucoup d'éleves
car liée a la vision géométrique de la tan-
gente comme limite des sécantes. Citons ici
Schneider (1988), qui compare les deux pos-
sibilités en ces termes :

«S'il peut y avoir, pour certains éleves, plusieurs
tangentes en un point, une droite de direction
donnée ne peut étre, aux yeux de tous, tangen-
te a une courbe qu'en un seul point. C'est ce que
postulent implicitement les éleves qui proposent
de déterminer le maximum d'une fonction en fai-
sant glisser une droite, parallelement a l'axe
Ox, jusqu'a ce qu'elle rencontre en un seul point
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la courbe représentative de cette fonction. »
(Schneider, 1988, p.293) ;

— certains éleves voient la tangente paralle-
le a une droite de direction donnée comme
la derniere droite sécante avec la courbe,
celle qui est la plus éloignée, ramenant
ainsi le probléme de la tangente a celui de
la recherche d'un extremum.

Ajoutons que ce choix didactique conduit
a la dérivée en tant que fonction, comme cela
était le cas de I’extremum. Envisageons la fonc-
tion définie par y =—x2 +x et cherchons 2 déter-
miner la tangente parallele a la droite d’équa-

. 1.
tiony = Ex (figure 5).

Commencgons par une approche expéri-
mentale qui consiste a faire glisser une régle sur
le graphique de la courbe, paralelement & la droi-

. 1 . .
te d’équation y = 5% le plus loin possible,
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c'est-a-dire sans perdre le contact avec la cour-
be (fig. 5). Cela revient a rendre maximum la

oo, 1
différence z=—x2+x — Ex. Nous cherchons

cette valeur extréme, comme a la section 8.1,
en traitant 1'équation suivante en x et en Ax :

—(x+Ax)2+(x+Ax)—%(x+Ax)

dz
dx Ax

Notons qu’une simplification de 1’égalité
de droite conduit a :

(—(x+M)?+x+A)— (=X +x) 1

Ax T2
On reconnait, dans le membre de gauche

A
de cette dernicre égalité, la pente Ey de la

|
|
|
|
0.1 I |
| |
|
|
|
|

Y=(1/2)x

y=-x=+X

X XHAx

. o s . 1
Figure 5 : Tangente 2 la courbe d’équation y = — x2 + x et parallele a la droite y = 5%
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sécante qui joint les deux points de coordonnées
(x, y) et (x + Ax, y + Ay) de la courbe d’équa-

. C 1
tion y = — x 2 + x et celle-ci doit valoir 5

Le point de contact d’une tangente de
méme pente aura son abscisse situé dans I’inter-
valle [x, x + Ax]. Apres simplifications, I’équa-
tion

(—(x+ AP+ (x+Ax) - (—x+x) 1
Ax T2
s’écrit :
Ay = 2xAx — (Ax)* + Ax
Ax Ax )
2x Ax+1—l
)

Comme, plus Ax est proche de 0, plus la
sécante est proche de la position tangente, on

d
décide de poser Ax =0 et de noter le résultat ;y
x

dy 1
—=-2x+1=—.
dx 2

.On arrive ainsi a :
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1 .
D’otux= E L’ordonnée de ce point de la

3 P .
courbe vaut 16 et une équation de la droite de

1 . 1 1
pente - passant par ce pointesty= _x+ .

Cette droite est-elle la tangente cherchée ?

Maximise-t-elle 1'écart entre la droite

. . 1 ) .
d’équation y = 5% et la courbe d’équation
y =—x2+x ? Cet écart est donné par la fonc-

. 1 .
tionz=—x2+x — Ex. Le maximum de cette

. — 1
fonction se produit bien en x = e

Les figures 6a) et 6b) montrent, de plus en
plus pres, les positions relatives de la courbe
d’équation y=—x2+x etde ladroite d’équa-

. 1 l N . ez . B
tion y= 5% + 16 @ proximité du point d’abs-

. 1
cissex= —.
4

0,5 05

a)

.24

16

.08

f fa AE faa A Aa

b)

. e . 1 1 .
Figure 6 : Vérification si la droite y = 5% + — est tangente a la courbe y = — x% + x

16
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La droite colle au graphique au point qu’elle
se superpose localement a lui. Mais alors, cette
droite n’aurait-elle pas plusieurs points en com-
mun avec la courbe ? Pour le savoir, étudions
le nombre de solutions de I’équation

1 1
ou x2— —x+ — =0.

Cxlix= ixe b =
= =

2 16 2

. 1 . 1
En I’écrivant [x — Z] 2, on voit que x = 4 ot

I’unique racine (double) de cette équation.
C’est I’abscisse du point de contact entre la droi-
te et la courbe. La droite n’a donc qu’un seul
point commun avec la courbe.

Voici une autre fagon de procéder, plus
proche de celle de Leibniz. On calcule I’accrois-
sement entre deux points d’abscisses x et x + Ax :

Ay=—(x+Ax)2+ @x+Ax)+x2-x
=—2xAx — (Ax)? + Ax
Comme Ax est tres petit, on élimine le
terme en (Ax)? et on note le résultat dy :
dy=—2xdx + dx=(—2x+1)dx .

On calcule alors le quotient des différen-
tielles en divisant la derniere égalité par dx :

dy
= =2x+1.
dx

Ce quotient donne la pente de la tangente
a la courbe au point d’abscisse x et c’est en

1 1
x= 7 que cette pente est égale a 3

C’est bien le méme résultat que précédem-
ment. En conclusion, bien qu'au cours des deux
calculs, on ait transgressé certaines regles de sim-
plifcation algébrique (division par Ax =0 ou négli-
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gence de certains termes), le résultat final est
le méme et il est correct.

9. — Quelques conclusions

L’analyse du débat entre éleves a permis
de mettre en évidence leur conception étriquée
de la rigueur mathématique et les difficultés a
expliquer d’une maniere éclairante et convain-
cante la signification des notations comme dy
et dx. La consultation des traités anglophones
du calculus cités dans ce texte a pu montrer 1’inté-
rét chez ces auteurs pour les notations de Leib-
niz a cause de leur tres grande force explicati-
ve, notamment dans le cas des formules de
dérivation des fonctions composées et des fonc-
tions réciproques. La consultation de quelques
manuels belges francophones laisse penser que
I’absence de ces notations a poussé leurs auteurs
a admettre ces formules sans aucune raison
d’étre, juste accompagnées des schémas d’expli-
cation fantaisistes et inefficaces.

L’étude du traité de L’Hopital a permis de
comprendre la finalité du formalisme de Leib-
niz. Elle a aussi inspiré un parcours pour ensei-
gner les débuts de 1’analyse sans qu’il soit pré-
cédé par les techniques générales du calcul des
limites. Dans ce parcours, le calcul des dérivées
exprimé avec les notations de Leibniz est asso-
cié¢ d’emblée a la modélisation de I’extremum
et de la pente de tangente a une courbe. Un tel
parcours a pour le but de rendre intelligible
I"utilisation de la notation du type dans plusieurs
techniques déja mentionnées et plus particu-
lierement dans la formule & = & du 1l peut

dx du dx
aussi servir d’alternative a 1’organisation mathé-
matique répandue dans des manuels scolaires
belges francophones qui est faussement hypo-
thético-déductive.
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