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Résumé : Le travail présenté dans cet article est issu du projet européen Comenius. Il présente
un scénario sur un temps long (8 séances) visant I’apprentissage des fonctions L’originalité du
scénario est de partir de situations réelles, ici des vidéos, de chercher a les modéliser puis a les
simuler avec GeoGebra. La simulation permet a la fois de réinvestir les connaissances acquises
sur les fonctions linéaires et affines et d’introduire de maniere originale la fonction inverse et ses
propriétés globales et asymptotiques. Les résultats d’observation conduisent a une analyse fine
des difficultés rencontrées par les éleves et de la maniere de les aider.

Cet article, s’appuie sur une recherche
action qui vient de se terminer dans le cadre d’un
projet Européen' auquel participait 1I’Irem de
Paris. La recherche a associé 18 partenaires (9
universités et 9 établissements d’enseigne-
ment secondaire) de 6 pays différents (Fran-
ce, Italie, Allemagne, Angleterre, Pays Bas, Tché-
quie). Le projet consistait en la conception
collaborative, I’expérimentation et la mise en
ligne de ressources pour la formation des ensei-
gnants a I’'usage des technologies dans la clas-
se de mathématiques. L’Irem de Paris, associé
au lycée Jacques Prévert de Taverny (95) était

1 www.edumatics.cu

chargé, avec des collegues de Prague, de conce-
voir et expérimenter des ressources liées a
I’enseignement des fonctions et de la modé-
lisation fonctionnelle en mathématiques.

Notre équipe a travaillé a la mise au point
d’un scénario de formation aux technologies,
basé sur la déclinaison de plusieurs familles de
situations mathématiques ou interviennent les
fonctions. Ainsi, des exemples classiques en Fran-
ce d’intersections de courbes et d’optimisa-
tions d’aires géométriques ont été abordés. Le
travail avec I’équipe tchéque a permis de tra-
vailler d’autres types de situations pour appré-
hender les fonctions sous d’autres approches,
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moins traditionnelles que dans I’enseignement
francais. En effet, I’idée de nos partenaires
tcheques était de travailler sur la modélisation
de situations réelles, ici des poursuites, en vue
d’une approche intuitive de la relation fonc-
tionnelle. Par poursuites, nous entendons des situa-
tions réelles ou un prédateur ou chasseur pour-
chasse un poursuivi ou proie. Ces situations
peuvent se décliner en pluralité de problémes
mathématiques, suivant les caractéristiques des
mouvements de chacun des acteurs (trajec-
toires, vitesses...) et suivant les questions que
I’on se pose : y a-t-il capture ou non ? Si oui,
en combien de temps ? Le contexte tcheque était
différent du nétre pour travailler a partir de
telles situations, car ils travaillaient avec des ensei-
gnants d’éleves de 12-13 ans alors que nous tra-
vaillions avec des collegues de lycée. Ce n’est
donc pas seulement des approches intuitives que
nous avons dii développer en partant de ces situa-
tions de poursuites.

Nous avons cherché a concevoir et expé-
rimenter, un scénario long” a destination des
éleves et répondant aux contraintes suivantes :

(1) Le scénario s’appuie sur 1’observation de
situations réelles de poursuites ;

(i) Le scénario vise un apprentissage des fonc-
tions ;

(iii) Le scénario utilise avec profit les techno-
logies ;

(iv) Le scénario s’inscrit dans les programmes actuel-
lement en vigueur en classe de seconde.

Pour rentrer dans le cadre du projet Edu-
matics, nous avons ensuite choisi d’utiliser
GeoGebra comme technologie pour faire pro-
duire aux éleves des simulations des poursuites.
Le pari des chercheurs était que ce détour per-
mettrait de travailler les fonctions, en quelque
sorte, de maniére naturelle et efficace. Le scé-
nario a été expérimenté dans le cadre d’un
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module MPS? au printemps 2011, en classe de
seconde, au lycée Jacques Prévert. C’est cette
expérimentation que nous avons observée et sur
laquelle nous axons cet article.

Le premier paragraphe situe le question-
nement a partir de la mise en place des situa-
tions de poursuites. Les trois paragraphes sui-
vants exposent les étapes du déroulé du scénario
et les analyses afférentes. Enfin le dernier para-
graphe dégage des éléments de réponses aux ques-
tions posées.

1. — Problématique
1. 1 L’apprentissage des fonctions

Les fonctions* sont des objets complexes.
Elles peuvent intervenir dans de nombreux
cadres, comme outil ou comme objet (Douady,
1986). En outre, les fonctions se représentent
dans plusieurs registres (Duval, 1991) : numé-
rique, graphique, algébrique mais aussi symbolique
et formel dans un second temps. L’apprentis-
sage de la notion requiert la rencontre et la
mise en fonctionnement de ces différents
registres avec des activités de traitement et de
conversion entre les différents registres de
représentations. Les fonctions ont enfin plusieurs
aspects (Bloch 2002, Maschietto 2001, Chor-
lay 2011, Vandebrouck 2011) : ponctuel, glo-
bal, local plus ou moins valorisés selon les
représentations utilisées. Au niveau du lycée,
I’articulation d’activités mettant en jeu les
aspects ponctuels et les aspects globaux des fonc-
tions est aussi supposée contribuer a 1’appren-
tissage de la notion, que ce soit dans des phases
de réinvestissement, qui favorisent la disponi-
bilité de la notion de fonction, que dans des phases
de découverte des fonctions.

2 huit séances.
3 Méthodes et pratiques scientifiques.
4 Numériques d’une variable réelle.
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1.2 L’utilisation des simulations
dans I’enseignement des mathématiques

Les simulations sont employées quoti-
diennement, dans tous les domaines de la scien-
ce et notamment les mathématiques. Elles entrent
maintenant dans les programmes de 1’ensei-
gnement secondaire, notamment avec le recours
de plus en plus fréquent aux technologies dans
I’activité mathématique en classe’. C’est pour
ces raisons que nous avons souhaité profiter de
ce travail sur les poursuites pour concevoir des
situations de classes dans lesquelles les éleves
auraient a produire et utiliser des simulations.

De nombreux articles ont déja relaté des expé-
rimentations en classe dans lesquelles les simu-
lations sont au cceur des activités des éleves.
Ces articles peuvent concerner I’enseignement
des probabilités (Parzysz,2009, Henry, 2011)
et dans ce cas, comme I’explique Henry « Il faut
comprendre le statut de la simulation : a partir
d’un protocole expérimental, on dégage des
hypotheses de modele et on programme une simu-
lation de ce modele. Les données expérimen-
tales seront confrontées aux résultats de cette
simulation pour adopter ou rejeter ce modele ».
Dans ce cas la simulation est numérique, elle
est postérieure au modele et sert a le tester.

Dans un autre ordre d’idée, Aldon (2011)
présente deux expériences en classes de premicre
et terminale S. Il relate notamment des travaux
d’éleves en laboratoire, la simulation de la
mesure d’une distance entre deux villes sur la
Terre étant opérée grace a une boule modéli-
sant la Terre. Il conclut « les allers retours
entre les expériences (...) les notions mathé-
matiques sous-jacentes, les simulations effec-
tuées sur machine ou la mise en perspective des
modeles mathématiques ont permis de construi-
re des connaissances des objets mathématiques
en leur donnant successivement des statuts dif-
férents d’outils et d’objets ».
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Les deux exemples précédents illustrent
I’existence de différents types de simulation. Pour
un essai de typologie dépassant le cadre de la
didactique des mathématiques, on pourra consul-
ter Varenne (2008). Le type de simulations qui
nous intéresse ici est celui des simulations d’un
systeme d’agents®. En toute généralité, un sys-
téme multi-agents est composé d’un ensemble
d’agents (€tres humains, robots, objets...) qui
interagissent selon certaines regles dans un
environnement qui lui-méme agit ou réagit.
Dans notre cas, le systeme d’agents sera le
couple (poursuivi / poursuivant) et leurs inter-
actions seront tres limitées : le poursuivi fuira
le poursuivant en ligne droite et, au mieux, le
poursuivant adaptera sa poursuite aux posi-
tions instantanées du poursuivi. L’environne-
ment quant a lui sera inerte.

Le passage par des simulations avec Geo-
Gebra n’est pas obligé. Il s’agit d’un passage
artificiel, introduit volontairement, afin de tra-
vailler des connaissances sur les fonctions qui
peuvent passer inapergues dans une résolution
directe. Il faut savoir si « ¢a vaut le détour ».

1.3 L’activité de modélisation

Le processus de modélisation a été étudié
dans le contexte de la didactique des mathématiques
(Maaf} 2006, Borromeo-Ferri 2006, Kuzniak, Par-
zysz et Vivier 2008, Kuzniak et Parzysz,2011).

5 Extraits du programme de seconde, BO n°30, 23/7/09:
« L’utilisation de logiciels (calculatrice ou ordinateur),
d’outils de visualisation et de représentation, de calcul
(numérique ou formel), de simulation, de programmation
développe la possibilité d’expérimenter, ouvre largement
la dialectique entre 1’observation et la démonstration et chan-
ge profondément la nature de ’enseignement. », «dans le
cadre de I’échantillonnage : faire réfléchir les €leves a la
conception et la mise en ceuvre d’une simulation »

6 A coté de ces types de simulations, on pourra s’intéres-
ser aux « automates cellulaires » mais cela mene stirement
a d’autres réflexions.
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Ce processus commence avec un « probleme ou
une situation du monde réel » (« Real Situation,
en bas a gauche du schéma). En simplifiant le
probleme réel, les éleves doivent construire un
« modele réel » (« Real word model », en haut
a gauche du schéma). Ensuite la mathématisa-
tion du modele réel méne a un « modele mathé-
matique » (« Mathematical model », en haut a
droite du schéma) qui permet de trouver des résul-
tats mathématiques (« Mathematical results »,
en bas a droite du schéma) que 1’on peut ensui-
te confronter a la situation réelle initiale. C’est
le schéma de Kaiser et Blum cité par Borromeo-
Ferri (2006) ci-dessous.

Nous nous appuierons sur ce schéma pour
présenter la démarche de modélisation de la situa-
tion de poursuites. Cependant, ce schéma
n’intégre pas les processus de simulation.
Notons que la mathématisation semble rester le
probléme majeur pour les éleves (étape b).
Drailleurs, analyser une tache de modélisation
mathématique du point de vue d’un chercheur
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n’est pas une chose aisée. Les éleves doivent
avoir des connaissances mathématiques dis-
ponibles (Robert, 1998) et les utiliser bien sou-
vent en les adaptant : mélanger des connaissances,
introduire des intermédiaires, des étapes...
Nous sommes bien loin d’un exercice traditionnel
d’application immédiate de connaissances.

1.4 Les questions

Les questions que nous nous posons dans
cet article sont les suivantes :

— Comment objectiver les déclarations de
bonnes intentions de 1’introduction : « le scé-
nario utilise avec profit les technologies »
et « le scénario va permettre de travailler
les fonctions de maniere efficace » ?

— Comment, dans notre cas, articuler les acti-
vités de modélisation et de simulation afin
d’éclairer leurs rdles réciproques dans la
démarche de résolution de la situation-pro-
bléme proposée ?

Real world model (b)

Mathematical model

F

(a)

Real Situation

Reality

(d)

(c)

Mathematical
results

Mathematics

Figure 1 : Le cycle de modélisation de Kaiser (1995) et Blum (1996)
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2. — Les situations réelles et la
mise en place des modeles de la réalité

Dans une premicere séance, des vidéos
de poursuites sont montrées aux éleves afin

Vidéol : La plage

VIL COYOTE RATTRA-
PERA-T-IL BIP-BIP ?

de créer un répertoire collectif de diffé-
rents types de poursuite. Ce répertoire ser-
vira de situation réelle, support concret
pour les discussions ultérieures, en particulier
dans les moments de modélisation.

Vidéo 3 : Le guépard et la gazelle

Vidéo 4 : Bip-Bip et Vil Coyotte
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Pour orienter les éléves dans leur vision-
nage de ces vidéos, la consigne suivante est
donnée :

— Repérer dans chaque vidéo le poursuivant
et le poursuivi ; ce peut €tre un personna-
ge, un animal ou un objet.

— Tracer a main levée les trajectoires du
poursuivant et du poursuivi.

La mise en commun vise a favoriser la
premiere étape de la modélisation : déterminer
différents modeles réels sur lesquels les éleves
seront amenés a travailler. Par exemple dans le
cas du « ball-trap », il n’apparait pas spontanément
que le poursuivant est 1a balle. Les éleves disent
d’abord « le tireur ». L’enseignant fait remar-
quer que le tireur est immobile et porte ainsi I’atten-
tion des éleves sur les personnages, animaux ou
objets en mouvement. L’enseignant demande
aux éleves quelles interrogations peuvent sus-
citer ces vidéos. Les questions retenues sont les
suivantes : « pour chacun des cas, est-ce que le
poursuivant rattrape le poursuivi ? Si oui, en com-
bien de temps ? ».

Ensuite I’enseignant demande aux éleves
de classer les poursuites a partir des vidéos : quelles
sont celles qui se ressemblent et en quoi ? Les
criteres de classification retenus sont le fait
que le mouvement des agents soit rectiligne ou
non, qu’ils soient sur la méme trajectoire ou non.
Il est aussi convenu a ce moment-la que les vitesses
du poursuivant et du poursuivi seront considé-
rées comme constantes. Finalement, 1’ensei-
gnant aide a distinguer quatre modeles différents
correspondant a quatre types de poursuites :

(i) Les deux mouvements sont rectilignes et
sur une méme demi-droite. Au départ, le
poursuivi a une avance sur le poursuivant
(vidéo 4, « Bip-Bip et Vil Coyote »).

(i) Le cas ol les deux mouvements sont rec-
tilignes mais le poursuivant n’est pas sur

REPERES - IREM. N° 95 - avril 2014

la méme trajectoire que le poursuivi. Les
deux trajectoires vont donc étre distinctes.
Le poursuivant va chercher a intercepter
le poursuivi en anticipant sa position
(vidéo 2, « le ball-trap »).

Ces deux premiers modeles seront étudiés
en profondeur durant les séances et la suite de
I’article ne présente que I’exploitation de ces
deux premiers cas.

(iii) Le cas ol le mouvement du poursuivi est
rectiligne mais pas celui du poursuivant
(vidéo 1, « les enfants sur la plage »). Le
poursuivant va adapter sa course a la posi-
tion du poursuivi. La trajectoire est appe-
1ée 1a courbe du chien.

Ce cas sera étudié en partie en derniere
séance avec les éleves mais n’est pas exposé dans
le cadre de cet article.

(iv) Le cas ou aucun mouvement n’est rectiligne
(vidéo 3, « le guépard et la gazelle »).

Ce cas n’a pas du tout été exploité en clas-
se de seconde mais a donné lieu a des séances
d’algorithmique en premiere et terminale S.

3. — L’étude du premier type
de poursuite : « Bip-Bip et Vil coyote»

L’étude s’est déroulée des la fin de la pre-
micre séance et durant la deuxieme séance
consacrée aux poursuites. Les éleves travaillent
par bindme sur des postes informatiques équi-
pés de GeoGebra. Ils sont déja familiers avec
ce logiciel et ses fonctionnalités, ayant large-
ment travaillé sur des exercices de géométrie
dynamique. L’étude du premier type de pour-
suite se décompose en quatre étapes d’activi-
té des éleves, précédées par une discussion col-
lective visant a préciser le modele de la réalité
sur lequel il s’agit de travailler, la question et
le travail a accomplir.
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3.1 Le déroulement

Précision du modele
de la réalité et des questions

A la question générale posée par 1’ensei-
gnant, « Est-ce que vous croyez que Vil Coyo-
te va rattraper Bip-Bip ? », les éleves répon-
dent naturellement : « Ca dépend de leur
vitesse ». Certains remarquent également que
la réponse dépend des positions de départ.
L’enseignant explique aux éleves qu’ils vont
réaliser une simulation de la poursuite sur
GeoGebra afin de pouvoir répondre a la ques-
tion. La discussion collective se poursuit. Trois
grandeurs sont identifiées, a priori, pour décri-
re totalement le probléeme : la valeur de cha-
cune des deux vitesses et la distance au départ
entre Bip-Bip et le coyote. Il est suggéré par
I’enseignant de fixer cette distance a 20 m et
de fixer seulement la vitesse de Bip-Bip a
2 m/s. Ainsi la question posée aux €leves se pré-
cise : « Etant donnée une vitesse du coyote fixée,
peut-il rattraper Bip-Bip et dans ce cas, quel-
le est la durée de la poursuite ? ».

Résolution immédiate du probleme
et justification du scénario choisi

La résolution du probleme sans simulation
nécessite uniquement d’écrire une équation algé-
brique du type vt = 20 + 2¢, ou v est la vites-
se du coyote, puis d’écrire la solution de cette
équation comme fonction de la vitesse v. Mais
les éleves n’arrivent pas spontanément a écri-
re cette équation algébrique dépendant du
parametre v. En outre, I’objectif d’enseigne-
ment étant de réinvestir et d’apprendre des
connaissances sur les fonctions, la résolution
directe du probléme n’est pas privilégiée.
L’objectif est de passer par la simulation du
modele afin de profiter de toutes les potentialités
de cette situation de poursuites pour des appren-
tissages mathématiques.
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Construction de la
simulation sur GeoGebra (étape 1)

Pour obtenir des simulations de méme type
chez tous les bindmes d’éleves, il est convenu
collectivement que le mouvement se fait sur I’axe
des abscisses. On identifie Vil Coyote a un
point C et Bip-Bip a un point P. La position de
départ de P est I’origine et la position de départ
de C est (20 ; 0). Les éleves doivent créer un
curseur 7 de temps. Ils ont libre choix de fixer
la vitesse v a 2 ou de créer un curseur v pour la
vitesse de P. Ils doivent ensuite construire les
points C (vt ; 0) et P (20 + 2¢ ; 0) pour obtenir
la simulation dont une copie d’écran est don-
née ci-dessous.

Utilisation de la simulation (étape 2)

11 est demandé aux €leves de faire fonctionner
leur simulation, de repérer des cas de « cap-
ture » (Vil Coyotte rattrape Bip-Bip) et de noter
quelques couples de valeurs qui réalisent la
capture, sous la forme (v ; 7), (vitesse du pour-
suivant/durée de la poursuite). Les éleves com-
parent leurs résultats, puis vont ensuite les
enregistrer dans un tableur sur I’ordinateur de
I’enseignant projeté au vidéoprojecteur. Ils
peuvent aussi entrer les données sur le tableur
GeoGebra de leur propre ordinateur.

Exploitation des résultats
obtenus par la simulation (étape 3)

Une fois les valeurs entrées dans le tableur,
I’enseignant fait afficher au vidéoprojecteur le
nuage de points correspondant et la courbe de
tendance associée. Il s’agit de la courbe de la
fonction qui a x associe 20 / (x —2). Les éleves
de début de seconde n’ont pas encore étudié cette
fonction. Un moment collectif, piloté par 1’ensei-
gnant, consiste donc a observer le graphe de cette
fonction afin que les éleves émettent des hypo-
theses sur ses propriétés globales et asympto-
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Figure 2 : Bip-Bip et Vil Coyote, copie d’écran de la simulation Géogébra.

tiques. On constate qu’il s’agit d’une fonction
définie sur ]2 ; + o[, a valeurs dans R** et
décroissante. Ses limites en 2 et + % sont res-
pectivement + o et 0. Ces propriétés prennent
du sens car les éléves « sentent » bien que,
plus le poursuivant va vite, plus la poursui-
te sera breve. De méme, les propriétés asymp-
totiques sont portées par ’intuition : avec
une vitesse « infinie », la durée de la pour-
suite est « quasi nulle » et avec une vitesse
égale a celle du poursuivi, la durée de la
poursuite est « infinie ».

Résolution exacte du probleme
par le modéle mathématique (étape 4)

La phase de comparaison des résultats
entre bindmes pose le probleme des arrondis de
lecture et de la précision de la simulation ; ce

qui motive la nécessité de la recherche d’une
solution exacte. Il est donc demandé aux éleves
de résoudre explicitement le probleme, c'est-a-
dire d’exprimer 7 en fonction de v. C’est a ce
moment-la que les éleves doivent écrire la rela-
tion : vt =20 + 2¢ puis exprimer la durée de la
poursuite 7 en fonction de v. Ils doivent alors
représenter la fonction obtenue a I’aide de Geo-
Gebra, comparer la courbe obtenue avec la
courbe de tendance obtenue a I’étape précédente
et retrouver grace a la formule algébrique obte-
nue des couples solutions (v ; 7).

3.2 Les analyses

Nous examinons successivement les
dimensions de la notion de fonction abordées
dans ce scénario et les difficultés rencontrées
par les éleves.
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Les fonctions en jeu dans la
simulation, comme outil et comme objet

Dans la mise en place et I’exploitation de
la simulation, plusieurs fonctions sont en jeu :
une fonction linéaire  — vz et une fonction affi-
ne t — 20 + 2¢. Ces fonctions sont mises en jeu
comme outils lors de la programmation des
courses de C et P. Leur mise en ceuvre est sup-
posée participer a la disponibilité de I’utilisa-
tion de fonctions dans des processus de modé-
lisation. Cependant, cette mise en fonctionnement
estici compliquée par le fait qu’il est nécessaire
de connaitre et utiliser la formule physique
d=dy+ vt. Ainsi, les éleves ont, d’une part, beau-
coup de difficultés a utiliser cette formule dans
cette situation et, d’autre part, n’ont pas forcé-
ment conscience de la présence de fonctions
comme outils a ce moment-la. Cette difficulté
n’avait pas été anticipée mais un travail expli-
cite de I’enseignant rappelant ces notions pour-
rait &tre organisé a ce moment-la.

Une troisieme fonction est en jeu, la fonc-
tion qui a x associe 20 / (x — 2) : c’est la fonc-
tion de durée de la poursuite 7 en fonction de la
vitesse v de P. Cette fonction est étudiée en tant
qu’objet car elle n’est pas encore connue des éleves
au moment de son apparition dans le scénario.
Son étude est explicitement visée par les ensei-
gnants a travers [’'usage de la simulation.

Les différents registres en jeu

Les fonctions ¢t — vz et t — 20 + 2t sont
mises en ceuvre avec le registre algébrique a tra-
vers I'utilisation de la formule de physique
d =dy + vt. 11 a été le plus souvent nécessaire
de rappeler cette formule aux éleves. Comme
signalé dans le paragraphe ci-dessus, si un tra-
vail explicite n’est pas organisé, les fonctions
linéaires et affines passent ici inapercues car elles
sont masquées par la formule de physique. Plus
précisément, pour les éleves, les disciplines
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sont tres cloisonnées et ils ne sont pas, a ce stade,
trés sensibles a la proximité entre la physique,
ici la cinématique, et les mathématiques. Notons
que certains de nos collegues européens n’ont
pas ce type de difficulté, par exemple en Gran-
de Bretagne, la cinématique étant enseignée
dans le cours de mathématiques.

La fonction 7= f(v) est en revanche expli-
citement visée par les enseignants en tant
qu’exemple de fonction inverse. Elle est travaillée
d’abord numériquement et graphiquement avant
d’étre réobtenue de facon algébrique. La repré-
sentation numérique met en avant I’aspect ponc-
tuel de la fonction, comme correspondance
entre les deux variables v et 7, tandis que la repré-
sentation graphique fait travailler le point de vue
global : le domaine de définition, la décroissance,
les comportements asymptotiques...

Nous affirmons que 'utilisation de la simu-
lation met en ceuvre un autre registre de repré-
sentation que nous nommons registre énactif en
référence a Lagrange et Artigue (2009). Ce
registre permet de représenter la fonction comme
le résultat d’un mouvement de 1’éléve : ainsi le
mouvement de Bip-Bip, modélisé par une fonc-
tion affine, est représenté dans la simulation avec
GeoGebra par I’avancée du point P, consécu-
tive au mouvement de 1’éleve qui, avec la sou-
ris, fait progresser le curseur. En d’autres termes,
la fonction est, en quelque sorte, mise en acte
par I’éleve « qui bouge la souris, qui fait avan-
cer le curseur, qui fait progresser le point P qui
représente Bip-Bip ».

Enfin, il nous semble qu’un dernier registre
de représentation est a 1’ceuvre : nous proposons
de le nommer registre prototypique par analo-
gie avec la théorie du prototype’ en sciences cogni-

7 E.Rosch 1983, Prototype classification and logical clas-
sification: The two systems in Scholnick, E., New Trends
in Cognitive Representation: Challenges to Piaget's The-
ory. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates: 73-86.
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tives. Il consiste a associer un exemple a une
catégorie de fonctions. Dans notre cas « la
poursuite de Bip-Bip » est un prototype de la
fonction inverse. Ce registre n’est pas intrinseque,
il est au contraire contextuel et référé au travail
de la classe. Nous émettons 1’hypothese sup-
plémentaire que le média vidéo favorise I’asso-
ciation de ce registre a la fonction étudiée.

Le pari est ainsi fait que les propriétés de
la fonction sont référées intuitivement a la réa-
lité de la poursuite : le domaine de définition
12 ; + oo[ fait sens avec le fait que le poursui-
vant ne rattrape le poursuivi que si sa vitesse
lui est strictement supérieure. La décroissance
de la fonction fait sens avec le fait que la durée
est d’autant plus petite que la vitesse du pour-
suivant est grande. La limite nulle a 1’infini
est reliée a la durée qui s’amenuise naturelle-
ment si le poursuivant va beaucoup plus vite que
le poursuivi.

La variable temps dans la simulation,
premiere difficulté des éleves,
le role de GeoGebra

Une étude de la premiere étape du scéna-
rio montre que I’enjeu est une entrée des éleves
dans le cadre fonctionnel par le registre algé-
brique pour introduire les deux fonctions outils -
t — vtett — 20 + 2¢. Les €leves doivent tra-
duire® « Vil coyote avance a la vitesse v » par
«au temps ¢, Vil coyote esten C (v ; 0) ». Or,
cette traduction dans GeoGebra nécessite 1’uti-
lisation d’un curseur de temps ¢. On peut faire
I’hypothese que ce curseur permet d’insister sur
le rdle de la variable 7. La difficulté du chan-
gement de cadre n’est pas levée par Iutilisation
de GeoGebra. Elle se manifeste par la difficulté
des éleves a introduire spontanément le curseur
de la méme facon qu’ils éprouvent des difficultés

8 Rappelons que, suivant le choix des éleves, v est une valeur
numérique fixée ou un parametre.

10
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pour introduire cette variable indépendante
dans une résolution papier/crayon. Elle prend
une forme peut-étre plus « visible » et permet
donc a I’enseignant d’insister sur le role de
variable. De plus, certains éléves introduisent
deux curseurs de temps, un pour chacun des deux
agents, ce qui n’était pas anticipé et permet, ici
encore, une explicitation.

Le logiciel génere une difficulté supplé-
mentaire : il n’accepte de définir le curseur
que sur un intervalle borné. Or, les éleves ont
déja utilisé les curseurs dans les exercices por-
tant sur I’étude des variations d’aires. Mais
dans ces cas, les curseurs introduits devaient varier
dans les intervalles bornés et les éleves les
paramétraient naturellement en prenant les
informations sur la figure géométrique. Ici, le
curseur temps varie de 0 a I’infini ; donc les €leves
ont le probleme de définir eux-mémes un maxi-
mum arbitraire au curseur qu’ils introduisent.
Il s’agit 1a d’une prise d’initiative liée a 1’uti-
lisation d’un logiciel.

Le réle de la vitesse comme
parameétre puis comme variable,
nouvelle difficulté des éléves

Certains éleves ne créent pas de curseur de
vitesse et effectuent leurs premieres simula-
tions de la poursuite avec des vitesses fixées.
Cependant, lorsqu’il leur est demandé de rele-
ver des couples (v ; T) qui correspondent a des
captures, ils reviennent assez spontanément
vers un curseur pour v. A ce moment-la, le
curseur pour v est associé au role de parametre
de v dans la fonction t — vt. Les deux curseurs
tet v ont donc des roles différents dans la simu-
lation de la poursuite, supposée participer a
I’explicitation des différences entre variable
indépendante et parametre dans les modélisa-
tions fonctionnelles. D’ailleurs, lors de la phase
d’utilisation de la simulation, ces roles sont de
fait différenciés. En effet, les éléves choisissent
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au début une valeur pour v, tandis qu’ils font
varier 7 (en quelque sorte continfiment) jusqu’a
ce qu’il y ait capture ou que le maximum du cur-
seur ¢ soit atteint. On peut penser que cette dif-
férence « énactive » dans le maniement des cur-
seurs participe a la différenciation parametre /
variable chez les éleves.

Il'y a ensuite un glissement du rdle du cur-
seur v comme parametre d’une poursuite a
celui de variable indépendante lorsque les éleves
utilisent les couples (v ; T) qui correspondent
a des captures dans un tableau de valeurs. Le
logiciel GeoGebra ne contribue pas a mettre en
relief ce glissement puisque le méme curseur
joue le role de parametre et variable indistinc-
tement. L aspect fondamental du relevé de don-
nées a I’aide de la simulation est qu’a chacu-
ne des valeurs de v donnée et strictement
supérieure a 2 correspond une unique durée 7,
ce qui assure la correspondance fonctionnelle.
L’enseignant insiste ici sur ce point et rappel-
le la définition d’une fonction.

Le changement de cadre,
du cadre fonctionnel vers
le cadre algébrique, ultime difficulté

Notons que le passage de #a T, c'est-a-dire
le passage du cadre fonctionnel ou ¢ est une
variable au cadre algébrique ou ¢ devient une
inconnue appelée T est tres délicat. Ce chan-
gement du cadre fonctionnel (durée de la pour-
suite en fonction de la variable vitesse du coyo-
te) au cadre algébrique (résolution d’une
équation avec un parametre) pour résoudre la
fin du probleéme est peut-&tre favorisé par le fait
que les éleves ont auparavant travaillé paral-
lelement dans les registres numérique et gra-
phique de T en fonction de v. Autrement dit,
I’introduction de la fonction 7 = f{(v), a partir
du relevé donné par la simulation, puis a par-
tir de son graphique, peut permettre aux éleves
de connecter la solution paramétrée de 1’équa-
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tion (cadre algébrique) a la dite fonction (nou-
veau cadre fonctionnel).

4. — L’étude du second type
de poursuite « ball-trap »

L’étude de ce second type de poursuite est
organisée de maniere analogue a celle de la pre-
miere poursuite. Nous insistons, dans chacun
des deux paragraphes, sur les différences entre
les deux situations. Dans ce cas, le poursuivant
est la balle et le poursuivi la cible mobile.

4.1 Le déroulement

Précision du modéle
de la réalité et questions

Suivant un schéma analogue a celui de la
poursuite rectiligne, I’enseignant pilote une
discussion collective, visant a simplifier et a
préciser le probleme. Il est a nouveau conve-
nu que les vitesses de la balle et de la cible
sont considérées comme constantes. La ques-
tion générale : « qu’est-ce qui change par
rapport a la situation précédente ? » doit per-
mettre de faire émerger une nouvelle grandeur
importante, 1’angle de tir : on notera o cet angle.
A D’issue de la discussion, il est convenu que
la vitesse de la cible est toujours fixée a
2 m/s. La distance initiale entre la balle et la
cible reste fixée a 20 m, la trajectoire de la
balle est supposée rectiligne et sa vitesse est
toujours considérée comme constante égale
av. Il reste a savoir quelle est la direction de
sa trajectoire (voir figure 3).

La question posée est : « étant donnée une
vitesse de la balle fixée, quel angle doit prendre
sa trajectoire pour qu’il y ait capture ? Ou enco-
re, quel angle de tir faut-il choisir pour que la
cible soit touchée ? ». On ne se pose plus la ques-
tion de la durée de la poursuite.

11
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Résolution immédiate du probleme

La résolution du probleme sans simula-
tion nécessite d’écrire deux équations algé-
briques traduisant le fait qu’il existe un temps
t auquel les positions des deux agents sont
identiques. C'est-a-dire : 20 = vf cos o pour
I’abscisse, et 2¢ = vt sin o pour l'ordonnée. 11
faut ensuite considérer que la premiere équa-
tion permettrait de calculer la durée de la pour-
suite et que la seconde permet, une fois simplifiée
par ¢, d’obtenir une relation entre v et o sous
la forme : 2 = v sin a. Traduire le fait qu’il y
ait capture par I’égalité des coordonnées des points
est une adaptation simple du cas précédent. En
revanche, choisir la bonne équation et considérer
qu’il s’agit bien d’une condition nécessaire et
suffisante de capture est beaucoup plus com-
plexe. Enfin, les éleves ne connaissant pas la
fonction Arcsin, il n’est pas possible, contrai-
rement au premier cas, d’obtenir une expression
explicite de o en fonction de v sous la forme
o = Arcsin (2 /v). Ainsi la résolution immédiate
du probleme est tres difficile pour les éleves.
En outre, comme dans la premiere étude, I’objec-
tif visé est de passer par une simulation du
modele afin de profiter de toutes les potentia-
lités de cette situation de poursuite pour des appren-
tissages mathématiques liés aux fonctions.

Construction de la
simulation avec GeoGebra

Pour obtenir des simulations de méme
type, il est convenu collectivement que la tra-
jectoire de la cible s’effectue suivant une droi-
te verticale, ce qui correspond a une vue de des-
sus de la situation du ball-trap. La position de
départ de la balle est I’origine, on nomme C la
balle et P la cible.

Travail préliminaire : Afin d’initier le proces-

sus de programmation, il est demandé aux éleve
de tracer, sur une feuille de papier avec des ins-

12
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truments de géométrie classiques, les positions
respectives de la balle et de la cible aux instants
0, 1 et 2. Ainsi, dans le schéma ci-dessous, la
cible se déplace sur la droite (d), sa position est
représentée a I’instant a (Py) et a I’instant 1 (P).
La position de la balle a I’instant O est C, et a
I’instant 1 C. L’angle de tir est o.

(d)

Cy Py
Figure 3 : Poursuite avec trajectoires

rectilignes distinctes, tracé papier.

La programmation du mouvement de P
(20 ; 2t), est une adaptation simple de ce qui
a été fait dans le cas des premieres poursuites.
En revanche, la programmation du mouve-
ment de C (vt cos a ; vt sin o) est plus diffi-
cile car elle fait appel a des notions trigono-
métriques. Le travail préliminaire doit aider les
éleves dans cette tche et leur permettre d’obte-
nir la simulation dont une copie d’écran est don-
née ci-contre.

Utilisation de la simulation
Il est demandé aux éleves de trouver des

couples (v ; o) permettant la capture. Suivant
la méme procédure que précédemment, les
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Figure 4 : Ball-Trap, copie d’écran de la simulation GeoGebra.

éleves comparent leurs résultats et les entrent
dans un tableur. Notons qu’il est dans ce cas plus
difficile de trouver des couples (v ; o) solutions.
Les éleéves ont bien souvent trouvé des valeurs
approchées qui ne les satisfaisaient pas totale-
ment, ils ont souvent changé I’incrément des cur-
seurs pour avoir des valeurs plus précises.

Par ailleurs, nous avons constaté une sorte
de « pollution » de la situation réelle car les
éleves ont commencé par mettre des vitesses
tres élevées pour la balle, jugeant, a juste titre,
que la balle avangait beaucoup plus vite que
la cible. Pour obtenir une courbe plus signi-
ficative, il a donc fallu, sur ce point, s’éloigner
de la réalité.

Exploitation des résultats
obtenus par la simulation

Comme dans le cas précédent, une fois les
valeurs entrées dans le tableur, 1’enseignant
affiche le nuage de points correspondant et fait
afficher la courbe de tendance associée. Il s’agit
de la courbe de la fonction qui a x associe Arc-
sin (2 / x). Cette courbe (figure 6) présente de
nombreuses caractéristiques communes avec le
cas précédent (fonction inverse). En effet, il s’agit
d’une fonction définie sur ]2 ; + o[, a valeurs
dans R** et décroissante. Sa limite en + % est
0.1l y a cependant une différence, la fonction
est a valeurs dans ]0 ; 90[ (ou [0 , w/2[ avec le
radian pour unité par défaut) mais cette diffé-

13
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O i H 3 a 1 []

Figure 5 : Graphe
de la fonction x — 1/(x — 2).

Figure 6 : Graphe
de la fonction x — Arcsin(2/x)

rence n’est pas forcément visible pour les éleves
sur la représentation graphique approchée obte-
nue par les relevés de valeurs.

Les éleves concluent donc, fiers de leurs
nouvelles connaissances, qu’il s’agit de la fonc-
tion inverse et émettent donc I’hypothese que
v=1/(o—2).L’enseignant leur propose alors
de tracer dans la méme fenétre le graphe de cette
fonction (figure 5). Désespoir, les graphes ne
coincident pas quelle que soit ’unité choisie pour
les angles (degré ou radian). L enseignant com-
mente donc qu’il s’agit d’une conjecture inva-
lidée et que, méme si les graphes semblaient se
superposer, cela ne suffirait pas a montrer 1’éga-
lité des fonctions. C’est la notion de contre-
exemple qui est ainsi abordée.

Résolution explicite du probleme

Le fait que les graphes des deux fonc-
tions précédentes ne se superposent pas ren-
force la nécessité de la recherche d’une solu-
tion exacte. Il est donc demandé aux éleves de
résoudre le probléme, c'est-a-dire d’exprimer
une relation entre v et oo. C'est donc a ce
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moment-la que les éleves doivent écrire la
relation sin o =2/ v. Il apparait alors que sin
o peut s’exprimer comme une fonction inver-
se de v. L'enseignant ajoute une colonne au tableur
et fait tracer la courbe de tendance de sin o en
fonction de v, puis la courbe qui a x associe 2 / x
et, cette fois-ci, les deux courbes coincident.
C’est une facon de contourner 1’utilisation de
la fonction Arcsin.

4.2 Les analyses

Les fonctions en jeu dans la simulation,
comme outils et comme objets

Comme dans I’étude précédente, dans la mise
en place et I’exploitation de la simulation, plu-
sieurs fonctions sont en jeu. Les fonctions tri-
gonométriques sin et cos sont mises en jeu
comme outils lors de la programmation du
mouvement des agents. La fonction exprimant
I’angle de tir en fonction de la vitesse de la balle
est mise en jeu comme fonction objet ; cepen-
dant, elle n’a pas de formule algébrique expli-
cite, elle est étudiée qualitativement. Un des inté-
réts du travail est de montrer les limites de
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cette étude qualitative. En effet deux fonctions
— icix — 1/(2 -x) et x — Arcsin (2/x) — ont
des propriétés qualitatives communes, du moins
dans les portions de graphe observées, mais ne
sont pas égales.

Les différents registres en jeu et leurs liens

Comme dans le cas de la premiere étude,
ces fonctions sont mises en jeu dans différents
registres : algébrique, numérique, graphique et
énactif. La complémentarité de ces registres est
illustrée ici par le fait que deux fonctions peu-
vent sembler analogues dans un registre et pas
dans un autre. Ainsi, ici, le registre énactif et
le registre numérique (tableau de valeurs) peu-
vent faire croire aux éleves que la fonction
recherchée ou(v) est du type fonction inverse alors
que le registre graphique permet de conclure
que les deux fonctions sont distinctes. Enfin,
il apparait plus ou moins clairement pour les
éleves, que ces registres ont des statuts diffé-
rents. En effet, le registre algébrique semble,
en quelque sorte, prédominant en ce sens que
si deux fonctions sont identiques dans ce
registre, elles le sont dans tout type de registre
et elles peuvent étre considérées comme mathé-
matiquement égales tandis que si elles sont
identiques dans I’un des autres registres, dans
le tableur ou dans le graphique de GeoGebra
par exemple, il est nécessaire, pour affirmer leur
égalité, de montrer qu’elles sont identiques
dans le registre algébrique.

Le réle des variables

Dans cette étude, la vitesse se trouve jouer,
comme dans le premier cas, un premier role de
parametre, dans la phase de construction de la
simulation, puis un second role de variable,
dans la phase d’exploitation de la simulation et
de recherche de la réponse a la question posée.
Une complexité supplémentaire apparait lorsque
I’on fait, sans le nommer ainsi, un changement
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de variable de o a sin o qui permet d’explici-
ter algébriquement une fonction inverse, solu-
tion au probleme posé.

Conclusion
Un apprentissage efficace, en quel sens ?

Dans les situations présentées ci-dessus, les
fonctions apparaissent en relation avec une
réalité (les poursuites), a la fois comme outils,
lorsqu’il s’agit d’implémenter les modeles réels,
mais aussi comme objets, qui sont appréhendés
dans un premier temps grace aux simulations :
les éleves trouvent notamment une fonction
inverse dans la premiere situation et font face
dans la deuxiéme a une fonction hors pro-
gramme mais dont ils peuvent tout de méme don-
ner quelques propriétés qualitatives. Dans ces
situations, plusieurs registres entrent égale-
ment en jeu : le registre numérique lors des rele-
vés de couples graces aux simulations, le registre
graphique obtenu a partir des relevés de couples
solutions et le registre algébrique obtenu en
lien avec les résolutions exactes. Nous avons
insisté sur la mise en ceuvre de deux autres
registres : le registre énactif 1ié au mouvement
de I’éleve pour faire fonctionner la simulation
et le registre prototypique qui associe une situa-
tion particuliere a un type de fonction et per-
met d’en mémoriser les propriétés.

Le recours a la simulation et a la modé-
lisation favorise une « circulation » nécessaire
des €leves parmi ces différents statuts (outil
/ objet), registres (énactif, numérique, gra-
phique, algébrique, prototypique) et aspects
des fonctions (ponctuel, global). Le proble-
me de la poursuite, modele de la réalité et fil
rouge des activités proposées aux éleves,
organise cette circulation de fagon naturelle
et donne a voir I’intérét et la complémenta-
rité des différentes approches. C’est en ce
sens que le scénario proposé nous parait faire
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travailler les fonctions de maniere efficace et
utiliser avec profit les technologies.

Simulation et modélisation,
quels roles respectifs ?

Suivant le cycle de Kaiser et Blum (figu-
re 1), le modele réel est un schéma de la réali-
té avec ses hypotheses simplificatrices : la
vitesse du poursuivi et du poursuivant sont
constantes, les trajectoires sont rectilignes, la
vitesse du poursuivi est fixée etc. Ce modele réel
est a chaque fois le fruit d’une discussion col-
lective dans la classe. L objectif d’enseignement
est que les éleves mathématisent le modele
réel, c'est-a-dire construisent une fonction
(modele mathématique) qui réponde a la ques-
tion qui s’est posée dans la classe : « quelle durée
de poursuite ? » ou « quel angle adopter, étant
donnée une vitesse du poursuivant ? Existen-
ce et unicité des solutions ? »

Pour relier les notions de simulation et de
modélisation, nous introduisons la notion de mode-
le implémenté qui correspond, dans notre cas, a I'implé-
mentation dans GeoGebra du modele réel. On peut
alors se demander comment situer dans le cycle de
Kaiser et Blum, ce modele implémenté ? En ce qui
concerne le mouvement de chacun des agents,
le travail s’effectue de la maniére suivante :
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Ainsi dans ce cas, la simulation est consé-
cutive au modele mathématique ; mais ce mode-
le mathématique n’est pas a tester, il est consi-
déré comme acquis. En revanche, pour le
fonctionnement de la situation globale, le tra-
vail s’effectue de la maniere suivante :

Modele réel : la poursuite - de Bip-Bip
par Vil Coyote par exemple

@

Modele implémenté : utilisation de la
simulation, relevé de valeurs

Dt

Modele mathématique : représentation
graphique de la fonction cherchée

Modele réel : Mouvement de chacun des
agents (Bip-Bip ou Vil Coyote))

@

Modele mathématique :
fonction affine ou fonction linéaire

t

Modele implémenté : simulation
des déplacements de C et P
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Dans ce cas, I’activité de simulation per-
met donc d’accéder au résultat du probleme qui
se pose dans le monde réel : 1a durée de la pour-
suite en fonction de la vitesse du poursuivant
dans la premiere situation et I’angle a adopter
en fonction de la vitesse du poursuivant dans
la deuxieme. Il s’agit d’un acces a certains
couples solutions, par la simulation numé-
rique, sans avoir besoin de mathématiser le
modele réel. L acces au modele mathématique
est alors permis a partir de ce résultat partiel
(le tableau de couples solutions et/ou la cour-
be de tendance). On accede ainsi indirecte-
ment au modele mathématique (la fonction
inverse dans la premiere poursuite) a partir
des registres numérique et graphique. On pour-
rait envisager ici, avec un autre logiciel, d’avoir
une expression algébrique correspondant a la
courbe de tendance. Dans notre cas, cela n’exo-
nere pas les éleves de la mathématisation direc-
te du modele réel (I’obtention de la fonction inver-
se a partir de I’équation v7'= 20 + 27) mais permet
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certainement de mieux appréhender cette fonc-
tion, a la fois comme mathématisation algébrique
du modele réel et mise en forme des résultats
obtenus a I’aide de la simulation.

Ainsi, nous voyons sur cet exemple, le
double role que peut jouer la simulation par rap-
port a la modélisation : elle peut en étre une
application directe ou, au contraire, un instrument
servant a construire le modele mathématique. I1
nous semble que I’explicitation de ces rdles res-
pectifs permet, d’une part, d’analyser le travail
demandé puis produit par les éleves, et d’autre
part, d’accompagner les enseignants dans la
mise en ceuvre de telles situations ainsi que dans
les aides qu’ils peuvent dispenser a leurs éleves.
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Pour finir

Nous avons, depuis, présenté plusieurs fois
ce scénario, dans des ateliers avec des éleves
de troisieme. Puis, sous des formes plus géné-
rales, il a fait I’objet de stages de formation conti-
nue a destination des enseignants, d’un atelier
a l'université d'été des inspecteurs de mathé-
matiques de Sourdun (http://groupesmaths.ac-
creteil fr/spip/spip.php?article57) et d’'un modu-
le de formation en Unité d’Enseignement projet
pour des éleves de premiere année d’universi-
té. Ceci montre I'intérét et la plasticité de ce scé-
nario. Nous sommes particulierement intéres-
sés par votre avis et vos retours d’expérimentations,
si nous vous avons donné envie de le tester.
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