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Zénon d’Elée, avec son célebre premier
paradoxe, démontre-t-il 1'impossibilité du
mouvement ou démontre-t-il que la concep-
tion d'une grandeur divisible a I'infini ne per-
met pas de décrire une action aussi banale que
le mouvement ? Newton, avec ses grandeurs
évanouissantes, fonde-t-il le calcul infinité-
simal sur une intuition dénuée de tout fonde-
ment ou anticipe-t-il sur des découvertes a venir
de la physique ? Ces deux interrogations ne
sont-elles pas deux formulations d'une ques-
tion qui préoccupe 1'humanité depuis la plus
haute antiquité, celle du rapport entre conti-
nu et discontinu ?

Dans sa 11e conférence, Havemann [3]
notait en 1964 :

I’évolution moderne des mathématiques place au
tout premier plan les probléemes de la continui-
té et de la discontinuité. Il ne s’agit pas seule-
ment de I'ancienne opposition entre géométrie
et algébre ; du contexte homogene et topologique
de la géométrie, ou aucun dénombrement n'entre
en jeu, et de l'algébre, ou tout est ramené aux
chiffres, aux quantités, aux ensembles et aux dis-
continuités.(...). Les questions les plus profondes
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dont traitent les mathématiques modernes, comme
celle du fondement théorique du calcul des pro-
babilités, débouchent sur les problémes de la dia-
lectique de la continuité et de la discontinuité..

Dans une premiere partie, nous nous inté-
ressons a un paradoxe célebre de Zénon d’Elée
et en proposons une résolution dans le cadre
d'un modele proposé par la mécanique quan-
tique. Dans une deuxiéme partie, nous nous
penchons sur l'intuition de Newton (I'exis-
tence de grandeurs évanouissantes). Dans une
troisieéme partie, nous nous intéressons a l'ana-
lyse non-standard. Dans une quatrieme par-
tie, nous révons a une réconciliation entre
mathématique et physique, en proposant une
approche de l'infiniment petit inspirée par la
physique quantique.

1. — Le premier
paradoxe de Zénon : la dichotomie

Aristote, cité dans Dumont [1], écrit dans
sa Physique :

Les arguments de Zénon contre le mouvement sont
au nombre de quatre ; ils causent beaucoup de sou-
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cis a ceux qui veulent les résoudre. Le premier
argument porte sur l'inexistence du « se mouvoir »,
compte tenu du fait que le mobile doit parvenir a la
moitié avant d'atteindre le terme de son trajet.

Zénon développe ensuite 1'idée suivant
laquelle, parvenu a la moitié du trajet, le
mobile doit parcourir la moitié du chemin
qui reste, puis encore la moitié¢ de ce qui reste,
et ainsi de suite dans un processus sans fin qui,
s'il rapproche constamment le mobile du but,
lui interdit de l'atteindre. Zénon prétend-il
nier la possibilité du mouvement ou cherche-
t-il a prouver que la conception d'un grandeur
divisible a I'infini ne permet pas de décrire le
mouvement ? Peu importe au demeurant, car
ce paradoxe indique une difficulté réelle. Pro-
cédé mathématique qui consiste a diviser une
quantité en deux parties égales, puis a divi-
ser l'une des deux parties obtenues en deux par-
ties égales, et ainsi de suite sans qu'aucune borne
n'impose a priori l'arrét de ce processus, la dicho-
tomie tombe en défaut devant la description
d'un processus aussi courant que le déplace-
ment d'un point a un autre.

Aristote, toujours selon Dumont [1], réfu-
te le paradoxe de la maniere suivante :

C'est pourquoi I'argument de Zénon admet une
prémisse fausse : qu'il n'est pas possible que les
grandeurs illimitées soient chacune parcourue ou
touchée une par une par les grandeurs illimitées
en un temps limité. En effet, illimité, rapporté a
la longueur et au temps, se dit en deux sens, de
méme que rapporté, plus généralement, a tout
ce qui est continu : car on peut considérer soit
I'infini selon la division, soit I'infini selon les extré-
mités. Alors qu'il n'est pas possible qu'une chose
entre en contact dans un temps limité avec des
grandeurs illimitées en quantité, cela est possible
si ces grandeurs sont illimitées en division. En
effet, du point de vue de la divisibilité, le temps
lui-méme est illimité. Il en résulte que c'est dans
un temps illimité, et non pas dans un temps limi-
té, que s'effectue le parcours de l'illimité et que
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le contact avec les grandeurs illimitées se fait par
des grandeurs illimitées, et non pas par des
grandeurs limitées.

Nous ne cacherons pas au lecteur que
cette réfutation-la ne nous convainc pas : si
la grandeur est divisible a l'infini, alors le
continu est continu, un point, c'est tout !
Recherchant a comprendre le fond de la ques-
tion, nous nous sommes tournés vers un texte
fondateur : les Eléments d'Euclide.

Aux origines du paradoxe,
la définition du point selon Euclide

Le Livre I des Eléments [2] s'ouvre sur une
premiere définition, celle du point :
1. Un point' est ce dont il n'y a aucune partie.

Vitrac, le traducteur, commente immédiatement

La premiére définition des Eléments est néga-
tive. Il était difficile de faire autrement ; définir le
point a partir de la ligne aurait été une faute
logique, car il lui est logiquement antérieur?. Le
terme primitif qui sous-tend implicitement ces pre-
mieres définitions, la grandeur, est habilement évo-
qué ici : selon Aristote, la quantité est ce qui est
divisible, et la grandeur est ce qui est divisible
en parties continues ; le point quant a lui est la
non-grandeur, le « sans-partie ».

Cette définition a pour conséquence immé-
diate la possibilité de diviser une longueur, si
petite soit-elle, en deux parties égales, et ce,

1 (note du traducteur, Vitrac) Le mot « point » est onuetov
(«signe »), terminologie classique des géometres a partir d'Apol-
lonius et d'Euclide. Auparavant le terme utilisé était otiyun
(« marque du stylet ») avec une connotation évidemment plus
«concrete » ; Aristote (...) utilise les deux mots concurremment.

2 (note de Vitrac) La définition pythagoricienne du point : « une
unité qui a une position » (...) est critiquable si I'on estime que
point et unité appartiennent a des registres différents (...) et rele-
vent de sciences différentes (la géométrie et 1'arithmétique Le
débat sur la définition du point était assez ancien, puisque, selon
Aristote, Platon avait combattu cette notion comme étant « fic-
tion » géométrique (...). Lui-méme critique les définitions pro-
posées par les Platoniciens et propose comme définition « ce
qui est absolument indivisible, mais avec position » (...).
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en répétant le processus autant de fois que 1'on
souhaite, c'est-a-dire indéfiniment. Dit autre-
ment, la définition du point par Euclide jus-
tifie, a posteriori, la divisibilité a I'infini, qui
elle-méme avait conduit Zénon a formuler
son paradoxe. Dans ce qui suit, nous envisa-
geons une résolution du paradoxe appuyée sur
un résultat proposé par les physiciens dans le
modele standard de la mécanique quantique :
la longueur de Planck.

La mécanique quantique au secours de Zénon ?

Au début du mois de juillet 2012, les cher-
cheurs scientifiques du CERN pensent avoir
mis en évidence de maniere expérimentale
I'existence du boson de Higgs, achevant ainsi
la description de ce que les physiciens appel-
lent le modele standard de la physique. Sous
réserve, bien entendu, des indispensables véri-
fications expérimentales, le modele standard
se trouverait ainsi confirmé comme rendant
compte de tous les faits expérimentaux actuel-
lement connus au sujet de trois des quatre
forces fondamentales qui régissent le com-
portement des particules élémentaires consti-
tuant I'Univers. Dans la présentation au public
de ce modele par les physiciens eux-mémes,
sur le site du CERN [10], on peut lire (ce qui
est en italique est souligné par nous) :

Le modele standard comprend les forces élec-
tromagnétique, forte et faible ainsi que leur par-
ticule porteuse correspondante et explique de facon
tres satisfaisante comment ces forces agissent
sur toutes les particules de matiere. Cependant,
bien que la gravité soit la force qui nous est la
plus familiere, elle ne fait pas partie du modele
standard.(...) Mais, heureusement pour la phy-
sique des particules, lorsque I'on se situe a
I'échelle minuscule des particules, I'effet de la gra-
vité est négligeable. C'est seulement en pré-
sence d'amas de matiére importants — comme
en nous-mémes ou dans les planetes — que
I'effet de la gravité prédomine. C’est pourquoi le
modele standard fonctionne encore bien, malgré
le fait qu'il exclue I'une des forces fondamentales.
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Les physiciens nous proposent donc un
modele qui, selon eux, fonctionne correcte-
ment “a 'échelle minuscule des particules”.
C'est pourquoi nous limiterons notre réflexion
a l'infiniment petit.

La longueur de Planck ou l'infiniment petit standard®

Dans le modele standard, il existe dans la natu-
re une longueur en-deca de laquelle 1a notion de
longueur mesurable perd toute signification ;
cette longueur, dite longueur de Planck, est une
constante de la nature ; ainsi, de méme qu'il y a
un quantum d'énergie, il existe un quantum de
longueur*. Ce quantum de longueur mesure
environ 1,616 252 x 1035 m. Raisonnant dans
le cadre du modele standard, utilisant I'hypothese
du quantum de longueur, nous proposons une pre-
miere résolution du paradoxe :

Le mobile poursuit son mouvement aussi long-
temps que la distance qul'il lui reste a parcourir exce-
de la distance de Planck ; dés que cette condition
n'est plus remplie, le mobile atteint son but.

Une telle explication, ne nécessitant aucun
calcul, ne résout-elle pas le paradoxe de facon
élégante ? Une autre résolution, plus forma-
lisée, ne consiste-t-elle pas, prenant Zenon au
mot, a dénombrer les étapes du parcours ?

Considérons par exemple 'expérience de
pensée décrivant le mouvement d'un mobile
sur une distance de 1m. Lalongueur de Planck
mesure approximativement 1,616 252 x 103 m.
Pour simplifier les calculs, nous I'arrondi-
rons 2 1,6 x 103> m. Soit donc un mobile par-
courant une distance de 1m, distance claire-
ment supérieure a la longueur de Planck.
Nous allons répéter 1'algorithme de la division
dichotomique, tant que la distance restant a
parcourir excedera la longueur de Planck, et
numéroter les étapes.

3 Standard au sens de la physique quantique

4 11 existe aussi d'autres unités de Planck, notamment un
temps de Planck, autrement dit un guantum de temps, que
nous laissons de c6té dans cet article
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— Le mobile parcourt d'abord 1/2 m (étape
1) ; il lui reste alors a parcourir 1/2 m ;
— il parcourt ensuite 1/2% m(étape 2) ; il lui

reste encore a parcourir 1/22 m;
— il parcourt ensuite 1/2% m(étape 3) ; il lui
reste encore a parcourir 1/23 m ;
— et ainsi de suite, tant que la distance a
parcourir 1/2" m excéde 1,6 x 103 m ;
— parvenu a l'étape n, il lui reste a parcourir
12" m

— tant que1/2” reste au-dessus de 1,6x1073,
le mobile poursuit son mouvement ;

— des quel/2" passe sous la « barre » naturelle
des 1,6 x 10%, le mobile a atteint son but.

— Cela se produit lorsquel/2" < 1,6x10%
c'est-a-dire 2" = 1/(1,6x1073%) , ou encore
27> 6,25x10%,

Il n'est pas nécessaire de recourir aux loga-
rithmes > pour résoudre cette inéquation, sa
résolution est assez rapide a l'aide d'une cal-
culatrice et de la touche puissance : on trouve
2115 = 4,15x103* et 2110 = 8,31x10*, ce qui
permet d'affirmer qu'a I'étape 115, le mobile
n'a pas encore atteint son but, et qu'avant
I'étape 116 il I'a atteint.

L'expérience de pensée n'est-clle pas
concluante ? Un résultat spectaculaire de la
physique moderne, la longueur de Planck,
n'a-t-il pas permis de décrire le mouvement
en le décomposant en étapes ? Cette expérience
donne-t-elle tort a Zénon ? Oui, si 1'on consi-
dere que Zénon entendait prouver 1'impossi-
bilité du mouvement. Non, si I'on considere
que Zénon entend prouver que la divisibilité
a l'infini de 1'espace ne permet pas de décri-
re la réalité du mouvement.

5 Alaide des logarithmes, la résolution, certes plus rapi-
de, est cependant plus abstraite.

6 Scholie (ou scolie) : En mathématiques, remarque sur
une proposition précédente.
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En tout état de cause, cette expérience per-
met de préciser des bornes physiques a la
possibilité de divisibilité des longueurs, a
condition, rappelons-le, de raisonner dans le
cadre du modele standard proposé par la phy-
sique. Nous retiendrons qu'un résultat de la phy-
sique quantique permet de résoudre le premier
paradoxe de Zénon.

2. — La mécanique quantique
et l'intuition de Newton

Newton, les fluxions et les Principia

Newton [6] s'intéresse a des problemes de
vitesse, de maxima et de minima, de tangentes,
de courbure, de quadrature, de longueur... Il
considere des accroissements tres petits et,
dans le cours de ses calculs, tantot néglige ou
rejette certains termes tres, tres petits, tantdt
signale que ces termes s'évanouissent. Le
moins qu'on puisse dire est que Newton lais-
se dans l'obscurité le bien fondé de cette négli-
gence, de ce rejet ou de cet évanouissement.

Newton [7] s'efforce d'étre plus précis. Dans
ses raisonnements et dans ses calculs, il recourt
a une méthode dite « des premicres et dernicres
raisons », clairement exposée. Cela dit, New-
ton [7] conclut une scholie® en comparant
I'infiniment petit a I'infiniment grand :

On comprendra ceci plus clairement dans les
quantités infiniment grandes. Si deux quanti-
tés, dont la différence est donnée, augmentent
a l'infini, leur derniere raison sera donnée et
sera certainement la raison d'égalité, cepen-
dant les dernieres, ou les plus grandes quanti-
tés auxquelles répond cette raison, ne seront point
des quantités données. Donc, lorsque je me
servirai dans la suite, pour étre plus clair, des
mots de quantités évanouissantes, de quantités
derniéres, de quantités trés petites, il ne faut pas
entendre par ces expressions des quantités
d'une grandeur déterminée, mais toujours de quan-
tités qui diminuent a l'infini.
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Substituer I'infiniment grand a I'infiniment
petit, cela ne revient-il pas a déplacer le probleme
sans répondre a la question ? En tout cas, cela
ne rend pas I’explication convaincante !

La longueur de Planck
et la grandeur évanouissante de Newton

Pour ne pas alourdir la lecture de ce qui
suit, nous assimilerons les grandeurs ou quan-
tités a des longueurs, aires ou volumes, ce qui
permet de ramener l'infiniment petit a la lon-
gueur de Planck. Raisonnant dans le cadre du
modele standard et de son quantum de longueur
(i.e. la longueur de Planck), nous réécririons
la scholie précédente en remplacant « a ['in-
fini » par « jusqu'a ce que leur grandeur n'ex-
cede plus, dans aucune dimension, la lon-
gueur de Planck ». La conclusion précédente
deviendrait alors la suivante (entre crochets,
notre formulation) :

lorsque je me servirai dans la suite, pour étre plus
clair, des mots de quantités évanouissantes, de
quantités dernieres, de quantités tres petites, il
ne faut pas entendre par ces expressions des quan-
tités d'une grandeur déterminée, mais toujours
de quantités qui diminuent [jusqu'a ce que leur
grandeur n'excede plus, dans aucune dimension,
la longueur de Planck].

Ainsi, I'évanouissement de la grandeur ne
serait rien d'autre que sa diminution en-deca
de la longueur de Planck. Ainsi, dans le cas
particulier de la longueur, I'évanouissement
signifierait tour autre chose que la disparition
pure et simple dans un néant indéterminé ; com-
ment ne pas songer a l'affirmation de Hegel
[4], selon laquelle « le néant d'un quelque chose
quelconque est aussi un néant déterminé » :
le néant d'une longueur ne serait autre que la
longueur de Planck.

Préfacant sa traduction de Newton [6], Buf-
fon écrit que Newton, aprés avoir hésité un
moment, s'était opposé a toute publication
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de son vivant, de peur de ne pas étre compris.
Il est vrai que la grandeur évanouissante a un
défaut majeur, celui de ne pas étre définie
(pour paraphraser Marx, « (elle) existe d'abord
et est expliqué(e) ensuite »). Pourtant, dans
le cadre du modele standard, Newton [6] ne
deviendrait-il pas un ouvrage rigoureux, a la
condition d'y ajouter un préambule définissant
l'infiniment petit de la maniere proposée plus
haut ? Avant de présenter au lecteur une
approche de l'infiniment petit mathématique
suggérée par les considérations précédentes,
nous ne pouvons pas ignorer 1'analyse non stan-
dard, a laquelle nous consacrons la troisieme
partie du présent article.

3. — L'analyse non-standard

L'analyse non-standard (ANS), aussi bien
telle que fondée par Robinson [9], que dans la
version « moins riche » imaginée par Nelson
[8], redonne droit de cité a l'infiniment petit’
dans les traités de mathématique. En permet-
tant aux mathématiciens de se familiariser
avec la présence d'infiniment petits, non seu-
lement dans le cours des calculs, mais aussi dans
la formulation de certains des énoncés, 'ana-
lyse non standard a constitué, pensons-nous, une
authentique révolution dans la pratique mathé-
matique. Robinsonnienne ou nelsonienne,
I'ANS ne constitue-t-elle pas une théorie de 1'in-
finiment petit satisfaisante ? Sans entrer dans
le détail, ce qui nous entrainerait fort loin de
I'objet du présent article, remarquons simple-
ment que I'ANS reste marquée par I'existence
d'objets que nul ne pourra jamais percevoir.

Considérons par exemple la théorie de
Nelson (on en trouve une présentation sim-
plifiée assez abordable dans Lobry [5]).
Nelson batit sa théorie en affirmant 1'exis-
tence d'un entier non standard. Une fois

7 Ainsi qu'a l'infiniment grand, mais, ainsi que nous
I'avons indiqué plus haut, nous consacrons le présent
article a l'infiniment petit.
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admis l'existence de cet entier-la, Nelson
démontre qu'il est supérieur a tout entier
naif, le qualifie d'infiniment grand et 'inverse,
obtenant ainsi un infiniment petit®.

Une premiere remarque est que cet entier
non standard n'a rien d'intuitif : il ne corres-
pond a rien de perceptible dans le monde
réel, méme en s'appuyant sur les résultats de
la physique. Dit autrement, l'existence de cet
entier non standard est purement spéculative.
Ce qui n'enleve rien a la fécondité de la théo-
rie de Nelson.

Certains mathématiciens proposent de
contourner la difficulté en considérant un
entier tellement grand qu'il ne représente rien
dans le monde réel, par exemple 10! 000
(nombre cardinal supérieur au nombre de par-
ticules de I'univers, estiment les physiciens).
Cette proposition, appuyée sur un résultat de
la physique moderne, a savoir 1'estimation
du nombre total de particules de 1'univers,
encourt cependant un questionnement : pour-
quoi ce choix de 10! %% ? Pourquoi ne pas choi-
sir 10199 +1 ou 10! ! nombres qui, eux aussi,
majorent ce nombre de particules ? Ensuite,
101000 1 ou 10199 — 2 ou 101090 — 3
ne sont-ils pas d'autres candidats plausibles
au statut d'infiniment grand, en tant que
majorants du nombre de particules de 1'uni-
vers : jusqu'ol pouvons-nous poursuivre
cette décrémentation avant de rencontrer
un nombre entier ayant une signification
concrete dans I'Univers ? Cette maniere
d'aborder la question n'est-elle pas, elle aussi,
quelque peu spéculative ?

Enfin, en analyse non-standard, il est
encore possible de diviser une quantité en
deux parties égales, et de répéter cette opération

8 L'ANS de Robinson étant d'un abord moins immédiat,
plus ardu que celle de Nelson, nous nous contentons de
signaler son existence.
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indéfiniment, sans qu'aucune borne ne s'op-
pose a la poursuite de ces divisons successives.
De ce fait, I'ANS ne s'interdit-elle pas de
rendre compte en termes les plus simples
qu'il soit possible de la réalité physique ?

Dit autrement : la révolution de 1'analy-
se non-standard fut une authentique révolu-
tion, qui a habitué les mathématiciens a cal-
culer et a raisonner avec l'infiniment petit ;
conservant 1'idée qu'une quantité est divisible
a l'infini, elle est encore inadaptée a une des-
cription la plus simple qu'il soit possible de
l'infiniment petit tel que les physiciens le per-
coivent aujourd'hui avec leur modele stan-
dard. Avant d'inviter le lecteur a réver a une
autre approche de l'infiniment petit, nous cite-
rons ces lignes de Havemann [3]

On consideére souvent les mathématiques comme
une science entierement indépendante de I'ex-
périence. Une discussion compliquée et diffici-
le se mene entre les mathématiciens sur la ques-
tion du rapport qu'entretiennent les mathématiques
avec l'expérience pratique. Le développement
historique montre qu'un grand nombre de pro-
positions mathématiques ont été « découvertes »
longtemps avant que n'aient été formulés les
axiomes dont elles peuvent étre déduites. Les
mathématiques se sont donc développées de la
méme facon que les sciences purement expé-
rimentales. Cela peut surprendre parce que les
mathématiques progressent par le moyen de la
« pure pensée ». En fait, les idées des mathe-
maticiens leur sont souvent suggérées par des
problémes pratiques. Certains problémes ren-
contrés dans les sciences expérimentales se
prétent a la mathématisation, ce qui n’exclut pas
que le mathématicien ne doive se libérer totale-
ment de tous les faits expérimentaux : il doit en
effet travailler avec de purs produits de la pen-
sée. En séparant le probleme de son objet
concret, il engage sa raison dans les spheres pro-
fondes de I'abstraction. Cheminant pas a pas, il
découvre ainsi de nombreuses vérités dont il
ne comprend que plus tard la raison profonde
qu'il énonce sous forme d'axiomes.
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Conclusion : si nous révions
a une approche de l'infiniment
petit appuyée sur la physique ?

La physique ayant proposé un modele
cohérent et fécond de la réalité a travers la méca-
nique quantique, ne devient-il pas possible de
modifier en conséquence l'approche mathé-
matique de l'infini, en commencant par défi-
nir l'infiniment petit actuel ?

Cela pourrait conduire a une nouvelle
définition du point : & la définition inaugura-
le des Eléments d'Euclide,
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1. Un point est ce dont il n'y a aucune partie.

nous substituerions celle-ci (entre crochets, notre
formulation) :

1*. Un point est ce dont[chaque dimension
est en deca de la longueur de Planck].

Cette définition n'est-elle pas positive, le
point (mathématique) devenant 1'idéalisation
d'une réalité (physique), a savoir le quantum
de longueur (longueur de Planck) ?

Réconcilier ainsi mathématique et physique,
ne serait-ce pas renouer avec les origines de
l'activité scientifique ?
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