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LES METHODES
EXPERIMENTALES
EN GEOMETRIE

Philippe LOMBARD
Irem de Lorraine

« Les mathématiques font partie de la physique. La physique est une
science expérimentale, une des sciences naturelles. Les mathématiques,
ce sont la partie de la physique ou les expériences ne coiitent pas cher. »

Vladimir Igorevitch ARNOLD, Gazette de la SMF,n° 78, octobre 1998

La création d’'une épreuve pratique de
mathématiques au baccalauréat permettra-t-
elle d’enrayer la chute dramatique de notre spé-
cialité ? Les compétences inscrites dans les
programmes sur l'utilisation de logiciels en
mathématiques sont-elles susceptibles d’étre
correctement évaluées ? Trouvera-t-on suffi-
samment de sujets & proposer pour lesquels 'uti-
lisation des TICE intervienne de maniére signi-
ficative dans la résolution du probléme posé ?

Autant de questions cruciales qui tarau-
dent aujourd’hui les Décideurs et I'Institution,
et qui nous ont amenés ici ™ pour réfléchir sur
laspect expérimental des sciences en général
et des mathématiques en particulier. Si nous
savons déja, grace aux exposés précédents, a
quel point les sciences physiques ou méme les

(*) Ce texte a été rédigé a partir d’un exposé effectué a
I"Université d’été de Saint Flour d’aotit 2007 intitulée : « Expé-
rimentation et démarches d’investigation en mathéma-

statistiques sont des sciences réellement expé-
rimentales, si nous avons vu comment les
logiciels de calcul ou les tableurs peuvent
étre investis efficacement dans la résolution
de problémes qui présentent un caractere
algorithmique plus ou moins marqué, il nous
faut nous pencher désormais sur le rdle exact
de lexpérimentation et des logiciels dans
Penseignement de la géométrie...

Il ne peut certes échapper a personne,
d’entrée de jeu, que cette association entre expé-
rimentation et utilisation des logiciels — ou,
si l'on préfere, entre démarches d’investiga-
tion et logiciels de géométrie dynamique —
constitue une manieére peut-étre tres artifi-
cielle de lier deux problemes qui n’ont pas for-
cément de parenté nécessaire et évidente.

tiques ». On trouvera le texte et le fichier du diaporama a
I’adresse des actes : http://www3.ac-clermont.fr/peda-
go/maths/pages/UE2007/UE_2007_Internet.htm)
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Mais il ne faut pas s’y tromper : méme si ses
motivations sont souvent tarabiscotées, 'Ins-
titution (je veux dire évidemment 'Inspection
Générale) a un réel talent pour poser de
bonnes questions. Des questions difficiles.
Des questions qui associent forcément un
aspect pragmatique, un aspect didactique et
un aspect épistémologique. Des questions,
surtout, qui n’ont pratiquement jamais de
réponses vraiment satisfaisantes, et pour
lesquelles il n’est pas rare, malheureuse-
ment, de se contenter in fine de quelques
idées superficielles... en attendant de pouvoir
passer a la question suivante...

Quoi qu’il en soit, je voudrais vous
convaincre de I'intérét du probleme de l’expé-
rimentation en géométrie et, sans prétendre
y apporter des réponses définitives, analy-
ser avec vous quelques facettes de celui-ci.

Bien entendu je m’intéresserai surtout
ici au c6té démarche d’investigation en géo-
métrie, indépendamment de 'usage des
TICE, mais sans négliger pour autant une
réflexion sur l’appel aux logiciels de géo-
métrie. Il est vrai qu’aujourd’hui les “inves-
tigations” — du moins pour le grand public
— font essentiellement référence a des
experts armés de coton-tiges, de pipettes et
de pincettes, qui passent leur temps & consul-
ter des bases de données ou les écrans de spec-
trographes de toutes sortes ; mais je suis plu-
tot d’'une génération pour laquelle ce mot
désignait principalement les réflexions sub-
tiles de quelque commissaire génial et bour-
ru, voire a la grande rigueur les mysté-
rieuses et sublimes déductions de I'éclaireur
indien capable de scruter une touffe d’herbe,
quelques crottes et des traces dans la pous-
siére pour conclure qu'une demi-douzaine de
bandits venant de 'ouest venaient de déva-
liser la diligence...
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Mais le grand public se laisse fasciner par
le savoir, l'intuition et la perspicacité, il ne
s’intéresse guére a 'apprentissage et — pour
tout dire — a la formation d’enquéteurs
aussi merveilleux ! C’est pourtant, comme vous
le savez, le seul probleme qui nous occupe.
C’est donc sous cet angle que nous allons appré-
hender la notion d’expérimentation en mathé-
matiques. Sans vraiment chercher a savoir
dans quelle mesure la géométrie est une
“science expérimentale” — ce qui serait une
question pour philosophes — je vais tenter
de voir pourquoi et comment expérimenter
dans 'enseignement, dans le but de dégager,
si possible, quelques éléments permettant de
comprendre ce que pourrait étre une métho-
de expérimentale pour 'apprentissage de la
géométrie.

1. Expérimenter, pourquoi ?

Pour étre franc, je me suis beaucoup
demandé, avant de venir, par quel bout j’allais
prendre le probléme de 'expérimentation ! J’ai
longtemps hésité entre deux extrémes...

Une premieére illustration de 'utilisation
des TICE en la matiére m’a été apportée for-
tuitement par un stagiaire auquel son tuteur
avait fourni toute une séquence d’introduction
du parallélogramme en cinquiéme. Apres la
définition et la construction fondatrice (& par-
tir évidemment de “I'outil symétrie centrale”)
I’éleve devait passer en revue les propriétés
classiques sur le mode de 'exemple ci-contre.

Peut-étre ne parviendrez-vous que diffi-
cilement a imaginer l’espéce de pincement
nostalgique que peut ressentir devant ce type
d’activités quelqu’un qui aurait appris les
mathématiques a 'époque des maths modernes
ou méme de Winnetou (’homme de la prairie,
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IV-  Une propriété des angles opposés

Quelle propriété semblent vérifier les angles opposés du parallélogramme ABCD ?

Nous allons le vérifier & I'aide du logiciel.
» A ldide de l'outil MESURER UN ANGLE, afficher la mesure des angles opposés du
parallélogramme ABCD.

Onaalors : ABC=... . .. cBAa= . ...

Compléter le cadre ci-dessous :

Propriété :

Si un quadrilatére est un parallélogramme, alors ses angles
opposés . . . . .. ... .. ...

Fig. 1

Péclaireur apache...). Mais vous pouvez par-
tager sans peine avec moi le souvenir de
Peffroi qu’une telle séquence aurait suscité
naguere encore chez tout Inspecteur péda-
gogique régional...

Les temps changent, en effet. Et si je cite
cela en exemple de premier usage des TICE
en matiere de “vérifications expérimentales”,
c’est d’abord parce qu’il y a fort a parier que
c’est 1a le plus clair de I'utilisation pratiquée
au quotidien.

Il ne s’agit d’ailleurs pas pour moi de fus-
tiger ce genre de séquence : les définitions et
I’étude du parallélogramme en cinquieme —
qu’il s’agisse d'une version rigoureuse qui
s’attacherait a préciser pas a pas ce que l'on
démontre et ce que 'on ne démontre pas, ou
qu’il s’agisse d’une liste de définitions et de
propriétés — me semble largement de natu-
re rhétorique... Et je ne pense pas que la
méthode choisie puisse hypothéquer énor-

mément 'apprentissage des éléves. L'impor-
tant ici est essentiellement dans les exercices
d’application qui seront proposés a la suite de
la legon.

A Tinverse, évidemment, mon second
exemple “extréme” dans 'appel a l'ordina-
teur tient dans une utilisation beaucoup plus
orthodoxe. Elle fait usage de sa puissance de
calcul et (pour peu que les ressources du logi-
ciel utilisé soient suffisamment sophistiquées)
a sa capacité inégalable de visualisation :
comment diable les géometres du XIXeéme
siecle ont-ils bien pu découvrir I'enveloppe
des droites de Simson d’un triangle sans
recours au moindre ordinateur ?... (cf. figu-
re 2 page suivante)

Mais bref. J’ai trouvé entre temps sur le
site d'un ITUFM — Marseille peut-étre ? — les
compte-rendu d’un séminaire destiné a la for-
mation des stagiaires. .. Celui-ci ne pouvait guére
éviter de traiter le sujet et il y revenait effec-
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Fig. 2
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tivement a deux reprises. Dans le premier
exemple, sous le titre enthousiaste « Ce que
{3

Ton doit donc apprendre, c’est a “faire confian-
ce” a lexpérimentation ! », on disait :

« Considérons le programme suivant de
construction de la parallele a4 une droite d qui
passe par un point P ¢ d :

e marquer un point A de d ;

e tracer le segment [AP] ;

e marquer un point M situé entre A et P ;

e marquer un point B & 'intersection de d et
du cercle de centre A passant par M ;

e marquer le point Q, second point d’intersection
de la droite (BM) avec le cercle de centre P pas-
sant par M ;

e tracer la droite (PQ). »

Puis la description de cette construction
était suivie d’un série de réalisations dans une
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foule de cas particuliers, assorties du com-
mentaire : « [ces réalisations] ne laissent pas
de doute sur la vérité de la propriété de paral-
1élisme des deux droites. »

Bien siir on peut sans peine comprendre
ce que pouvait vouloir dire I'auteur de ce texte,
mais comment ne pas s’interroger sur la
profondeur des problemes soulevés par cet
emploi de 'expression “ne laissent pas de
doute sur la vérité...” ? La notion de paral-
lélisme est-elle donc devenue si simple ?
La vérification effectuée est-elle a com-
prendre dans le contexte de la géométrie eucli-
dienne qui gouverne le logiciel ? La vérité
ainsi révélée supprime-t-elle les questions
plus ou moins métaphysiques qui ont, de toute
éternité, interpellé les philosophes, les phy-
siciens et les mathématiciens a propos des
paralleles ? Sans étre un zélateur fana-
tique de la révélation du postulat d’Eucli-
de aux éleves de college, on peut se prendre
a réver sur cette puissance des TICE a
déplacer les problemes... et supprimer ainsi
nombre de questions de justifications qui
empoisonnaient, jusqu’a présent, la vie du
professeur de mathématiques.

Le deuxieme exemple “didactique” était
d’une nature un peu différente : il avait trait
a un résultat connu sous le nom de “théore-
me de Thébault” : « A titre d’illustration com-
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plémentaire, demandons-nous si les proprié-
tés ci-contre sont vraies...

Inutile, je pense, de dire en quoi va consis-
ter la vérification expérimentale... Et 'auteur
ajoute : « Croire en la véracité de 'expéri-
mentation devrait étre facilité — et devient cru-
cial — a partir du moment o1 'on dispose de
logiciels de géométrie dynamique. Un tel logi-
ciel permettra de s’assurer qu’en fait les deux
assertions Aj et Ag sont bien vraies [...].
Bien entendu, on pourra alors vouloir s’assu-
rer que ces assertions se laissent déduire de
la [théorie], ce qui est une autre question :
méme si I'on ne parvenait pas a établir que [la
théorie permet de les prouver], cela n’altére-
rait nullement la certitude ot I'on est queA1
et Ag sont des propriétés vraies dans lespace
sensible E. »

Est-il donc si important que telle ou telle
propriété soit “vraie dans 'espace sensible” ?
Et que peut bien vouloir dire la position selon
laquelle, “méme si on ne parvenait pas a I'éta-
blir, la propriété resterait vraie dans I’espa-
ce sensible” ? Ne pourrait-on pas se conten-
ter de penser — sans faire appel a une
pseudo-vérification “physique” — que les
modifications opérées sur les cas de figure grace
au logiciel de géométrie dynamique laissent
espérer que la propriété est vraie “dans le
modele euclidien” ?...

La question n’est nullement “ontolo-
gique” (comme disent les philosophes), elle
est simplement de deux ordres beaucoup
plus familiers pour le professeur de mathé-
ma-tiques :

1. le fait d’avoir fait bouger les éléments de
la figure suffit-il a se convaincre que le résul-
tat observé est vrai dans tous les cas ?

2. comment pouvait-on avoir 'idée d’imaginer
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Al. Soit un parallélogramme ABCD. Sur
chacun de ses cotés on construit, vers I'exté-
rieur, le carré s’appuyant sur ce coté.

Les centres des carrés forment un carré.

Fig.5

>

A2. Soit un quadrilatere convexe ABCD.
Sur chacun de ses cotés on construit, vers 'exté-
rieur, le carré s’appuyant sur ce coté.

Les segments de droites joignant les centres
de carrés opposés sont perpendiculaires et de
méme longueur. »

a lavance qu’une telle propriété est vraie ou
fausse ?...
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Essayons de comprendre d’ou pourrait
provenir un tel résultat...

Lalégende attribue a Napoléon un “théo-
reme” devenu tres classique aujourd’hui : si
Ton part d’'un triangle quelconque ABC et
que l'on construit sur les cotés des triangles
équilatéraux comme sur la figure ci-contre, alors
les centres de ces triangles sont les sommets
d’un triangle équilatéral ; de plus les seg-
ments AA’, BB’, CC’ sont égaux et font entre
eux des angles de 60°.

Ce résultat “miraculeux” — dans la mesu-
re ou il permet d’obtenir une figure particu-
lierement symétrique a partir d’'une figure quel-
conque — n’est pas di au génie d'un empereur
providentiel, mais date en réalité de 1869 et
a été “découvert” par un mathématicien
nommé Lionnet a propos d’'un probleme qui
n’avait pas grand chose a voir...

Mais il est donc parfaitement concevable
que certains géometres se soient posés la
question de savoir si le résultat pouvait étre
encore intéressant en partant d'un quadrila-
tere quelconque et en construisant des carrés
a la place des triangles équilatéraux.

Constructions symétriques... résultat
symétrique ?

Comme le montrent les figures 4 et 5, le
résultat n’est pas tout a fait aussi miracu-
leux avec un quadrilatere ABCD quelconque :
les centres des carrés forment un carré seu-
lement dans le cas ou le quadrilatere initial
est un parallélogramme. Toutefois, on a en géné-
ral un résultat partiel : les “diagonales” du
quadrilatere obtenu sont toujours égales et
perpendiculaires... Cela étant, on peut donc
encore obtenir un véritable gain de symétrie
en utilisant un résultat classique intermé-
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diaire : comme les milieux des c6tés d’'un qua-
drilatere déterminent toujours un parallélo-
gramme, il suffit de réaliser la construction en
deux temps : d’abord le parallélogramme des
milieux et ensuite les carrés sur les cotés du
parallélogramme...

A moins que I'on ne préfere opérer a I'inver-
se : d’abord les carrés sur les cotés... et ensui-
te le parallélogramme des milieux... Quand on
se rappelle de la raison pour laquelle les
milieux déterminent un parallélogramme et
quand on fait appel a la propriété A2 précé-
dente, on voit aisément que ce parallélo-
gramme final sera un carré.

Est-ce le méme ? Si vous vous posez ce pro-
bléme, c’est que vous étes précisément dans
I’état d’esprit de faire l'expérience ! Pourquoi
pas avec un logiciel de construction ?... Je ne
doute pas que vous obtiendrez la réponse a la
question... et que vous essaierez peut-étre
ensuite de comprendre pourquoi...
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Mais ne serions-nous pas ici dans le
creuset ou se fondent les conjectures ? Le cas
qui nous occupe est une piste particuliere-
ment fascinante : celle des “chaines de théo-
rémes”. Une induction généralisante semble
trés plausible (si Pon croit un tant soit peu
a la providence) et, méme si ’analogie ne se
poursuit pas totalement, il n’est pas inter-
dit de penser que I'on est en train de suivre
un fil prometteur !

Malheureusement les “chaines de théo-
rémes”, lorsqu’elles existent, cachent forcément
des phénomenes tres profonds. Certains sont
devenus essentiels dans des pans importants
des mathématiques — pensez par exemple aux
propriétés “récursives” des constructions bary-
centriques ou aux empilements de dimen-
sions en algebre linéaire — mais d’autres
restent au fond plus mystérieux.

Un exemple classique tourne autour des
“théoremes de Miquel et de Clifford”. En 1838,
Miquel s’était apercu que, lorsque 1’on consi-
dérait quatre droites quelconques, les quatre
cercles circonscrits aux quatre triangles obte-
nus passaient par un méme point (Fig. 7).

Mais il s’était aussi rendu compte que, si
Pon considérait cinq droites... alors les cinq
points qui résultent de la construction précédente
lorsqu’on la restreint a chacun des groupes pos-
sibles de quatre droites étaient sur un méme
cercle (Fig. 8).

En 1870 Clifford prouva le résultat éten-
du, non seulement au cas de six droites, mais
a un nombre quelconque de droites ! Il avait
compris de quelle manieére “faire marcher les
calculs” — et aussi, en vérité, comment ne pas
les faire... — pour établir que, dans le cas de
six droites, les six cercles trouvés par Miquel
(associés aux six groupements possibles de

LES METHODES EXPERI-
MENTALES EN GEOMETRIE

cinq droites), passaient de nouveau par un méme
point... Quavec sept droites les sept points ainsi
définis étaient de nouveau sur un méme
cercle... Etc., etc.

L’histoire compte ainsi quelques familles
de “chaines de théoremes” — par exemple, dans
un registre assez semblable, les théoremes de
Gohierre de Longchamps (¥) — et il est clair

(*) A Note on the "Morley-Pesci-de Longchamps" Chain of Theo-
rems Richmond J. London Math. Soc..1939; s1-14: 78-80
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que cette idée peut étre le moteur de nombre
de conjectures.

D’ailleurs plus ou moins vouées a I’échec !

Un cas intéressant a cet égard tourne
autour du fameux théoreme de Morley qui dit
que les trisectrices d'un triangle déterminent
un triangle équilatéral (Fig 9).

Curieusement, le mathématicien Franck
Morley, autour des années 1900, cherchait une
chaine de théorémes dans la ligne du théoréme
de Clifford. Non pas en compliquant les confi-
gurations entre droites et cercles, mais en
compliquant la nature des courbes mises en
jeu. Ainsi, comme il travaillait (de maniére assez
originale pour 1’époque) avec des nombres
complexes, le cercle pouvait se ramener a des
paramétrages du type :

t— z=a+bet.

11 chercha a voir ce que l'on pouvait obtenir
avec des courbes de degré supérieur a un, et
la plus simple étant du type :

t— z=a+b.eit+ c.e?t

— qui exprime en fait que le “cercle” c.e?!

tourne sur le cercle b.e i (fig. 10) — il fut
conduit a s’intéresser aux cardioides.

Et c’est apparemment ainsi qu’il fut amené
a chercher le lieu des foyers des cardioides tan-
gentes aux trois cotés d’un triangle...

Comme on le voit sur la figure 11, ce lieu
est assez compliqué : il est composé de neuf
droites ; et ces droites peuvent étre groupées
en trois groupes de trois droites paralleles, qui
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déterminent trois directions inclinées entre elles
de 60°... et donc une foule de triangles équi-
latéraux...

I1 est important — et & vrai dire presque
suffisant... — de comprendre ce qu’il se passe
exactement au niveau des intersections entre
les droites, c’est-a-dire aux points singuliers
du lieu qui nous occupe. Comme on le voit sur
la figure 12, il est naturel de penser qu'un arc
du lieu va correspondre a la famille de cardioides
tangentes aux trois cotés.

Mais il est clair aussi que, lorsque cette
famille de cardioides passe par la position
ou le coté du triangle est doublement tan-
gent, il est possible de “bifurquer” et de
poursuivre la variation des cardioides de
maniere & échanger les points de contact sur
le coté horizontal.

Ceci permet évidemment de comprendre
a posteriori les intersections des droites com-
posant le lieu, mais ceci a surtout une consé-
quence complétement inattendue : un résul-
tat de Laguerre précisant une propriété des
tangentes issues d'un méme point a la cardioide
stipule que la tangente double — c’est-a-dire
ici le coté BC du triangle dans la figure 14 —
est telle que la droite joignant le point d’inter-
section B avec le foyer n’est autre que la ¢ri-
sectrice de 'angle ABC formé par les deux tan-
gentes issues de B !

Et voila pourquoi... la figure 14 formée par
les trisectrices fait apparaitre — & partir des
trois droites du lieu et de leurs intersections
— un triangle équilatéral...

Ainsi le “théoreme de Morley” est deve-
nu célébre pour une propriété qui n’était nul-
lement conjecturée (comme on dit aujourd’hui)
et, pour conclure, je vous ferai observer que
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Fig 14
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personne — depuis des millénaires — n’avait
jamais eu la moindre idée d’expérimenter
dans l'espoir de découvrir ce que pouvaient bien
cacher les trisectrices d’'un triangle.

Mais il n’y a bien entendu aucune raison
de se décourager : méme lorsqu’elles ne don-
nent pas des résultats particulierement enthou-
siasmants, les “chaines de théoremes” sont sus-
ceptibles de dégager des pépites. Rien ne vous
interdit donc de tenter — par exemple — de
voir a l'aide de votre logiciel préféré si vous
pouvez poursuivre la chaine a partir de la
figure 6 et de la figure :

epiglqlghant ce que l'on pourrait bien obte-
nir avec des pentagones...
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Faute de réussites immédiates et tan-
gibles, vous pourrez toujours faire comme
Victor Thébault... qui a énormément cher-
ché a étendre les propriétés des triangles aux
tétraedres...

2. Expérimenter, comment ?

Si tout ce qui vient d’étre évoqué est inté-
ressant au niveau de la découverte et de la véri-
fication, le probléme qui nous intéresse plus
particulierement ici est celui de 'apprentis-
sage et celui de l'investigation.

En quoi peut-on tirer parti de I'expéri-
mentation lors de la résolution d’un proble-
me de géométrie ?

Un exemple classique d’illustration de
l’appel a l'expérience concerne générale-
ment une des propriétés que nous avons
rencontrées précédemment a propos du
“théoreme de Napoléon” et de la figure 6 :
les segments AA’, BB’ et CC’ se coupent,
comme nous ’avons dit, selon des angles
de 60°... et ils déterminent ce que I'on appel-
le le “point de Torricelli” du triangle. Ce
point est en fait — dans le cas ou les angles
du triangle sont inférieurs a 120° — la solu-
tion du “probléme de Fermat”, qui consiste
a trouver le point M du plan tel que la
somme MA + MB + MC des distances aux
trois sommets soit minimale.

L’expérimentation “physique” est inté-
ressante, non pas tant par son caractere
véritablement “expérimental”, mais par
les arguments auxquels le raisonnement
fait appel.

Considérons en effet le montage représenté
sur la figure 16, dans laquelle les trois masses
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Fig 16

utilisées sont identiques et ou ’on cherche la
figure d’équilibre du systeme...

D’apres le principe de lénergie minimum,
cet équilibre sera réalisé lorsque les trois
masses occuperont globalement la position
la plus basse possible. Cela correspondra donc
ala plus courte longueur de cordelette située
dans le plan horizontal... donc & la position ou
M fournira une somme des distances minimale
par rapport aux sommets du triangle.

Or, comme l'on sait, cet équilibre corres-
pond aussi a la position de M qui fournira une
résultante nulle pour les forces qui lui sont appli-
quées. Un coup d’eeil sur la figure 17 montre
alors que chacun des “brins” attachés a M
est sur la bissectrice de 'angle formé par les
deux autres : il en résulte aisément que les
angles entre les segments valent bien 120°.

Inutile de dire que cet intermede est rela-
tivement passionnant... Il éclaire d'une manie-
re particulierement intéressante — me semble-
t-il — la question de 'expérimentation en
géométrie, dans la mesure o nous sommes

ici manifestement confrontés a une situation
de modélisation (comme l'on dit aujourd’hui)
et que la “posture” vis-a-vis de cette notion de
modélisation est devenue un peu plus sensée
que celle & laquelle nous ont habitués les ins-
tructions sur les programmes de terminale S.

En effet, si 'exemple précédent est une
expérimentation en géométrie, il faut
bien constater que c’est la situation phy-
sique qui vient éclairer le modéle mathé-
matique... et partant, que ce n’est plus sim-
plement le “miracle mathématique” qui
viendrait systématiquement au secours
des autres sciences !

On ne peut que se réjouir de cette mise
en perspective plus raisonnable des rapports
entre maths et physique. Toutefois, il n’est pas
interdit de se demander en quoi un tel exemple
constitue vraiment une aide a la découverte
de quoi que ce soit...

Si l’'on se pose concrétement la question

de trouver le point réalisant le minimum,
quel éleve est capable de “voir la situation”,
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de faire le lien entre les deux principes phy-
siques invoqués pour l'occasion (principe du
minimum et résultante des forces)... et enfin
de ne pas plutét conclure que c’est — a l'inver-
se — ce genre d’illustration qui permet de se
convaincre que les principes sont réellement
équivalents ?

En vérité, nous touchons la aux limites
de ce qu’il faudrait envisager comme lien
entre physique et géométrie sous 'angle expé-
rimental : qui explique qui ?

Je reviendrai partiellement sur cette
question dans la troisieme partie, et je me
contenterai pour I'instant de souligner une autre
legon particuliérement importante de 'exemple :
comme je I’ai signalé au passage, le “proble-
me de Fermat” — c’est-a-dire celui de trouver
le minimum de la somme des distances aux
sommets du triangle — n’admet comme solu-
tion le “point de Torricelli” que dans le cas ou
le triangle n’est pas trop aplati.

Nous avons donc la un exemple ou la
vérification expérimentale — je veux dire évi-
demment, la vérification “a la souris” a 'aide
d’un logiciel de construction... — risque fort
de ne pas étre concluante. On peut certes
vérifier le résultat sur une (quasi-)infinité de
cas de figures possibles, et méme sur toute une
partie trés importante de ’ensemble des
valeurs possibles prises par les données ini-
tiales, sans s’apercevoir qu’il y a aussi une foule
de cas qui ne marchent pas !

En d’autres termes, informatique ou pas,
la vérification sur la figure, dynamique ou pas,
reste une vérification sur certains cas de
figures.

Elle ne permet jamais de conclure,... elle
ne devrait jamais entrainer la conviction...
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Mais revenons au cceur de notre sujet, et
intéressons-nous a une véritable démarche de
recherche dans un probléeme précis, pour voir
comment 'expérimentation se joint au rai-
sonnement afin d’avancer vers une solution.

Je m’intéresserai désormais a la ques-

tion suivante, connue sous le nom de “théo-
réme de Lehmus Steiner” (1840) :

Fig 18 A

Si les bissectrices intérieures BE et CF d’un
triangle sont égales, alors ce triangle est
isocele en A.

Le probleme est plus difficile qu’il n’en a
Pair, et en tout cas beaucoup plus difficle
que le probléme analogue pour les médianes :
Si deux médianes sont égales, le triangle est
isocele (Fig. 19) ou pour les hauteurs : Si
deux hauteurs sont égales le triangle est iso-
cele (Fig. 20). Pourquoi ?

Je ne m’étendrai pas ici sur des généra-
lités inutiles & propos de la mise en place d'un
raisonnement, mais chacun sait que I'on envi-
sage classiquement deux types de démarches,
Panalyse et la synthese, qui sont respective-
ment censées permettre de “remonter” de la
conclusion cherchée aux hypotheses et de
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“déduire” la conclusion a partir des hypo-
theses.

En vérité les choses se passent le plus sou-
vent de maniére beaucoup plus subtile : il s’agit
bien de construire un cheminement logique
permettant de partir des hypotheéses et de par-
venir a la conclusion, mais la vraie difficul-
té est de trouver les étapes de ce chemin... et
donc “d’avoir des idées” !

Un peu de métier doit donc amener a
sentir les étapes — ou si 'on préfere : les

LES METHODES EXPERI-
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propriétés intermédiaires — et pour cela il
convient en fait de tenir compte aussi bien
des indices contenus dans les hypotheses
que dans la conclusion... Ainsi, dans le cas
de la figure 19 nous serons dans un sché-
ma du type :

Fig 21
Hypothéses

Les médianes se
coupent au tiers
de leur longueur

Conclusion

—

et le fait que les médianes sont égales va
entrainer que le triangle BCG est isocele... puis
il suffira de se laisser porter par la symétrie
par rapport a la médiatrice de BC.

De facon analogue, dans le cas de la figu-
re 20, la propriété intermédiaire pourrait
étre : “laire se calcule a l'aide des hauteurs
et des bases correspondantes”... et il suffira
de penser a calculer 'aire du triangle des
deux manieéres possibles...

La difficulté du probleme de Lehmus
Steiner réside donc tout bonnement dans un
fait : comment trouver une “propriété inter-
médiaire” pertinente ?

Evidemment, je n’ai pas choisi la ques-
tion tout a fait au hasard ! D’abord 1’'idée
intermédiaire ne peut pas étre évidente
car le résultat est faux avec les bissectrices
extérieures... ce qui montre que les seules
idées qui tournent autour de I’égalité des
angles ne peuvent suffire et qu’il s’agit
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d’injecter aussi des arguments qui pren-
nent en compte la “topologie” (intérieur-
extérieur) du triangle. Ensuite parce que
le probleme est tout simplement célébre
par le fait que I’on n’a pas réussi jusqu’ici
a le résoudre par un cheminement logique
direct, mais que toutes les solutions
connues reposent peu ou prou sur un rai-
sonnement par 'absurde.

Ceci ne doit évidemment pas nous empé-
cher d’explorer la figure pour trouver des
idées qui seront susceptibles de servir d’inter-
médiaires dans le raisonnement...

Reprenons la figure 18 :

B

et posons-nous la question sous la forme :
« que peut-on obtenir d’autre qu’un triangle
isocele si les bissectrices BE et CF sont
égales ? ». Nous serons donc immédiatement
amenés au probléme suivant : construire un
triangle ABC dont les longueurs des bissectrices
BE et CF sont données.

Donnons-nous alors un segment BC et une
longueur commune a BE et CF et analysons
les constructions possibles de 'ensemble de
la figure. Une fois placé BE, le reste doit
suivre : la droite BA est obtenue par la condi-
tion sur angle en B, le troisiéme coté est
fixé puisque CA n’est autre que CE et il nous
restera a construire la bissectrice de 'angle
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en C pour obtenir la direction de CF, puis a
reporter la distance CF sur cette droite.

Reste a savoir, évidemment, si ce point
F voudra bien étre non seulement sur la
droite BA, mais encore sur le c6té BA... ou
si l'on préfere, si le point F veut bien coin-
cider avec le point d’intersection F’ entre les
droites BA et CF...

Il me semble que c’est précisément a pro-
pos de ce genre de questions que peut inter-
venir de maniére constructive I'expérimentation
et, surtout, 'expérimentation a ’aide de logi-
ciels de constructions dynamiques. En effet je
ne connais pas de meilleur outil aisément
accessible pour déterminer des lieux, et il se
trouve qu’une partie intéressante de la répon-
se cherchée réside justement dans la visua-
lisation d’un lieu géométrique.

Nous ne sommes devant rien d’autre que
devant la question de savoir comment varie
le point ¥’ en fonction des choix initiaux
(points B et C “fixés” et point E mobile) et dans
quelle mesure ce point veut bien appartenir
au cercle de centre C et de rayon BE = CF.

Demandons (Fig. 22) a un logiciel le lieu
du point F’, il nous montrera la figure “com-
pliquée” (et manifestement de degré au moins
quatre) qui coupe (ici) le cercle de centre C en
quatre points...

Il est ensuite assez facile de faire varier
les conditions initiales pour se donner 'impres-
sion de simplifier le probleme, mais ce qu’il
faut conclure de cette expérience (au sens fort
du terme), c’est que cette idée ne pourrait
déboucher sur une piste intéressante qu’avec
beaucoup de travail permettant de réduire les
cas de figures parasites. C’est possible, mais
cela devient vite sans intérét...
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Dans une situation semblable, mieux
vaut — la plupart du temps — chercher une
autre idée et voir si d’autres lieux pourraient
étre susceptibles de nous convaincre que la seule
construction possible est bien celle du tri-
angle isocele. Une autre piste (par exemple)
consisterait a reprendre la construction pré-
cédente en définissant le point f sur la droi-
te BA et en cherchant a quelles conditions le
point C’ qui est situé a la distance BE de f sur
la droite Cf est effectivement confondu avec
le sommet C. Nous chercherions alors le lieu
du point C’ (Fig. 23) obtenu sous ces conditions.
Mais une analyse rapide vous montrera que
des cas comme ceux de la figure 24 rendent
délicate une conclusion élémentaire.

Bref. Vous pourrez naturellement explo-
rer toutes les pistes que vous souhaitez et

voir si elles vous permettent d’aboutir ! Je résu-
me simplement ici cet aspect de I'expéri-
mentation dans la démarche de recherche :
elle permet de se faire une opinion sur la
validité d’une piste ou d’une idée et, essen-
tiellement, elle fait appel a l’analyse au sens
ou il s’agit de prendre en compte la variation
de certains éléments de la figure en fonction
de ceux auxquels on a décidé d’accorder cer-
tains degrés de liberté.

On notera au passage qu’il s’agit bien la,
au sens le plus physique du terme, d’expé-
rimenter pour savoir comment certaines
grandeurs varient en fonction d’autres gran-
deurs. Je dois dire que c’est — de mon point
de vue — la seule maniere constructive et
non criticable d’aborder le probleme de Uexpé-
rimentation en géométrie. Et il ne me semble
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Fig 23

pas que sous cet angle, on puisse faire la
moindre réserve sur 'aspect didactique des
logiciels de géométrie dynamique. Que
demander de plus & un éleve §’il sait décor-
tiquer un probléme de maniére a le rame-
ner a 'observation de variations pertinentes
et susceptibles de lui donner les étapes d'une
construction ? S’il sait tirer profit des fonc-
tions observées ? S'il a su, au demeurant, effec-
tuer les constructions de maniere a ce que
le logiciel puisse répondre aux questions
qu’il se pose ? Je terminerai simplement
I’étude de cet exemple par une derniere
illustration — sans doute la plus naturelle
et la plus élémentaire — de ce que ’'on peut
attendre d’un logiciel.

Lorsque l'on ne sait plus trés bien raisonner
simplement sur une figure, il est souvent sal-
vateur de se pencher vers les calculs (et inver-
sement, d’ailleurs...). Nous pouvons donc cher-
cher & nous mettre en état de calculer sur la
figure. Nous poserons BE = CF =d et nous dési-
gnerons par a le demi-angle en B (cf. figure
25). Avec les notations habituelles pour dési-
gner les longueurs des cotés de ABC, nous
obtiendrons alors, en calculant I'aire du tri-
angle de deux fagons :
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A = a.8.sina + ¢.d.sino = c.a.sin20.,
d’ot1 'on tire :
(a + ¢).0.sinol = c.a.sin20. = 2¢.a.Sin0L.cosoL,
et donc : (a+¢).0=2c.a.coso..

Ce qui nous permet d’exprimer c a partir des don-

ad .
§ buis, en con-

néesa,0etd: Cc=5—————<
2acoso, —

sidérant a et § fixés, d’étudier 'aire A du tri-

angle en fonction de o :

_ ad Sin2o = a*d sin 201
= 2acoso—8 T 2ucoso—-o
Fig 25 A
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SIN2X

cosx — 03

Fig 26

Il nous reste a constater que, dans les limites
raisonnables, la donnée de l'angle o déter-
mine de maniére univoque laire du triangle
ABC ... Si bien que, en échangeant les roles
de B et C (sans modifier les données a et ),
il apparait par exemple que 'angle en C est
nécessairement le méme que 'angle en B...

Rien n’interdit alors, évidemment, de
faire appel a un “traceur de courbes” pour
constater ce fait expérimentalement. Il ne
restera plus qu’a chercher a le justifier
analytiquement par I’étude de la fonction
explicite !

3. La méthode expérimentale ...

Evidemment, il n’est pas difficile de tom-
ber d’accord sur le fait que les mathéma-
tiques ne constituent pas une science essen-
tiellement expérimentale. Plus précisément :
la réflexion mathématique interroge rare-
ment la réalité pour établir ses théoremes et
le plus clair du temps passé a faire des mathé-
matiques fait visiblement plus appel a la

logique déductive qu’a I'expérimentation telle
que la concoivent les sciences physiques...
Drailleurs les grands problémes qui préoccu-
pent les mathématiciens, méme s’ils découlent
pour une grande part des activités concréetes
de la mesure ou de la prédiction des phéno-
menes physiques, ne s’attachent plus qu’a
un monde idéal, abstrait — pour ne pas dire
tout simplement, platonicien — et la plupart
de ces problémes consiste précisément a se prou-
ver que tel ou tel résultat, telle ou telle pro-
position est “logiquement” impossible.

Il n’y a pas en effet (du moins a prio-
ri...) un grand intérét physique a dépen-
ser de I’énergie pour démontrer que la
racine carrée de deux ne saurait étre une
fraction ou bien pour se convaincre qu’il
n’y a que cinq polyedres réguliers théori-
quement réalisables. Mais au-dela de ces
problemes emblématiques qui suffisent
a distinguer les préoccupations des géo-
metres de celles des “expérimentateurs”
au sens physique du terme, il faut bien com-
prendre que la démarche méme des mathé-
matiques a toujours entretenu avec notre
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“expérience” des rapports particuliere-
ment complexes.

I1 suffit pour s’en convaincre a un
niveau des plus élémentaires de réfléchir
a 'introduction par les géometres grecs
de la notion apparemment naturelle
“d’égalité” entre les figures. Que signi-
fiait exactement pour eux cette idée que
nous ramenons aujourd’hui au concept
d’isométrie — quelque peu pédant au
niveau du primaire ou du collége... — et
pour laquelle ils semblaient bien s’en
tenir a des “cas” ou a des “définitions” ?
Qu’y a-t-il, au fond, de commun entre des
constatations pratiques ou intuitives
qui font apparaitre que des triangles
qui ont (par exemple) des cotés égaux
auront nécessairement les mémes
angles,... des considérations pragma-
tiques qui obligent & admettre que ’on
ne pourra gueére construire “qu’un seul
triangle” si on s’est donné la longueur de
ses cOtés,... et I'idée bien idéalisée qu’il
s’agit la, en définitive, d’'un probleme
qui ameéne a prendre en compte des trans-
formations géométriques n’engageant
plus seulement la figure considérée, mais
qui doivent étre pensées comme agis-
sant sur le plan tout entier...

Un peu d’habitude, sans doute, permet
de se retrouver dans ces détours de la pen-
sée et dans les choix qui ont prévalu, a
chaque époque, entre les directions pos-
sibles ; mais il vous suffira d’étendre le pro-
bleme a la notion d’égalité entre “solides”
(comme disaient les grecs) pour vous rendre
compte que des problémes apparemment
simples n’en cachent pas moins d’indéniables
difficultés. Que pensaient-ils exactement,
en effet, lorsqu’ils définissaient les solides égaux
par l’égalité de leurs faces respectives... alors
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qu’il a fallu attendre 1813 pour que Cauchy
démontre — ce qui est d’ailleurs loin d’étre
immédiat — que des polyedres convexes
ayant les mémes faces sont effectivement
isométriques ?

La vérité est que, méme au niveau des défi-
nitions, les mathématiques ne sont jamais
simples et que leur rapport a ’'expérience est
quelque chose de fort mystérieux... Poincaré
Pexpliquait il y a bien longtemps (*) : « Pre-
nons par exemple I'idée de fonction continue.
Ce n’est d’abord qu'une image sensible, un trait
tracé a la craie sur le tableau noir. Peu a peu
elle s’épure ; on s’en sert pour construire un
systéeme compliqué d’inégalités, qui repro-
duit toutes les lignes de I'image primitive ; quand
tout a été terminé, on a décintré, comme apres
la construction dune votite ; cette représen-
tation grossiere, appui désormais inutile, a dis-
paru et il n’est resté que 1’édifice lui-méme,
irréprochable aux yeux du logicien. »

Il y a naturellement une foule d’exemples
analogues... Mais si ces considérations éclai-
rent d’abord les difficultés épistémologiques
propres aux mathématiques, elles devien-
nent d’'une importance capitale en matiere
d’apprentissage.

Evidemment, le réle du maitre, comme le
dit plus loin Poincaré, est — au moins momen-
tanément — de rétablir les cintres indispen-
sables a la compréhension. Bien sir, au plan
des définitions, mais surtout, et notamment
aux niveaux d’enseignement qui nous occupent
ici, en faisant appel a 'expérience. Et je veux
dire évidemment a I'expérience sous toutes ses
formes et en particulier aux différents aspects
des “expériences” que j’ai évoquées précé-
demment. Ecoutons encore un peu Poincaré :

(*) dans Science et méthode.
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«[...] le professeur dicte : le cercle est le lieu
des points du plan qui sont a la méme distance
d’un point intérieur appelé centre. Le bon
éleve écrit cette phrase sur son cahier ; le
mauvais éleve y dessine des bonshommes ; mais
ni 'un ni 'autre n’ont compris ; alors le pro-
fesseur prend la craie et trace un cercle sur
le tableau. « Ah ! pensent les éleves, que ne
disait-il tout de suite : un cercle c’est un rond,
nous aurions compris. » Sans doute, c’est le
professeur qui a raison. La définition des
éleves n’aurait rien valu, puisqu’elle n’aurait
pu servir a aucune démonstration, et surtout
puisqu’elle n’aurait pu leur donner la salutaire
habitude d’analyser leurs conceptions. »

Quel enseignant pourrait ne pas sous-
crire a une telle profession de foi ? Et qui
ne souscrirait encore au conseil qui suit :
« Mais il faudrait leur montrer qu’ils ne
comprennent pas ce qu’ils croient com-
prendre, les amener a se rendre compte
de la grossiéreté de leur concept primi-
tif, a désirer d’eux-mémes qu’on 1’épure
et le dégrossisse. »

Aurez-vous reconnu au passage I'éter-
nelle ambition des cours de mathéma-
tiques ? N’aurait-on pas déja donné — et
combien de fois depuis un siecle — en
matieére d’enseignement magistral dog-
matique... auquel il conviendrait de réagir
enfin de maniere pragmatique, en aidant
vraiment ’enfant & construire son
savoir ?... Poincaré me pardonnera, je
I’espeére, de m’étre placé a un niveau bien
moins ambitieux.

La présente réflexion n’ose pas vrai-
ment se fixer comme but explicite que les
éleves acquiérent la “salutaire habitude
d’analyser leurs conceptions” ou se met-
tent dés maintenant a “désirer d’eux-
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mémes qu’on [les] épure et [les] dégros-
sisse”. On 'aura sans doute compris aussi,
elle ne se fixe pas méme comme objectif
immédiat que les enfants soient capables
d’élaborer des “démonstrations”... En
amont, en effet, des démonstrations — et
notamment pour 'exemple de la défini-
tion du cercle a laquelle Poincaré fait
allusion —, en amont des raisonnements
structurés, en amont des discours, il y a
la prise en main expérimentale du cercle
au travers des constructions au compas
et a la regle. Et il me semble bien clair
que la différence entre un “rond” et un
“cercle”, I'idée méme — ou la conception,
sil’on préfere — de cercle, passe par son
usage “physique” et par sa mise en ceuvre
plus ou moins empirique dans la résolu-
tion de probléemes.

Comme je 1’ai dit au début de cet
exposé, il y a toujours un peu de “pensée
magique” dans les tentatives pédago-
giques destinées a contourner le forma-
lisme inhérent a ’apprentissage des
mathématiques.

Le sujet d’aujourd’hui n’échappe pas
vraiment a cette tendance en mélant tout
a la fois “expérimentation”, “investigation”
et utilisation de lordinateur ! Et a n’en
pas douter, la raison fondamentale de
I’espoir attaché a ces themes et a 'usage
des logiciels (quand ce n’est pas un simple
prétexte pour développer la pratique des
technologies modernes...) est plus a lire
comme une nouvelle tentative pour limi-
ter 'emprise du formalisme et du dog-
matisme que comme une confiance aveugle
dans l'intérét effectif de telles démarches.

Je ne suis évidemment pas compétent
pour entrer dans une analyse sérieuse des
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avantages et des inconvénients des péda-
gogies fondées plus ou moins exclusive-
ment sur le “tAtonnement expérimen-
tal”. Je ne pourrais guere, d’autre part,
faire autre chose que défendre mes goftits
personnels s’il s’agissait simplement de
dire dans quelle mesure les construc-
tions a la regle et au compas, ou les
méthodes “papier — crayon”, sont plus
ou moins formatrices que les constructions
effectuées a l'aide des logiciels de géométrie
dynamique... Je voudrais donc unique-
ment, pour terminer, rappeler quelques
éléments de réflexion qui me semblent ne
pas devoir étre négligés dans la problé-
matique qui nous occupe.

Expérience et langage

Si lexpérimentation fait
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évaluations auxquelles les éleves francais
sont (semble-t-il) assez peu préparés est celui
de la figure 27.

I1 illustre bien, effectivement, I’écart
entre un apprentissage formel et un certain
idéal d’apprentissage “pragmatique” auquel
seraient plus habitués les enfants d’autres pays.
On ne peut d’ailleurs pas nier que les mathé-
matiques enseignées en France sont nettement
plus tournées vers I'abstraction et la diffusion
d’outils généraux que les enfants — qu’ils reco-
pient proprement les définitions ou qu’ils se
contentent de dessiner des bonshommes... —
ont bien peu 'occasion de mettre en application.

I1 est clair que le mot d’ordre actuel
fondé sur la démarche expérimentale est en

appel a la vérification ou a
Tobservation du réel — qu’il

s’agisse ici du réel “phy- -
sique” ou du réel d’'une “figu-
re géométrique” —, les

démonstrations auxquelles
aspirent en définitive toutes
les démarches mathéma-
tiques n’ont essentiellement
d’existence que dans 'uni-
vers du langage.

Indépendamment de
tout le reste, c’est autour
des rapports entre ce (ou
ces) langage(s) mathéma-
tique(s) et la (ou les...) réa-
lité(s) que se cristallisent
une grande part des obs-
tacles rencontrés dans
I'enseignement. D’une cer-
taine maniére un des exer-
cices emblématiques des

Vous yoyes civdessows e carfe de JAnfercigue

Fig 27

Estimez Daire de D mtarctique onowtilisant Péchelle de cette carte. Montrez
volre travail ef expliques comment vous aves fuil votre estimation. (Tous
powves dessiner sur fa carte si cela vaus aide pour votre estimation).
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grande partie justifié par ce type d’observa-
tions, mais il me semble que 'on aurait tort
de s'imaginer trop vite qu'une quelconque pana-
cée soit susceptible de résider dans 'idéali-
sation excessive du “concret”... Je n’en pren-
drai qu’un seul exemple (cf. figure 28), glané
sur le site de I'indépassable Irem de Lyon,
et qui illustre bien la facon dont beaucoup de
réponses aux questions géométriques ne sau-
raient résulter de vérifications sur une figu-
re, numérisée ou non...

Ce n’est pas trahir un grand secret de rap-
peler que le réve de bon nombre de ceux qui
programment des “résolveurs” est de pouvoir

LES METHODES EXPERI-
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travailler avec des figures fausses... Mais la
vérité est tout bonnement que 'apprentissa-
ge de la géométrie suppose I'apprentissage de
langages, et que parmi ces langages celui de
la figure a toujours occupé une place émi-
nente. Il comporte de multiples facettes : il est
support de mesures, de calculs, de construc-
tions, de raisonnements, de vérifications dyna-
miques, etc., etc. Et 'on sait par exemple
depuis longtemps qu’une foule d’activités
autour des figures est particulierement for-
matrice.

Et si le temps n’est certes plus a
l’apprentissage systématique de la géo-

30 =31 =32 !!! Voici I'énoncé d'un probléme et les réponses de trois éléves.

Tracer un triangle ABC tel que I’angle B mesure 38° et I’angle A mesure 50°.

Construire le point E, sachant que

—I’angle CAE est adjacent a I’angle BAC et mesure 62°

- AC=CE

Sur la demi-droite [AE), placer le point D tel que EC = ED.
Calculer la mesure de 1'angle D

A
55
a0°

Jules

Dans le triangle BAD :
<BAD=112° et <ABD=38° donc < AEC=62°
donc <D =180°—(112° + 38°)

Julie

&

<CED=180°-62°=118°

Julot

Le triangle CAE estisocele en C, Dans le triangle ABC,

< ACB = 180° — (50° + 38°) = 82°
Dans le triangle ACE, isocele en C,

<D=30° Le triangle CED estisoceleen E, < ACE = 180° — (62° + 62°) = 56°
donc <D =(180°-118°/2 Dloti < ECD = 180° — (56° + 32°) = 32°
<D=31° ECD est isocele en E, donc <D = 32°
Qu'est-ce qui cloche ?
Fig 28
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métrie descriptive, il est clair que des exer-
cices comme celui qui consiste (par exemple)
a tracer sur une figure telle que la figure
29 I'intersection du cube avec le plan pas-
sant par trois points donnés sur les faces
visibles vaut largement tous les problemes
de démonstrations géométriques... Méme
si le langage utilisé est essentiellement
celui de la figure.

Il ne faut pas — bien stir — se faire d’illu-
sions sur les remedes miracles propres a facili-
ter cet apprentissage. En revanche, 'aspect
indiscutablement positif de la tendance actuel-
le est d’abord — et peut-étre surtout — dans le
fait que I'encouragement a I'utilisation des logi-
ciels de géométrie dynamique constitue un enga-
gement profond en faveur de 'importance des
figures en géométrie. .. Ce qui, malheureusement,
ne va pas de soi pour tout le monde !

Expérience et heuristiques

Plus concrétement, au dela du c6té un peu
incantatoire de I'appel a lexpérience et du
coté un tantinet “tendance” de la promotion
systématique de loutil informatique, la vraie
question réside essentiellement dans 'impor-
tance de la place donnée a 'aspect investiga-
tion, c’est-a-dire au fond — comme on I’a vu
précédemment — aux démarches heuristiques.

Plus qu’a n’importe quelle autre époque,
les maths modernes ont mis I’accent sur la
rigueur et sur les démonstrations. L'éleve était
censé construire son propre savoir mais,
confronté a de perpétuelles nouveautés plus
abstraites (et absconses) les unes que les
autres, il n’avait sans doute jamais autant
été soumis a une discipline aussi formalis-
te et dogmatique. L’essentiel de la réaction
a cette tendance a résidé dans un retour a
la résolution de problemes. Problemes ouverts,
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Fig 29

problemes concrets, activités de toutes sortes
sont devenus “incontournables”... et la
démarche classique tournée vers ’appren-
tissage du “raisonnement” et de “la” démons-
tration, tout en cédant apparemment du
terrain, s’est recentrée vers des didactiques
fondées sur le credo : « On observe, on conjec-
ture, on démontre ».

Que peut-on réver de mieux ? Le travail
du mathématicien n’est-il pas de résoudre
des problémes ? De faire des conjectures... et
parfois méme de passer des siécles a les
démontrer ? L’apprentissage consistera donc
désormais a “faire” des mathématiques et a
faire des mathématiques comme les fait le
spécialiste !

Admettons. Admettons, pour étre plus
précis, que apprentissage gagne fondamen-
talement a cette imitation systématisée de ce
que 'on pense étre le travail de 'expert. Est-
on si sir que cela du fait que 'expert obser-
ve, conjecture, puis démontre ?

Certes le mot conjecture condense a lui seul
ce qu’un certain grand public peut rapporter
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au mythe des mathématiques : conjecture de
Riemann, conjecture de Fermat, conjecture de
Golbach, etc. Mais ne serait-ce pas 1a, préci-
sément, 'exceptionnel du métier de mathé-
maticien et le triptyque rituel fonctionne-t-il
vraiment de cette maniere au quotidien ?

Qu’on le dise ou non, le retour a 'expé-
rience dans la démarche d’apprentissage en
général et de résolution de problemes en par-
ticulier amene & une forme nouvelle de réflexion
didactique, car ce que ne dit pas le “on obser-
ve, on conjecture, on démontre”, c’est comment
on obseruve et ce que l'on observe... Kt il dit enco-
re moins ou il faudrait placer l'expérimenta-
tion dans ce schéma...

En effet, aucun scientifique ne saurait
sérieusement assimiler observation et expérience.
Chacun sait au contraire que les expérimen-
tations sont le plus souvent faites pour véri-
fier des hypotheses, et que les observations for-
tuites sont des exceptions, d’ailleurs
généralement effectuées lorsqu’une expé-
rience n’aboutit pas vraiment a ce qui avait
été conjecturé au départ...

En réalité le travail du scientifique se
résume plutot dans la boutade de René Thom :

1. Avoir une idée (si possible bonne),
2. Vérifier expérimentalement si elle marche.

C’est en ce sens qu’il faut modifier le fameux
triptyque : on se pose une question, on expéri-
mente pour chercher a savoir si c’est vrai, on
démontre. Et encore : la question ultime serait
de savoir pourquot on démontre ; ce n’est heu-
reusement pas notre sujet ici... Pour ma part,
je dirai simplement avec Henri Poincaré que
c’est essentiellement pour « se donner l'illusion
qu’on aurait pu prévoir le résultat (¥) » ...

(*) Sur la dynamique de 1’€lectron, juillet 1905.
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Mais revenons a la question de ’expéri-
mentation. On aura sans doute compris que
les exercices du type : « 1. construisez telle figu-
re avec tel logiciel de géométrie dynamique,
2. conjecturez..., 3. Enoncez la propriété et
démontrez-la. », ne me semblent pas vrai-
ment naturels !

Au risque de paraitre iconoclaste, il me
semble nettement moins artificiel, soit de
poser carrément une question sans faire sem-
blant de la faire découvrir a I'éléve apres un
simulacre d’observation, soit de donner des exer-
cices qui puissent conduire les éleves a se
poser des questions intermédiaires. Ils pour-
ront alors se tourner de fagon intéressante vers
un logiciel pour se faire une opinion qu’ils ne
parviendraient pas & trancher avec le seul
“papier — crayon”.

Fig 30
Hypotheses

Propriété
intermédiaire

Conclusion

Comme j’ai tenté de le montrer au cours
de cette conférence, le moteur principal des
raisonnements en mathématique n’est pas
tant de démontrer dans une démarche “syn-
thétique”, que de trouver des étapes inter-
médiaires susceptibles d’étayer les diverses
étapes du cheminement logique a découvrir.

Nous touchons la a I'idée méme d’heu-
ristique et la question essentielle devient la
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suivante : partant des hypotheses et des
conclusions proposées par 'énoncé, batir des
propriétés intermédiaires... « si possible
bonnes » au sens de René Thom.

Vu sous cet angle, le métier de mathé-
maticien (ou d’éleve) n’est rien d’autre que de
disposer d’'un éventail efficace d’idées, d’'intui-
tions, de directions, qui lui permettent de
mettre le doigt sur des propriétés intermédiaires
qui se réveleront non seulement justes, mais
aussi pertinentes pour aider a échafauder un
raisonnement ou une démonstration.

L’exemple type en la matiere est celui de
la mise en équations qui permet de résoudre,
comme on le sait, un grand nombre de problemes
concrets sans avoir véritablement recours au
raisonnement nécessité par ce que I'on appe-
lait autrefois la “solution arithmétique”.
Je n’y reviendrai pas ici, mais il est clair que
le recours a l'algebre illustre parfaitement le
schéma précédent. De maniére un peu diffé-
rente, ce qui nous intéresse ici, autour de
l'idée d’expérimentation en géométrie, se
rapproche le plus souvent de 'appel a l'ana-
lyse, dans la mesure ou, comme on I’a vu, il
s’agit de faire varier quelque chose et d’étu-
dier la variation concomitante des autres élé-
ments du probléme. Et en prenant le mot
analyse au sens le plus large possible, c’est
peut-étre finalement a cela que 'on aboutit le
plus nettement...

Expérience et constructions

Reprenons par exemple le probleme évo-
qué tout a ’heure qui consisterait a recher-
cher le point du plan qui réalise le minimum
de la somme des distances aux trois sommets
d’un triangle : une des démarches expéri-
mentales les plus élémentaires pourrait repo-
ser sur l'idée de supposer que M réalise le mini-
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mum cherché, puis de faire bouger M de
maniére a ce que la somme des distances MB
et MC soit constante... M décrit alors une
courbe [dont les savants savent qu’il s’agit
d’une ellipse de foyers B et C] et la distance
MA ne doit pouvoir qu’augmenter dans la
modification, puisquon s’est placé au minimum
de la somme. Mais c’est alors dire que la tan-
gente en M a la courbe observée doit étre
perpendiculaire & la droite AM... donc que AM
est la normale en M a cette courbe...

Les savants concluront... Et, par symé-
trie, ils en déduiront aisément que les trois
angles entre MA, MB et MC sont nécessai-
rement égaux... Mais on voit surtout par la
que l'utilisation de lieux intermédiaires —
de courbes et de fonctions, si ’on préfere —
aide a comprendre le fonctionnement d'une
figure et peut apporter des pistes vers la
solution.

Cela étant, il est clair que cette compré-
hension des situations et des figures passe
autant (sinon plus...) par 'imagination que
par des réalisations dynamiques, quelles
soient effectuées par l'intermédiaire de logi-
ciels ou par d’autres instruments. Il n’empéche
que les progres en la matiere sont suscep-
tibles d’apporter de véritables aides a 'appren-
tissage et a la découverte.
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A coté des aspects que nous avons ren-
contrés ou cotoyés jusqu’ici — que 'on pense
par exemple a la possibilité de faire tourner
une figure pour aider & sentir I'intersection d'un
cube avec un plan, ou que ’'on pense a I'extra-
ordinaire facilité de visualiser les lieux géo-
métriques — je voudrais insister sur le “fonds”
méme de l'outil informatique : le travail de
construction géométrique.

La période des maths modernes avait
fait oublier en effet tout un pan des problemes
de géométrie proposés au college et au lycée,
qui consistaient & construire une figure répon-
dant a des conditions et des contraintes don-
nées. Et ce n’est un secret pour personne que
la mise au point des logiciels de géométrie dyna-
mique a largement accompagné une réaction
assez saine contre la disparition de la géométrie
qui a marqué les années soixante-dix. Cepen-
dant, au dela de la mise au point d’outils axés
— comme leur nom l'indique — vers les
constructions de type géométrique, nous en
sommes en quelque sorte aujourd’hui a une
phase de maturité dans l'utilisation de ces outils
en matiere d’enseignement. C’est-a-dire que
leur but n’est plus simplement de construire
pour construire, mais d’étre mis en jeu dans
les investigations susceptibles de résoudre
des problemes.

On l'aura sans doute compris : je voudrais
essentiellement défendre ici I'idée que, en elle-
méme, la démarche de résolution, dans la
mesure ou elle peut étre rapportée a ce que
P’on peut désigner sous le nom d’expérimen-
tation, fait appel de manieére indispensable
aux problématiques des constructions géo-
métriques.

C’est 1a, d'une certaine fagon en effet,
Iessentiel du métier de mathématicien. On I'a
d’abord vu au passage, évidemment, puisque
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tous les exemples que j’ai étudiés nécessi-
taient forcément la capacité de construire les
figures dynamiques qui pouvaient étre utiles
dans les démarches de recherche. Mais on
I’a ensuite senti — je 'espére — dans le type
méme d’explorations que j’ai engagées pour
avancer dans la compréhension du proble-
me : chacun des lieux géométriques rencontrés
illustrait en définitive une partie des contraintes
internes au probléme et tentait — en les iso-
lant — de hiérarchiser les données et de struc-
turer un chemin possible vers la solution...

Terminons, pour conclure sur une derniére
illustration de ce phénomene. Dans les années
trente, Victor Thébault (le méme qu’au début...)
proposait une solution au probléme des bis-
sectrices (le méme que celui de la deuxieme
partie...) et cette solution donnait (presque)
I'impression de constituer une approche syn-
thétique “directe” du probleéme. Elle reposait
sur I'idée suivante :

Fig 32

Etant donné un triangle ABC, supposons
que les bissectrices intérieures BE et CF se
coupent en un point I. Alors en construisant
le triangle BDE de maniére a obéir aux éga-
lités d’angles indiquées sur la figure, on a
BIC =IEC + C/2 (dans le triangle ICE) et donc
BIC = DEC, par construction. Mais on a
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aussi BIC = BFI + B/2 (dans le triangle BFI),
et donc, toujours par construction :

BIC = CBD.

Le quadrilatére BCED a donc ses deux
angles opposés CBD et CED égaux et ces
angles sont obtus puisque BIC = w2 + A/2. Mais
si on suppose maintenant que les bissectrices
BE et CF sont égales, on voit aisément que
BC = DE (triangles BDE et FBC égaux) et on
est en présence d’un quadrilatére BCED dont
deux cotés opposés sont égaux ainsi que deux
angles opposés obtus égaux...

Toute I'idée de Thébault tient alors dans
Tobservation suivante : un tel quadrilatere est
nécessairement un parallélogramme ! ... Voila
qui va nous permettre de “boucler” cet expo-
sé et méme de rajouter cette proposition ori-
ginale a la séquence initiale sur les proprié-
tés du parallélogramme...

Mais comment, donc, prouver 'affirma-
tion précédente, sinon en se mettant en posi-
tion de construire un tel quadrilatére ? Je
laisse chacun s’affairer a la tiche (avec ou sans
logiciel de géométrie dynamique) et com-
prendre pourquoi la donnée de deux cotés
opposés égaux et de deux angles opposés égaux
(pour peu qu’ils soient obtus !...) ne permet
pas autre chose que d’obtenir un parallélo-
gramme...

En guise de conclusion, je voudrais rap-
peler qu’au dela des logiciels et des TICE de
toutes sortes, au dela des épreuves plus ou moins
“pratiques” envisagées pour le baccalauréat,
le sujet est celui de 'importance qu’il convient
de donner a lexpérience en mathématiques. \

I

La boutade de Vladimir Igorevitch Arnold
qui dit : « Les mathématiques font partie de

46




REPERES - IREM. N° 73 - octobre 2008

la physique. La physique est une science
expérimentale, une des sciences naturelles. Les
mathématiques, ce sont la partie de la phy-
sique ou les expériences ne cotitent pas cher. »
est provocante et intéressante.

Elle nous rappelle que les mathématiques
ne sont pas que langage et abstraction...

Elle nous dit surtout que les mathéma-
tiques ne sont pas seulement — comme le
pensent un peu trop souvent certains philo-
sophes — le simple énoncé de vérités purement
formelles.

Malheureusement, elle ne nous dit pas com-
ment on effectue les expériences en mathé-
matiques, ni méme en géométrie. Comme j’ai
tenté de 'expliquer ici, 'important n’est aucu-
nement dans le fait qu'une réalité physique
quelconque permette ou non de croire que
telles ou telles droites sont concourantes ou
que tels ou tels points sont alignés. La géo-
métrie, méme si elle a beaucoup de chose en
commun avec la physique, constitue un moment
de pensée qui ne cherche pas a se raccrocher
a des vérifications sur le monde qui nous
entoure.

Il n’en reste pas moins que les méthodes
expérimentales de la pensée physique irri-
guent tout autant les mathématiques... Et je
me suis borné ici a la simple idée qu'une
expérience consiste avant toute chose a regar-
der comment une chose varie lorsque l'on en
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fait varier une autre ! J’espéere avoir montré
au passage comment cette simple maniere
d’aborder les probléemes peut permettre de
les éclairer suffisamment pour aller a leur solu-
tion. J’espére aussi vous avoir convaincus,
peut-étre pas d’utiliser a la moindre occasion
des logiciels de géométrie — du moins je
Tespere... —, mais surtout de l'importance des
problemes de constructions en géométrie.

Il aurait peut-étre suffi pour cela de rap-
peler ici la puissance de la méthode de rai-
sonnement par analyse et synthése, qui est sans
doute la plus belle méthode d’investigation mise
au point par les géometres a propos de tels pro-
blemes. Mais ce n’est pas tout. Le probleme
de mettre accent aujourd’hui sur 'expéri-
mentation nous a permis de rappeler que se
poser les problémes sous la forme :

— « comment puis-je construire telle par-
tie de la figure ? »,

— « comment les données déterminent-
elles ou non une famille de solutions a ce
probleme ? »,

— «comment puis-je tirer parti des degrés
de liberté éventuels dont je dispose ? »

constitue une démarche scientifique indé-
passable. Peut-étre est-ce méme la 'occasion
révée de revisiter Euclide... Si on n’en réduit
pas la lecture a celle des Eléments mais
si I'on s’interroge aussi & propos des livres consa-
crés aux Porismes et aux Constructions...
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