
5

UN  EXEMPLE
DE DEMARCHE
SCIENTIFIQUE

Dominique BARBOLOSI
Université Paul Cézanne

REPERES - IREM. N° 71 - avril 2008

réponse important sur une question récurrente
ces dernières années : d’où vient la désaffec-
tion croissante des étudiants pour l’étude des
mathématiques ?

Avant d’entrer dans le vif du sujet, com-
mençons par illustrer ce qui vient d’être dit
par deux exemples issus directement de nos
enseignements.

1.1 Sur l’introduction
de la géométrie projective

Considérons le problème de géométrie
élémentaire suivant : Soient deux droites du
plan D1 et D2 sécantes en O et A un point
n’appartenant à aucune de ces deux droites.
Soient deux droites quelconque D et D’ passant
par A, avec D qui rencontre respectivement D1
et D2 en A’ et B’ et  D’ qui rencontre respecti-

1. Motiver notre enseignement des
mathématiques : réflexions et exemples

Dans la postface de son livre de géomé-
trie [GA], Pierre Gabriel écrit « La formation
des mathématiciens est régie aujourd’hui par
une volonté d’abstraction et procède fré-
quemment du général au particulier. La
méthode a ses avantages, elle renforce la
puissance de réflexion et évite les répétitions
lassantes. Mais elle place la charrue avant les
bœufs, parce que l’abstraction vit d’exemples
que l’élève ignore ou connaît mal. Le succès
ne sourit qu’aux bienheureux qui savent trou-
ver seuls le chemin de l’abstrait vers le
concret. »

Cette réflexion de Pierre Gabriel devrait
nous faire réfléchir sur notre manière d’ensei-
gner et contient peut-être un élément de

Résumé : Dans cet article nous plaidons pour réhabiliter les méthodes heuristiques et expé-
rimentales dans nos enseignements, ainsi que l’utilisation préalable de problématiques
concrètes afin de motiver l’introduction et l’étude de concepts théoriques. Plus particulière-
ment, nous présentons une expérience réalisée avec des élèves de terminale S, dans le cadre
de stages « Hippocampe », au cours desquels nous avons initié les élèves à la modélisation mathé-
matique, et leur avons montré comment une telle démarche peut s’avérer essentielle afin d’appor-
ter des réponses à des questions issues du domaine médical.



REPERES - IREM. N° 71 - avril 2008

6

U N   E X E M P L E   D E
DEMARCHE SCIENTIFIQUE

vement D1 et D2 en A” et B” (voir fig.1).
Il s’agit de montrer que l’ensemble des points
d’intersections  C’, C”,… des droites telles
que (A’B”) et (A”B’) sont alignés avec O
sur une droite ∆. 

Bien sûr, on peut donner à ce problème
une solution dans le cadre de la géomé-
trie élémentaire, néanmoins une analy-
se heuristique de celui-ci permet de faire
comprendre à la fois l’origine et l’effica-
cité de la géométrie projective.

En effet, il est assez simple d’imagi-
ner que deux droites parallèles se coupent
à l’infini, c’est d’ailleurs empiriquement
observable lorsqu’on regarde le prolon-
gement de deux rails au loin, à «l’infini»!
Ainsi, il n’est pas difficile de concevoir la
configuration initiale (fig.1), n’est autre
qu’une vision «à l’infini» de la configura-
tion donnée à la figure (fig.2).

Or, dans la configuration (fig.2) il
vient immédiatement que les droites D1
et D2 et la droite ∆ sont parallèles et
donc se coupent à l’infini en un point qui
n’est autre que O dans la configuration
initiale.

Un tel exemple présente au moins
deux avantages : d’une part il illustre com-
ment à partir d’une problématique un nou-
veau concept prend naissance, d’autre part
il motive la nécessité de légaliser le rai-
sonnement heuristique introductif pré-
cédent, autrement dit de donner une
construction rigoureuse d’un espace projec-
tif à partir d’un espace affine donné. Com-
bien d’étudiants à qui on a introduit les
espaces projectifs de manière abstraite, au
détour d’un cours de géométrie différentiel-
le ou de topologie algébrique, sont-ils capables

de faire le lien avec la géométrie projective
élémentaire ? De ma propre expérience, je
pense qu’il y en a très peu et qu’ils appar-
tiennent à la catégorie des rares bienheureux
qui ont su faire d’eux-mêmes le retour de l’abs-
trait vers le concret...

Figure 1 – Configuration initiale

Figure 2 – Vision projective 
de la configuration initiale
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1.2 Sur les polynômes de Bernstein

Un grand classique est le problème qui
consiste à prouver que les polynômes de Bern-
stein définis par

convergent uniformément sur [0, 1] vers la fonc-
tion continue ƒ . 

Habituellement les polynômes (Bern) sont
sortis du “chapeau” et l’exercice proposé est
un pilotage sans visibilité qui consiste alors
à répondre à une suite de questions très tech-
niques qui conduit pas à pas à la majoration

pour tout x ∈ [0, 1] .

Dans le meilleur des cas, l’énoncé propo-
sé fait ressortir, à juste titre, le caractère
probabiliste du problème selon l’idée originale
de S. Bernstein [BE] et fait remarquer que  Pn(x)
n’est autre que l’espérance de la variable
aléatoire ƒ(Sn/n) où Sn est définie

Sn = X1 + X2 + … + Xn

avec chaque  Xi ( i = 1, 2, … , n),  qui est une
variable aléatoire de Bernouilli de paramètre
x (il suffit de remarquer que Sn suit une loi
binomiale de paramètre x et l’application du
théorème de transfert donne que E(ƒ(Sn/n)) =

).

Ainsi, les inégalités que l’on propose d’éta-
blir trouvent leurs justifications naturelles à
travers l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Ceci dit, ce qui est très surprenant c’est que
la question essentielle, à savoir : « comment

P x f xn( ) ( )− < ε

est-on conduit à introduire les polynômes
(Bern) ? », est la plupart du temps éludée.

Pourtant, on pourra constater que même
après avoir donné ces polynômes, il est nul-
lement évident de voir qu’ils convergent sim-
plement vers ƒ ! 

A mon sens, ce type d’enseignement est
à proscrire, il donne une impression de magie
au lecteur qui finit par croire que les clefs lui
sont inaccessibles, réservées à un petit nombre
d’élus. Or, il suffit juste de pousser un peu plus
le raisonnement probabiliste précédent pour
comprendre l’origine naturelle de ces polynômes.
En effet, classiquement il découle de l’inéga-
lité de Bienaymé-Tchebychev que  Sn/n  conver-
ge vers x en probabilité.

D’autre part, il vient facilement à partir
de la loi faible des grands nombres que pour
toute fonction continue

E(ƒ(x)) = E(ƒ(Sn/n)) .

Compte tenu que,

E(ƒ(Sn/n)) 

et que

ƒ(x) = E(ƒ(x)) ,

il s’ensuit que

ƒ(x) = .

Ainsi, il suffit de peu pour transformer un
exercice artificiel en une véritable problé-
matique scientifique, ce qui a en outre l’avan-
tage de montrer les interconnexions, souvent
inattendues, entre les différentes branches des
mathématiques, ici entre l’analyse et les pro-
babilités.

lim
n → ∞

lim
n → ∞
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1.3 Quelques réflexions

L’enseignement des mathématiques est
sans doute celui qui pose depuis toujours le
plus de difficultés et pour lequel une large majo-
rité de personnes déclare n’y avoir jamais
rien compris, même parmi ceux qui ont pour-
suivi des études supérieures. Ainsi, bien
qu’une une énergie considérable est et a été
dépensée pour résorber l’échec scolaire en
mathématique, il faut bien le reconnaître,
les résultats restent décevants.

Le sujet est toujours d’actualité, même si
de nombreuses pistes ont été explorées et
qu’aucune ne doit être négligée, plutôt que de
chercher sans cesse tout azimut de nouvelles
idées il semblerait intéressant de puiser dans
le creuset de ce qui à déjà été fait, et de réac-
tualiser certaines voies naturelles d’ensei-
gnement, sans doute abandonnées un peu
hâtivement.

A vouloir mettre trop de rigueur dès le début
et en donnant une présentation très synthé-
tique de notre matière certes nous gagnons en
concision et en rigueur, mais ne risquons-
nous pas de noyer le néophyte, déjà fragile,
en lui masquant la visibilité d’un point essen-
tiel, commun à toutes les sciences : le fonc-
tionnement de la démarche scientifique ?
C’est peut-être d’ailleurs cette méthode d’ensei-
gnement, souvent réduite à un jeu de techniques
qui consiste à agir sur des objets abstraits, appa-
remment définis de manière arbitraire, qui
conduit hélas à l’idée largement répandue
que les mathématiques sont une science inuti-
lement compliquée, sans but, ni application.

Ainsi, à l’instar de ce que dit Pierre
Gabriel, il ne faut pas avoir peur de repartir
de la genèse des idées, quitte à utiliser des
raisonnements heuristiques, voire expéri-

mentaux, pour motiver l’introduction d’une
notion nouvelle.

Ne perdons pas de vue que si on parvient
à captiver certains élèves par de jolis petits
problèmes ouverts, type olympiades, ceux-ci
ne représentent qu’une faible minorité. Par
contre, pour un nombre important d’élèves la
seule beauté d’un problème théorique s’avère
être insuffisante pour obtenir leur adhésion,
il est nécessaire de leur donner des supports
concrets mettant en jeu l’utilité des outils
mathématiques.

La modélisation ne fait pas partie des
mathématiques, mais elle constitue un moyen
pédagogique très riche pour montrer com-
ment une situation concrète peut-être décri-
te à l’aide d’un outil mathématique. Modéli-
ser un phénomène réel est un exercice souvent
très délicat, mais une fois ce cap passé, nous
sommes confrontés à la résolution de divers
problèmes mathématiques.

Le traitement mathématique est alors
incontournable pour pouvoir, d’une part, tes-
ter l’adéquation entre les résultats prévus
par la théorie mathématique et les résultats
expérimentaux, d’autre part apporter des
renseignements qualitatifs et quantitatifs
sur le phénomène modélisé. Ainsi, comme
cela est résumé dans le schéma (fig. 3), l’ensei-
gnement peut grandement bénéficier d’une part,
de la modélisation pour justifier l’introduction
de certaines notions mathématiques, d’autre
part des méthodes heuristiques et des expé-
rimentations sur ordinateur (permettant la
simulation du modèle théorique), qui peu-
vent servir de tremplin vers le passage de la
mise en place rigoureuse d’une théorie.

A la lumière de ce qui vient d’être dit, il
est intéressant de donner un exemple histo-
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rique montrant comment des idées fonda-
mentales peuvent prendre naissance à partir
de concepts heuristiques. En voici un.

1.4 Comment Gauss a découvert la loi normale

Gauss est le premier à avoir donné le
lien entre la loi normale et la loi des erreurs
de mesures. D’autres avant lui avaient mis en
évidence l’importance de loi normale mais
dans d’autres contextes.

1.4.1 Quelques repères chronologiques

— De Moivre dans “doctrine des chances”
publie en 1717 

où dans le cas  p = q = 1/2 .t n
k np
npq

n( ) = −

P x k
npq

t nn( ) ~ exp( ( ) )= −1
2

1
2

2

π

— Laplace traite le cas général en 1812. 

— Gauss publie sa première interprétation pro-
babiliste en 1812 où apparaît la fonction de
Gauss.

— Gauss publie en 1821 “(Theoria combina-
tionis observationum erroribus minimus
obnoxiae, Théorie de la combinaison des
petites erreurs de faible amplitude)”.

1.4.2 L’idée de Gauss

On fait n mesures d’une grandeur θ que
l’on note  x1 , x2 , … , xn . On pose  xi = θ + εi
où  εi désigne l’erreur de mesure commise lors
de la i – ème mesure. Gauss cherche la forme
de la densité de probabilité  ƒi de la variable
aléatoire  Ei dont les valeurs sont les εi . 

Sous l’hypothèse que les  Ei sont indé-
pendantes et de même loi, la densité  g de  

Figure 3 – Schéma pédagogique
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(E1 , … , En )  est définie par :

g(ε1 , … , εn) = ƒ(ε1) … ƒ(εn)

où  ƒ  est la densité commune à  E1 , … , En . 

L’idée de Gauss est alors de chercher la
valeur “la plus vraisemblable” pour  θ et il
considère que cette valeur est celle qui maxi-
misera la probabilité d’observer les mesures 
x1 , x2 , … , xn , ce qui revient à chercher la
valeur de  θ telle que la probabilité qui pro-
duira les erreurs  ε1 = x1 – θ , ε2 = x2 – θ , … ,
εn = xn – θ soit maximale.

Or, si  h est petit, la probabilité que 
(E1 , … , En ) appartienne à :

[ε1 – h/2, ε1 + h/2] × … × [εn – h/2, εn + h/2]

vaut, à peu près,

ƒ(ε1) … ƒ(εn) h n .

Cette probabilité sera maximale pour la valeur
de  θ qui maximise  ƒ(ε1) … ƒ(εn)  et 

ƒ(ε1) … ƒ(εn) = ƒ(x1– θ) … ƒ(xn– θ) ,

ou, ce qui revient au même en passant au loga-

rithme, qui maximise  ln ƒ(xi – θ) .

D’autre part, il est bien connu que 

(xi – θ) 2 .  est minimale si, et seulement 

si,  (xi – θ) = 0  ⇔ θ = xi .

Gauss fait alors le lien avec la valeur de
θ qui est la plus proche des  xi au sens des
moindres carrés, et écrit qu’elle doit coïncider
avec la valeur de  θ où le maximum est

n

Σ
i = 1

1
—
n

n

Σ
i = 1

n

Σ
i = 1

n

Σ
i = 1

atteint. Au total,  ƒ  doit vérifier

(xi – θ) = 0  ⇒ = 0 .

En posant  g = ƒ’ / ƒ  le problème précédent
revient à déterminer les fonctions  g telles que
pour tous réels  z1 , z2 , … , zn

zi = 0  ⇒ g(zi) = 0 .

Enfin, à partir du lemme bien connu suivant :

Si g est continue et pour tous réels x, y, z

x + y + z = 0  ⇒ g(x) + g(y) + g(z) = 0

alors il existe un réel  k  tel que pour tout  x
g(x) = kx ,

il s’ensuit immédiatement que  = kx .

Il vient alors que :  ƒ(x) = C exp( kx 2 /2) , où k 
est nécessairement < 0 compte tenu que l'on

doit avoir ƒ < ∞ .

Ainsi, il est instructif de voir comment un
mathématicien tel que Gauss, n’hésite pas avoir
recours à des raisonnements heuristiques,
loin de la rigueur imposée dans nos cours, pour
progresser dans ses recherches. En outre, la
démarche de Gauss contient en substance
une idée très importante, celle de la métho-
de du maximum de vraisemblance très utili-
sée en théorie de l’estimation.

2. Un stage pour faire vivre une
démarche scientifique à des classes

Dans cet article nous ne proposons rien
d’original, seulement de reprendre cette idée

∞

∫
– ∞

ƒ’(x)
–––
ƒ(x)

n

Σ
i = 1

n

Σ
i = 1

ƒ’(xi – θ)
–––––––
ƒ(xi – θ)

n

Σ
i = 1

n

Σ
i = 1
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ancienne qui consiste à motiver la construc-
tion et l’étude d’un concept ou d’une tech-
nique afin d’apporter des réponses à une pro-
blématique donnée, autant que faire se peut
issue de la réalité. Plus précisément, nous
allons présenter comment nous l’avons mise
en oeuvre devant deux classes de terminales
S, dans la cadre de stages “Hippocampe” orga-
nisés par l’Iremde Marseille, sur le campus
de la faculté des sciences de Luminy.

2.1 Le stage Hippocampe

Le principe des stages Hippocampe-Maths
vient du croisement de l ’expérience
Math.en.Jeans développée par plusieurs
mathématiciens (entre autres, P. Audin, P.
Duchet [AU] , L. Beddou, C. Mauduit1) depuis
une vingtaine d’années et du projet Hippocampe
développé par nos collègues biologistes de
l’INMED (Institut de Neurophysiologie de
le Méditerranée) depuis quelques années.
Ce type de stages ont commencé à être mis
en pratique par l’Irem 2 de Marseille à l’ini-
tiative de Christian Mauduit (Professeur à
l’Université de la Méditerranée, actuelle-
ment directeur de l’Irem de Marseille), Jean-
Louis Maltret, Marie-Renée Fleury et Robert
Rolland (Maîtres de Conférence à l’Univer-
sité de la Méditerranée). J’en profite pour tous
les remercier chaleureusement pour leurs
qualités humaines remarquables et leur
immense travail sans lequel cette entrepri-
se n’aurait jamais vu le jour.

Il s’agit d’une initiation à un travail de
recherche qui s’articule en trois parties : une
question, des idées d’attaque du problème et
des éléments de réponses, une présentation
des résultats obtenus.

Le principe du stage Hippocampe est le
suivant : un thème est proposé, dans notre cas
il s’agissait du thème “mathématique et méde-
cine”. Ensuite, un lycée propose sa participation
et envoie une classe qu’il choisit avec un ou
deux Professeurs encadrant. Du côté univer-
sité, il y a le responsable du stage (en géné-
ral un universitaire ou un chercheur CNRS),
qui propose un thème, donne les directions et
coordonne l’ensemble du stage. Il est assisté
par deux ou trois tuteurs qui sont des jeunes
doctorants, parfois des agrégatifs. Les élèves
sont répartis par groupe de trois et chaque
assistant prend en charge deux groupes.

Le stage se déroule sur trois journées,
grosso modo de la manière suivante :

— Le premier jour, le responsable du stage
accueille les élèves et fait une présentation géné-
rale de la thématique en présence des pro-
fesseurs et des assistants. Ensuite, il propo-
se un certain nombre de questions “ouvertes”
à résoudre et chacun des groupes choisit sui-
vant ses aspirations de travailler sur une ou
plusieurs questions parmi celles proposées.
Enfin, chaque groupe repart dans une salle
et commence à s’attaquer à son problème
avec le soutien de son assistant responsable;
les Professeurs confient les élèves aux res-
ponsables du stage et n’interviennent plus, sauf
pour d’éventuels problèmes de discipline.

— Le deuxième jour, les élèves poursuivent
leur recherche et commencent à faire la syn-
thèse de leur découverte.

— Le troisième jour, ils attaquent la construc-
tion d’un poster résumant l’ensemble de
leur travail. Les posters sont ensuite affichés
et visités par des personnes extérieures
(chercheurs, enseignants...) qui, si elles sou-
haitent obtenir des précisions, peuvent poser

1 http://www.animath.fr/UE/UE04/beddou-mauduit.pdf
2 On pourra trouver beaucoup d’informations à propos des
stages hippocampe sur le site de l’Irem de Marseille à
l’adresse : http://iml.univ-mrs.fr/~mrd/Hippocampe/hip-
poweb_presentation.html.
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des questions aux élèves qui se trouvent
devant leur poster.

2.2 Présentation des intervenants 
et de l’origine de la thématique proposée

J’ai dirigé à deux reprises un stage sur le
thème mathématique-médecine l’un avec une
terminale S du lycée Victor Hugo et l’autre
avec une terminale S du lycée de la Ciotat.
Les origines sociales des élèves étaient très
diversifiées puisque le lycée Victor Hugo se
situe en ZEP, dans les quartiers nord de Mar-
seille, alors que la Ciotat est une petite ville
du bord de mer, à proximité de Marseille.
Tous les élèves étaient volontaires pour effec-
tuer ce stage.

Les assistants qui ont participés au tuto-
rat étaient : Christophe Meille (Docteur en Phar-
macie, ATER), Julie Yeramian (Docteur en
Mathématique, ATER), François Vivarelli
(Agrégatif) et Aziz Ouahli (Agrégatif).

Le thème choisi n’est évidemment pas
un hasard puisque mes travaux de recherche
concernent l’utilisation des médicaments anti-
cancéreux. Il y a une vingtaine d’années,
après avoir effectué une thèse en théorie des
nombres, je me suis intégré dans une équipe
INSERM, de la faculté de Pharmacie de Mar-
seille. Cette équipe est pluridisciplinaire et va
du médecin clinicien, jusqu’au bio-mathé-
maticien, en passant par les pharmacologues.
L’objectif est d’optimiser les chimiothérapies,
notamment en cancérologie.

Sans entrer dans les détails, expliquons
très succinctement la problématique liée à
ces recherches.

On conçoit intuitivement que les effets thé-
rapeutiques d’un médicament sont reliés aux

taux des concentrations circulant dans le
sang des médicaments injectés. Hélas, il en
va de même pour les toxicités produites par
ces mêmes médicaments. Ainsi, adapter la poso-
logie d’un médicament consiste à trouver les
doses qui induiront un effet thérapeutique maxi-
mal, tout en limitant les toxicités secon-
daires. Ce problème est d’autant plus impor-
tant lorsqu’on manipule des médicaments
très toxiques, ce qui est particulièrement le
cas en cancérologie. Compte tenu de la varia-
bilité entre les individus, on peut comprendre
que la dose à administrer sera individu-
dépendante et qu’il va être essentiel d’adap-
ter le traitement à chaque cas.

C’est justement là que la modélisation
intervient. La construction d’un modèle mathé-
matique permettant de prévoir les concen-
trations du médicament au cours du temps
s’avère être très efficace. En effet, l’inter-
individualité est traduite dans la modélisation
à travers les paramètres du modèle, ces para-
mètres étant propres pour chaque individu.
Ainsi, pour une personne donnée, l’estimation
des paramètres est une étape essentielle pour
déterminer la dose à lui administrer.

Les domaines des mathématiques qui
sont impliqués sont nombreux : théorie des équa-
tions différentielles ordinaires et aux déri-
vées partielles, contrôle optimal, probabilités,
statistiques,....

2.3 Description et commentaires
sur le déroulement du stage

2.3.1 Problème 1 : Exemple d’adaptation de
posologie d’un médicament anticancéreux

Dans les années 1980, des oncologues
marseillais [IL] étaient confrontés au pro-
blème suivant : lorsque qu’un patient doit
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être traité par un médicament nommé métho-
trexate l’objectif clinique est que la concentration
du médicament atteigne un plateau donné
pour lequel l’efficacité anti-tumorale est opti-
male et les effets toxiques acceptables. Lors-
qu’un patient débute son traitement, com-
ment faire pour déterminer la dose à lui
perfuser pour atteindre le plateau sachant qu’un
ou deux prélèvements sanguins de vérification
sont autorisés.

Afin de pouvoir traiter ce problème avec
des outils mathématiques de classe termi-
nale nous allons simplifier le cadre mais nous
verrons que l’étude gardera toute sa vrai-
semblance. Le travail de recherche guidé pro-
posé aux élèves était le suivant :

1) Position du problème : on injecte un médi-
cament par voie intraveineuse. L’hypothè-
se de base est que l’efficacité du médicament
est liée aux taux plasmatiques du médica-
ment (concentration du médicament dans
le sang). Cette concentration est modéli-
sée par une fonction c ( = c(t)) . On se pose
deux objectifs :

a) Atteindre un plateau de perfusion cP
donné. Si la concentration c(t) dépasse
le seuil cP il y a toxicité, si la concentration
est au dessous de cP il y a sous-efficaci-
té.
b) Disposant de deux concentrations cmin
et cmax telles que si c(t) > cmax le médi-
cament est toxique et si c(t) < cmin le médi-
cament est inefficace. Faire en sorte qu’au
cours du temps la concentration c(t)
demeure entre cmin et cmax . L’inter-
valle [cmin, cmax] est appelée fenêtre thé-
rapeutique.

2) Modélisation heuristique du problème (écri-
ture des équations) : on visualise le systè-
me sanguin comme un compartiment (voir

fig. 4) dans lequel on injecte le produit avec
un débit représenté par une fonction u(t)
(homogène à des grammes par heure (g/h)).
Ensuite, à partir de ce compartiment le
médicament va s’éliminer. On fait l’hypo-
thèse que pendant l’intervalle de temps
∆t la masse m(t) éliminée à partir du com-
partiment est

km(t)∆t .

3) On introduit un volume virtuel V (on peut
le visualiser comme le volume du compar-
timent) tel que la concentration c(t) soit
c(t) = m(t)/V . D’où pendant ∆t on injecte
la masse u(t)∆t ce qui montre que pendant
∆t  la variation de la masse de médicament
est

∆m ≈ – km(t)∆t + u(t)∆t
ce qui donne

c’(t)  = – kc(t) + u(t)/V . 

4) La fonction débit d’entrée u sera modéli-
sée par la fonction constante par morceaux : 

où d est le débit de la perfusion, t0 est la

u t d t t
u t
( ) ,
( )

= ∈[ ]
=





  si  
            sinon

0
0

0

Figure 4 – Schéma compartimental

compartiment sanguin

k : élimination

u(t) : débit d’entrée
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durée de la perfusion et D = dt0 est la dose
totale de médicament qui est administrée pen-
dant le temps t0 . 

Ainsi, on conduit les élèves à remarquer
que le modèle est conditionné par deux para-
mètres k et V . On préfère alors introdui-
re le paramètre Cl = kV , appelé clairance
(dont l’unité est le litre par heure), qui quan-
tifie l’aptitude d’élimination d’une personne
donnée : plus Cl est grand, plus le médica-
ment est éliminé rapidement.

Ces paramètres sont propres à chaque indi-
vidu, pour utiliser notre modèle afin d’adap-
ter la posologie (c’est-à-dire trouver la dose qu’il
faut administrer à chaque individu) il est
essentiel d’estimer (c’est à dire de donner des
valeurs numériques approchées) les valeurs
de ces paramètres pour chaque individu.

Commentaire : On explique aux élèves que le
terme “clairance” vient de l’anglais “clearan-
ce” qui signifie “déblayage” et qu’ils peuvent
retrouver ce terme sur leurs propres analyses
médicales où on mesure la “clairance de la créa-
tinine” pour avoir une idée du fonctionnement
du rein : Si la clairance est basse, le rein ne
fait pas son travail, il y a insuffisance réna-
le. C’est donc par analogie que l’on a choisi le
terme de clairance pour mesurer l’élimina-
tion d’un médicament. 

La modélisation pose d’énormes difficul-
tés aux élèves, ce qui est normal, c’est une par-
tie délicate. L’aide des assistants est essen-
tielle, l’important est d’encourager les élèves
à poursuivre quitte à ne pas trop insister sur
les subtilités du type :

∆m = – km(t)∆t + u(t)∆t + o(∆t) .

Pour ne pas ajouter d’obstacle, dans toute
la suite on décide de ne pas perturber les

élèves avec les unités, bien que cela soit
essentiel.

1) Résolution de l’équation. On fait établir que

L’allure du graphe de c(t) est donnée à la figu-
re (fig. 5) pour une même durée de perfusion
t0 = 10h . Ensuite on fait constater que la concen-
tration plateau est clim = d/Cl , obtenu pour
t assez grand et donc pour atteindre une
concentration cP donnée il faut administrer
un débit 

d = Cl × cP .

Ainsi, la concentration plateau à atteindre cP
étant donnée, fixée par le médecin, le débit à
perfuser est parfaitement déterminé si on
est capable d’estimer la clairance Cl .

Commentaire : La résolution de cette équation
différentielle pose de grosses difficultés tech-
niques. On rappelle à cette occasion la métho-
de résolution de l’équation différentielle
y’ = ay + b qui figure dans les programmes
actuels de terminale S . Il est remarquable que
certains élèves n’acceptent plus d’admettre le
résultat tel quel et réclament la démonstra-
tion ! Je demande aux tuteurs de le faire pour
les élèves qui le souhaitent. La limite de

quand t → + ∞ et son inter-

prétation prend aussi un certain temps, le cours
sur les fontions ln et exp ayant été trai-
té récemment.

2) Mise en évidence de la variabilité inter-indi-
viduelle. Dans toute la suite on fixe V = 80L .

d
Cl

e
Cl
V
t

−










−
1  

c t
d
Cl

e t t

c t
d
Cl

e e t t

Cl
V
t

Cl
V
t

Cl
V
t

( )

( )

= −








 ≤

= −








 >

−

−

1

1

0

0
0

          si  

   si  
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L’arrivée d’un patient qui doit être traité à l’hôpi-
tal est simulée en faisant un tirage aléatoire
de différentes valeurs du paramètre Cl (on
utilise pour cela un générateur de nombre
aléatoire de scilab : 

Cl = 7.17 + sqrt(0.5) * rand( 1,’normal’)

et on fait tracer divers graphes correspon-
dants aux valeurs de Cl qui sont générées,
voir figures (fig.5 et 6). 

Commentaire : Dans cette partie on familia-
rise les élèves avec l’expérimentation sur
ordinateur. Le modèle précédemment établi
est programmé sur scilab (on ne demande
pas de faire la programmation seulement
d’utiliser les petits programmes que j’ai faits).
L’objectif est de faire le lien entre le modèle
mathématique et la situation réelle en faisant
des simulations de la réalité. Une personne
qui arrive dans un service hospitalier est
inconnue en ce sens que sa clairance est incon-
nue (mathématiquement cette situation est
simulée par un tirage aléatoire de Cl . On fait
constater aux élèves les conséquences qui en
découlent si on néglige la variabilité et que l’on
administre la même dose pour chaque personne.

a) Dans la première figure ci-contre (fig. 5),
on voit que, suivant la clairance, pour un
même débit de perfusion et pour une même
durée de perfusion t0 = 10h le pic de
concentration est d’autant plus élevé que la
clairance est plus faible (ce qui est normal,
plus l’élimination est réduite, plus le médi-
cament s’accumule dans le sang)

b) Dans la deuxième figure (fig. 6), on fait trois
tirages, qui correspondent à l’arrivée de
trois personnes et on les perfuse avec un même
débit. On constate alors que suivant les
cas, soit on est toxique (on dépasse cP =
15 une courbe sur trois) , soit on est sous-
thérapeutique (on est au-dessous de cP =
15 deux courbes sur trois). La courbe repré-

sentée qui atteint asymptotiquement le
plateau permet de servir de référence.

3) Utilisation du modèle pour apporter des
réponses au problème posé initialement :

a) La dose totale D étant donnée, étudier la
possibilité d’atteindre une concentration
donnée cP en plateau de perfusion. Choi-
sir par exemple cP = 15 .

b) Une personne doit-être traitée, a priori on
ne connaît pas sa clairance. Comment esti-
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Figure 6 – Variabilité du plateau 
atteint en fonction de Cl

Figure 5 – Variabilité du pic de
concentration en fonction de Cl



REPERES - IREM. N° 71 - avril 2008

16

U N   E X E M P L E   D E
DEMARCHE SCIENTIFIQUE

mer Cl sachant que l’on a le droit d’effectuer
un prélèvement sanguin pour mesurer la
concentration ? Les élèves sont guidés vers
la méthode suivante pour estimer Cl : on
commence une perfusion avec une clairan-
ce moyenne de Cl = 7.17 , ce qui donne
un débit moyen d = Cl × cP = 15 × 7.17 , on
fait alors un prélèvement sanguin à 6h et
on trouve une concentration de 5.9 . En
déduire la "vraie" valeur de Cl. En dédui-
re le nouveau débit à administrer à partir
de 12h pour atteindre cP (voir fig.7) ; on
montrera que le problème revient d’abord
à résoudre l’équation non linéaire suivan-
te, d’inconnue Cl : 

(Clair)

Figure 7 – Changement de débit

Commentaire : Ici on fait résoudre le premier
problème posé. Pour simplifier on ne conser-
ve qu’une inconnue Cl , V est supposé connu.
On commence par perfuser avec un débit
moyen, ce qui permet d’obtenir une informa-
tion sur le métabolisme de la personne trai-
tée en faisant un prélèvement à 6h par
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exemple on trouve après analyse de l’échan-
tillon sanguin c(6) = 5,9 . On fait alors com-
prendre aux élèves que la clairance cherchée
est solution de l’équation (Clair). Pour la réso-
lution de l’équation (Clair) on fait d’abord
utiliser la procédure fsolve de scilab, puis on
fait remarquer le lien entre la résolution de
ce type d’équations et l’étude des suites récur-
rentes du type un+1 = ƒ(un) . Certains élèves
programment avec l’aide des tuteurs le calcul
des termes de la suite

et constatent empiriquement que cette suite
converge bien vers la valeur donnée par le sol-
veur de scilab.

Certains élèves progressent bien, on leur
pose alors le problème plus général d’esti-
mer deux paramètres V et Cl . Ils sont
conduits à utiliser deux prélèvements en des
temps t1 et t2 qui donnent les mesures
c1 et c2 . Ils comprennent qu’il faut résoudre
un système de deux équations non linéaires
suivantes, aux deux inconnues V et Cl :

Remarque : Dans la réalité, la modélisation
est plus complexe et fait intervenir en géné-
ral plusieurs paramètres qu’il faut estimer
à partir d’une seule information. C’est par-
ticulièrement le cas en pédiatrie où les pré-
lèvements sont peu nombreux, pour des rai-
sons éthiques compréhensibles. Les méthodes
déterministes précédentes sont donc ineffi-
caces (plus d’inconnues que d’équations). En
pratique, on a recours à des méthodes pro-
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babilistes du type maximum a posteriori
(voir par exemple[IL]) qui donnent de très bons
résultats.

2.3.2 Problème 2 : Association médicamen-
teuse et efficacité des traitements

Les médicaments utilisés en chimiothé-
rapie induisent de la part des cellules cancé-
reuses des phénomènes de résistance. Les
mécanismes biologiques à l’origine de ces
phénomènes, qui consistent à bloquer les
modes de destruction du médicament, sont pas-
sionnants mais trop complexes pour être
décrits ici (les biologistes sont d’ailleurs loin
d’en avoir élucidé tous les mystères). Disons
simplement qu’au cours du temps les cellules
cancéreuses qui ne sont pas détruites par un
médicament donné se modifient et devien-
nent moins, voire plus du tout, vulnérables à
celui-ci. Ce problème est l’une des principales
raisons de l’échec des chimiothérapies. Beau-
coup d’axes de recherche sont orientés vers la
mise au point de stratégies limitant ces chi-
mio-résistances. Entre autre, pour pallier ces
résistances les médecins sont conduits à uti-
liser simultanément plusieurs médicaments
(polychimiothérapie) qui ont des mécanismes
de destruction différents de manière à ce que
lorsque les cellules cancéreuses deviennent résis-
tantes à l’une des molécules, elles demeu-
rent sensibles aux autres.

Certaines questions se posent alors natu-
rellement : Quels sont les paramètres qui
conditionnent l’efficacité d’un traitement
donné? la chronologie d’administration des dif-
férents médicaments a--t-elle une influence sur
le développement des résistances (voir par
exemple [NO]) ? Si oui, peut-on déterminer
un mode d’administration qui minimise l’appa-
rition de clones chimio-résistants ?

Nous allons présenter une modélisation
qui, bien que très simplifiée, va permettre
d’apporter des réponses qualitatives aux ques-
tions posées (voir par exemple [PA]). Le plan
de travail de recherche proposé aux élèves était
le suivant :

Imaginons que l’on administre deux pro-
duits notés A et B . Le produit A peut
détruire certaines cellules cancéreuses qui
lui sont sensibles, cependant après adminis-
tration de A certaines cellules qui survi-
vent deviennent insensibles à A . On admi-
nistre conjointement alors un autre produit
pour détruire les cellules devenues résis-
tantes à A mais qui sont sensibles à B . Le
problème est de déterminer la procédure à suivre
pour éradiquer complétement la tumeur. Pour
modéliser ce problème notons xn le nombre
de cellules sensibles à A et yn le nombre
de cellules sensibles à B et pas à A après
le n-ième traitement (il s’agit là d’une ver-
sion discrétisée, très simplifiée, de la réalité
mais qui va être très instructive comme nous
allons le voir).

Ainsi, xn +  yn est le nombre total de cel-
lules cancéreuses composant la tumeur après
le n-ième traitement. On fait les hypothèses
suivantes :

1) Immédiatement après administration d’une
dose D la proportion des cellules sensibles
à A qui ne sont pas détruites et qui res-
tent sensibles à A vaut A(D) .

2) Immédiatement après administration d’une
dose D la proportion des cellules sensibles
uniquement à B qui ne sont pas détruites
et qui restent sensibles à B vaut B(D) .

3) Immédiatement après administration d’une
dose D la proportion des cellules qui ne sont
pas détruites et qui deviennent insensibles
à A et sensibles à B vaut R(D) .
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Remarque : Dans nos hypothèses nous sup-
posons donc que le médicament B ne produit
pas de résistance tumorale, ce qui bien sûr n’est
qu’une approximation idéale de la réalité
mais permettra d’obtenir des calculs mani-
pulables par un élève de terminale.

A chaque cure on administre une même
dose D pour A et B . On note τ le temps
entre deux cures successives (le temps entre
deux cures est justifié par le fait que les
produits détruisent aussi les cellules saines,
par exemple certains globules blancs, les
neutrophiles, essentiels pour lutter contre les
infections. Un temps de récupération est
donc nécessaire aux personnes traitées avant
d’entamer une prochaine cure avec un sys-
tème de défense immunitaire convenable-
ment reconstitué.

Cette durée est habituellement de τ =
21 jours) et on commence au jour 0 . Ainsi les
dates de début de chaque cure sont 0, τ, 2τ,
3τ, … En notant x0 et y0 le nombre de cel-
lules composant la tumeur juste avant la pre-
mière cure, il vient qu’immédiatement après
la première cure :

x1  =  x0 A(D)

y1  =  x0 (1 – A(D)) R(D) + B(D) y0

On laisse écouler un temps de récupération
de durée τ au bout duquel on recommence
le même traitement.

Si on admet que la taille x de la tumeur
se développe suivant un modèle exponentiel

dx/dt = rx ,

le nombre de cellules de chaque sorte à τ – est
donc :

x1 e r τ et y1 e r τ .

Dire pourquoi.

Ainsi, expliquer que juste après le trai-
tement à τ + il vient :

x2  =  x1 A(D) e r τ

y2  =  x1 (1 – A(D)) R(D) e r τ + B(D) y1 e r τ

Par récurrence, il vient qu’après la n-ième
cure,

xn =  A(D) e r τ    xn – 1 

yn =  (1 – A(D)) R(D) e r τ    xn – 1 + B(D)e r τ    yn – 1

Commentaire : La compréhension du problè-
me et la mise en place des relations de récur-
rence pose d’énormes difficultés aux élèves.
Les tuteurs s’y reprennent à plusieurs fois. Les
notations littérales déstabilisent la plupart
d’entres eux. Pour relâcher la pression, nous
décidons de faire quelques expérimentations
sur machine. Les élèves reprennent confian-
ce et montrent beaucoup d’aisance dans la mani-
pulation des petits programmes que l’on met
à leur disposition, certains proposent même
quelque amélioration.

1) Le paramètre r caractérise l’agressivité
de la tumeur en ce sens qu’il quantifie sa
rapidité d’évolution. Montrer que si la
tumeur double sa taille tous les T jours alors

2) Trouver une condition suffisante portant
sur A(D), B(D), τ et r pour avoir Ainsi,
xn +  yn → 0 quand n → ∞ . Si la condi-
tion que vous trouvez n’est pas remplie,
dans quel sens peut-on agir pour rendre le
traitement efficace ? Montrer que si on
observe que le nombre de cellules cancéreuses
double tous les trente jours une valeur
approchée de r est 0,023 . On pourra choi-
sir les valeurs numériques A(D) = 0,1 ,

.
)2ln(

T
r =
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B(D) = 0,3 , R(D) = 0,25 , τ = 21 . Pour les
simulations, on partira d’une tumeur initiale
composée de 10 5 cellules.

Commentaire : Après avoir fait quelques rap-
pels sur les suites géométriques nous condui-
sons les élèves à conjecturer que xn +  yn → 0
quand  n → ∞ si sont vérifiées les deux condi-
tions (nous dirons que ce sont les conditions
d’éradication de la tumeur) : 

A(D) e r τ < 1  et   B(D) e r τ < 1       (Erad)

Ensuite nous faisons faire des simulations
sur ordinateur avec différentes valeurs de
A(D), B(D) qui confirment la conjecture. Les
élèves comprennent alors que chaque fois
qu’ils choisissent des valeurs  A(D), B(D) qui
vérifent les conditions (Erad) la tumeur ne fait
que décroitre au cours des différents traite-
ments. La figure 8 montre trois cas : la cour-
be qui décroît vers  0 correspond au cas 

A(D) = 0,1    B(D) = 0,3

pour lequel les conditions (Erad) sont satis-
faites. Les deux autres courbes correspon-
dent respectivement aux cas : 

A(D) = 0,7 ; B(D) = 0,3  et  A(D) = 0,1    B(D) = 0,7

pour lesquels chaque fois l’une des deux condi-
tions (Erad) n’est pas satisfaite.

Cependant, l’ensemble des valeurs possibles
pour A(D), B(D) vérifiant (Erad) étant infi-
ni on ne peut pas toutes les tester, les élèves
en arrivent naturellement à la conclusion
qu’ils ne peuvent pas avoir la certitude qu’il
n’existe pas un jeu de valeur pour lequel on
obtiendrait un scénario inverse ce qui, tout le
monde en convient, serait fâcheux... Ainsi,
les élèves arrivent naturellement à la conclu-
sion que seule une démonstration peut éta-
blir l’universalité du résultat, pouvant ainsi
garantir que nous sommes à l’abri d’une telle

éventualité : la démonstration mathématique
du résultat apparaît donc ici comme une
nécessité. Il me paraît important de souli-
gner que certains élèves ont tenu à rédiger une
preuve jusqu’au bout avec l’aide soutenue
des tuteurs et ce malgré les immenses diffi-
cultés qu’ils ont rencontrées. Nous reprodui-
sons ci-dessous les grandes lignes de leur
démonstration :

Preuve : notons  α = A(D) e r τ , β = B(D) e r τ ,
γ = B(D)er τ . Les relations de récurrence s’écri-
vent :

xn =  α xn – 1 

yn =  (1 – α) γ xn – 1 + β yn – 1 .

et en notant  δ = (1 – α) γ il vient enfin

xn =  α xn – 1 

yn =  δ xn – 1 + β yn – 1 .

Montrons que les conditions α < 1 et
β < 1  suffisent pour que xn +  yn → 0
quand  n → ∞ . En effet, pour n ≥ 1 

xn =  αn – 1 x1 

yn =  δ αn – 1 x1 + β yn – 1 .

Figure 8 – Evolution tumorale en 
fonction des valeurs de A(D) et B(D).
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Il s’ensuit déjà que xn → 0 quand  n → ∞ .
De plus :

yn =  δ αn – 1 x1 + β δ αn – 2 x1 + β 2 yn – 2

yn =  δ x1 (αn – 1 + β αn – 2 ) + β 2 yn – 2 .

On comprend alors que, de proche en proche,
on obtient la relation :

yn =  δx1 (αn – 1 + β αn – 2 +…+ β n – 1 ) + β n – 1 y1 ,

qu’il est facile de valider par récurrence
sur n . En notant ρ = max(α, β) il vient
alors que :

αn – 1 + β αn – 2 +…+ β n – 1 ≤ n ρ n – 1

et donc

yn ≤ δx1 n ρ n – 1 +  β n – 1 y1 .

Compte tenu que ρ et β sont  < 1 il s’ensuit
que yn → 0 quand  n → ∞ .CQFD. 

Ensuite, nous faisons remarquer que la
condition

A(D) e r τ < 1

contient une information importante, les trois
paramètres qui conditionnent l’efficacité du
traitement sont : La constante d’efficacité du
médicament A(D) , le taux d’évolution tumo-
rale r et la durée de chaque cycle de traite-
ment τ .

Si nous sommes dans le cas A(D) e r τ < 1,
le traitement sera inefficace. Pour le rendre
efficace, on ne peut jouer ni sur la valeur de
A(D) qui est caractéristique du médicament
utilisé, ni sur r qui est caractéristique de la
tumeur. On ne peut alors que chercher à
reduire la durée entre deux cures succes-
sives, par exemple passer de τ = 21 jours à
τ = 14 jours. On le fait confirmer aux élèves
par quelques simulations, comme cela est
illustré par la figure 9 qui présente un médi-
cament non efficace sur τ = 21 jours (la
tumeur repart après un début de décrois-

sance) puisque A(D) = 0,70 et  A(D) e r τ =
0,7 × e 0,023 × 21 = 1,1347 > 1 ; qui devient effica-
ce sur τ = 14 jours (la tumeur décroît constam-
ment) puisque cette fois :

A(D) e r τ = 0,7 × e 0,023 × 14 = 0,96592 < 1 .

On explique alors aux élèves que la réduction
des temps de chaque cycle est justement un
des objectifs actuels des médecins mais que
l’obstacle majeur est le fait que la réduction
du temps entre deux cures favorise les toxi-
cités hématologiques des médicaments, d’où
l’apparition de nouvelles perspectives de
recherche pour les modélisateurs afin de
découvrir comment obtenir des compromis
entre réduction du temps d’administration
et toxicités acceptables (voir par exemple
[BA]), mais ça c’est une autre histoire... 

Figure 9 – Influence de la durée 
d’un cycle sur l’efficacité du traitement.

3) Comparaison de l’influence sur l’efficacité
des traitements de la chronologie d’admi-
nistration. Regarder en particulier les sché-
mas ci-contre.

On pourra choisir les valeurs numériques
A(D) = 0,1 , B(D) = 0,3 , R(D) = 0,25 , r = 0,023 ,
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τ = 21 .  On pourra faire un petit programme
avec le logiciel scilab et observer l’évolution
du nombre de cellules cancéreuses dans les
quatre cas.

Vérifier que si on administre AB sur une
période 2τ il vient que

xn =  A(D) e 2r τ    xn – 1 

yn =  (1 – A(D)) R(D) e 2r τ    xn – 1 + B(D)e 2r τ    yn – 1

Donner de même les relations de récur-
rence pour les autres schémas d’adminis-
tration.

Commentaire : Dans cette dernière partie,
pris par le temps, nous ne pouvons pas faire
établir les différentes relations de récurren-
ce pour chaque cas. Nous nous bornons à
faire faire des simulations sur ordinateur qui
permettent d’observer que la chronologie
d’administration des médicaments a une
influence sur l’efficacité du traitement et de
comparer les performances des quatre modes
d’administrations proposés. Les élèves conjec-
turent facilement quel est le meilleur.

3. Conclusion

La société évolue hélas souvent en pas-
sant d’un extrême à l’autre, balayant d’un
revers de main des idées anciennes, en occul-
tant tout ce qu’elles ont apportées de positif,
au profit d’autres qui promettent monts et mer-
veilles. L’histoire montre que ce genre d’atti-
tude conduit généralement à d’amères désillu-
sions et nous maintient en va et vient permanent
entre un excès et son contraire.

Soyons reconnaissant envers l’enseigne-
ment “traditionnel” qui a fait ses preuves et
demeure essentiel. Le type d’activités que
l’on vient de présenter ne prétend nullement
se substituer à lui. Néanmoins, il faut prendre
conscience que ces dernières décennies les
présentations des cours de mathématiques se
sont souvent coupées de toute problématique,
au point de donner à nos élèves la vision
d’une science vivant en autarcie, bâtie sur une
abstraction purement gratuite. Cela n’est cer-
tainement pas la seule cause de la désaffec-
tion de nos étudiants pour l’étude des mathé-
matiques, mais y contribue pour une part
non négligeable. Si nous voulons inverser
cette tendance, il est urgent d’introduire dans
nos enseignements des activités complémen-
taires permettant aux étudiants de saisir
l’origine et la genèse des théories mathéma-
tiques, souvent issues d’autres sciences telles
que la physique, la biologie ou l’économie.

L’expérience que je retire de ces stages “Hip-
pocampe” me conforte dans cette idée et
montre que si nous savons exploiter de nou-
veaux horizons, tous les espoirs de réconcilier
nos élèves et étudiants avec les mathéma-
tiques sont permis.

 
AB AB AB
2 2τ τ
� �→ → → …

 
A B A B
τ τ
� �→ → → → …

 
B A B A
τ τ
� �→ → → → …

 
AA BB AA
2 2τ τ
� �→ → → …
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