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Résumé : Nous décrivons un atelier mathématique destiné a des enfants de cycle 3 du primaire
et travaillant des notions de combinatoire & l'aide de dominos et de triminos.

Introduction

Historique.—Depuis plusieurs années, la Mis-
sion Culture Scientifique et Technique (M.C.S.T.)
de I'Université Louis Pasteur de Strasbourg
propose des ateliers de découverte scienti-
fique durant les vacances scolaires a des
enfants de huit a douze ans. Ces ateliers sont
congus et animés par le personnel de la
M.C.S.T., mais aussi par celui d’autres com-
posantes de I'Université Louis Pasteur dont
le Musée Zoologique et le Jardin Botanique,
ainsi que par les membres de l’association
Les Petits Débrouillards.

En 2002, 1a M.C.S.T. a lancé un appel aux
différentes U.F.R. (Unité de Formation et
Recherche) de 'université pour qu’elles par-
ticipent plus activement aux activités d’ani-

(*) Cet article est paru dans I’Ouvert n° 110 (2004).

mation. L’U.F.R. de Mathématique-Informa-
tique a répondu a cet appel en confiant a
I'Irem la tache de concevoir de tels ateliers.
Nous avons ainsi constitué un groupe réunis-
sant des enseignants-chercheurs de 'univer-
sité, des enseignants du second degré ainsi qu'un
professeur des écoles. Le groupe concoit des
ateliers mathématiques et les teste a la fois
dans le cadre scolaire d’une école primaire et
dans celui des ateliers de découverte scienti-
fique de I'Université.

Notre démarche.— Nous savons que des
musées scientifiques comme la Cité des Sciences
et le Palais de la Découverte ainsi que des asso-
ciations de vulgarisation comme les Petits
Débrouillards organisent des ateliers scien-
tifiques en direction des enfants. Certains de
ces ateliers traitent de mathématiques. Néan-
moins, nous n’avons pas trouvé de publication
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décrivant en détail leurs activités. Nous avons
donc décidé de créer nos ateliers de toutes pieces.
Les themes abordés ne sont certainement
pas originaux. Nous avons adopté la démarche
suivante. D’'une part, nous récusons le terme
de jeu mathématique et de casse-téte. Nous avons
préféré présenter les problemes de maniere
plus approfondie faisant appel a la notion de
recherche plus qu’a celle de résolution. De
plus, la non trivialité des problemes est garan-
tie par le rattachement a des notions fonda-
mentales des mathématiques. D’autre part,
bien que les thémes des activités ne fassent
pas partie du programme scolaire, celui-ci a
été notre outil de référence pour préjuger du
niveau de connaissance et du niveau de com-
pétence des enfants. Ceci nous permet de
proposer nos ateliers au plus grand nombre,
ne nous restreignant pas a une catégorie
d’enfants doués ou a priori intéressés. De
plus, ces ateliers ont été percus par les enfants
comme des activités de recherche plus ou
moins différentes du travail scolaire habi-
tuel, ce qui permet de les proposer dans des
cadres différents de I’école.

Nos objectifs pédagogiques.—Nous nous pla-
cons dans le fil du document d’application
des programmes’, ot la résolution des problemes
est mise au centre des activités mathéma-
tiques du cycle 3% du primaire. En particulier,
nous proposons des problémes de recherche dont
le but est de développer chez les éléves un
comportement de recherche et des compétences
d’ordre méthodologique : émettre des hypo-
theses et les tester, faire et gérer des essals suc-
cessifs, élaborer une solution originale et en éprou-
ver la validité, argumenter’.

1 Document d’application des programmes 2003 — Mathé-
matique, Cycle 3.Collection Ecole, SCEREN (CNDP),
http://iwww.eduscol.education.fr/D0048/pb_pour_chercher.pdf.
2 Cours élémentaire 1, cours moyen 1 et 2.
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Nous avons adopté une forme de travail
par petits groupes, parfois par Bindmes géné-
ralement d’age hétérogene (d’age du cycle 3).
L'hétérogénéité confere une certaine dynamique
de travail au groupe, la discussion et la
confrontation des résultats se faisant a plu-
sieurs niveaux. Les plus jeunes sont souvent
aidés par les plus 4gés de leur groupe. L’ému-
lation des différents groupes est une motiva-
tion supplémentaire a I’avancée du travail.
Comme nous I'avons dit plus haut, nous sou-
haitons que nos ateliers soient accessibles au
plus grand nombre. Des éleves en difficulté
y ont pris un grand plaisir et se sont souvent
impliqués dans nos activités. L’erreur per-
met d’avancer dans la recherche et d’élaborer
de nouvelles hypotheses a tester. Enfin, ces
ateliers permettent de mobiliser différentes
compétences notamment 'expression orale. Les
enfants décrivent leurs observations, expliquent
et argumentent leurs démarches.

Atelier combinatoire des dominos

Cette activité est consacrée a la com-
binatoire et au dénombrement. Il s’agit de
dénombrer des dominos sans avoir de domi-
nos. Dans un second temps, on s’intéresse
aux triminos Cet atelier a été testé a plu-
sieurs reprises avec des éleves de cycle 3 a
I’école primaire d’Andlau ainsi que dans
une classe de cinquieme du college Kléber
de Strasbourg.

Remarques pédagogiques spécifiques. —Les com-
pétences mises en ceuvre, que nous repre-
nons des directives de programme’ sont les
suivantes :

— Enumérer exhaustivement des structures
complexes (dominos, triminos) a l'aide
d’un classement logique (tri, tableau) ;

— Chercher et produire une solution originale
dans un probleme de recherche ;
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— Connaitre les tables d’addition et de mul-
tiplication pour calculer une somme ou
un produit ;

— Diviser un nombre par 2 (c’est-a-dire cal-
culer la moitié d'un nombre) ;

— Mettre en ceuvre un calcul réfléchi, c’est-
a-dire organiser et effectuer mentalement
ou a l'aide de 1’écrit sur des nombres
entiers un calcul additif (...) en s’appuyant
sur des résultats mémorisés ;

— Eventuellement écrire une formule com-
prenant des lettres et/ou appliquer cette
formule ;

— Traduire par un schéma une situation
exprimée en langue naturelle.

Déroulement de l’activité et
remarques mathématiques

L’atelier comporte deux parties, I'une est
consacrée aux dominos et la seconde aux tri-
minos. La premiere a elle-méme donné lieu
a deux matinées ateliers a ’école d’Andlau.

Le matériel

— Tableau noir ou blanc pour la mise en
commun des résultats ;

— Papiers et crayons pour les enfants ;

— Des feuilles au format A4 ou A4 représentant
des dominos ou triminos vierges ;

— Des cartons prédécoupés pour réaliser des
jeux de dominos et de triminos.

Nous décrivons maintenant en détail le
déroulement de l'atelier en donnant les expli-
cations mathématiques nécessaires a sa com-
préhension. Les textes encadrés sont des appro-
fondissements mathématiques et historiques. Ils
peuvent étre omis lors d’'une premiere lecture.

Classification des dominos.— Nous expri-
mons immédiatement la problématique de
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I’atelier, a savoir la question, Combien y-a-t-
il de dominos dans une boite de dominos ¢? Dans
un premier temps, il s’agit de s’assurer que
chaque enfant sait ce qu'est un domino. Il
s’agit d’'une petite piece rectangulaire dont I'une
des faces comporte deux symboles (générale-
ment des nombres figurés par des points).
Dans un jeu classique, les symboles sont les
nombres compris entre 0 & 6. Par exemple, un
jeu classique comporte, entre-autre, les domi-
nos suivants :

° [ ] [ ]
° . .
M . .

S

.

o o
NEHEE
X L A

Les enfants ne disposant pas de jeu de
dominos proposent de les dessiner afin de
les compter. Pour leur faciliter la tache, on
peut leur distribuer une feuille avec des
dominos vierges qu’ils completent. La feuille
comportera plus de dominos vierges qu’il y en
a dans un jeu usuel. Ils s’apercoivent rapi-
dement de deux aspects du probleme. Le pre-
mier est qu’il faut classer les dominos de
maniere logique pour étre certain de n’en
oublier aucun. Le second est qu’il faut tenir
compte de la symétrie des pieces. Par exemple
les deux dessins ci-dessous représentent la
méme piéce :

Une des possibilités de classement est
celle du tableau 1.
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Tableau 1.
1 piece
2 piéces - ° °
3 piéces b4 . - L4 .
. . ) °
. H—— LJ L [ ] L] L)
4 piéces - . . N o. o o
. 3 . [ 3
5 piéces oo L) ee | ee |*® ee|oe
L) ee | * o e L e '. oo oo
. () e e o e 3 . 3
6 pieces . . . [ * [ o . ¢ e [ .
. ) . ®lle e o||l® ee g 0|0 e
.y [ X [ ) [ ) e [ ) e oo 00 | se
7 pieces e e e . ee |* L) .. ee | ** e . oo (oo
oo o0 e e d e e | oo | @@ ee (0o o oo oo

Ce qui permet d’effectuer le décompte
sans difficulté. Il suffit de compter le nombre
de dominos par ligne (ou par colonne) et
d’additionner tous les nombres.

On obtient :
1+2+3+4+5+6+7=28

1l est également possible de remarquer que
le tableau de dominos peut étre doublé a la
manieére du tableau 2. En utilisant deux jeux
de dominos, on forme ainsi un rectangle dont
les cotés sont constitués de 7 et 8 dominos.

Iy adonc 7 x8 = 56 dominos dans le rec-
tangle. Chaque jeu a donc 56/2 = 28 dominos.

Généralisation a un jeu a n symboles.— Dans
une deuxieme phase de I’activité, on deman-
de aux enfants combien il y aurait de pieces
dans un jeu comportant plus de symboles
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(dix cette fois-ci), c’est-a-dire qu’on souhaite
introduire dans le jeu des pieces du type :

Les enfants ayant intégré la démarche pré-
cédente doivent refaire un classement des
dominos leur permettant de les compter. On
arrive alors a devoir calculer la somme

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11.

De méme que précédemment on peut réunir
deux jeux pour former un rectangle de cotés
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Tableau 2.
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comportant 11 et 10 dominos. La somme vaut
donc (11x10)2 =55 .11y a donc 55 pieces dans
le jeu a 10 symboles. On peut ensuite deman-
der aux enfants combien de dominos il y dans
un jeu a vingt symboles, puis dans un jeu de
cent symboles. La réponse sera

1+2+4+3+...+19+20
pour le premier et
1+2+3+...4+99+ 100

pour le second. La difficulté pratique de cal-
culer les sommes doit les inciter & imaginer
les rectangles que formeraient deux jeux
ensemble et finalement aboutir a la formule
[nx(n + 1)]/2 qui donne le nombre de domi-
nos d’un jeu a n symboles.

Dans le cas d’'un groupe plus avancé ou
d’une utilisation en collége, on peut complé-
ter 'activité par P'application pratique qui
suit. On pose la question suivante aux enfants :

Lorsqu’on forme un groupe de six personnes,
st l'on veut jouer aux dominos tous ensemble
de telle maniére que chacun ait au moins six
dominos au départ et qu’il y en ait au moins
dix dans la pioche, combien de symboles
doit comporter le jeu pour avoir suffisam-
ment de piéces ?

Nous avons choisi six personnes, mais
ce nombre peut bien entendu correspondre a
celui des petits groupes de travail que forment
les enfants. Pour répondre a la question, il faut
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Nous donnons maintenant une démonstration alternative se basant sur un raisonnement
de combinatoire.

Supposons que l'on veuille dénombrer un jeu de dominos a4 n symboles ou n est un entier
supérieur a 1. Nous pouvons considérer qu’il y a deux sortes de dominos, ceux ou les deux
symboles sont différents par exemple :

et les dominos doubles ou les deux symboles sont identiques, comme par exemple

Le décompte des dominos double est simple. Il y en a autant que de symboles c’est-a-dire n.
Nous allons maintenant dénombrer les autres. Cela revient a déterminer le nombre de
couples (X,Y) de deux symboles différents (X et Y) que I'on peut former en puisant dans une
réserve de n symboles. Il y a n choix pour le premier symbole et le premier étant choisi, le
second devant étre différent du premier, il ne reste que n — 1 possibilités. Le nombre de couples
(X)Y) est donc n x(n — 1). Mais dans ce raisonnement, nous n’avons pas tenu compte de la
symétrie des dominos. Les couples (X,Y )et (Y,X) représentent le méme domino. Dans notre
décompte chaque domino apparait deux fois. Le nombre de dominos non doubles est donc

[n x(n — 1)/2 . En combinatoire, il est commun de noter ce nombre C?.

Par conséquent, le nombre de dominos est

nx(n—1)+n_ nx(m=1)+2n nx(n-1+2) nxmn+1)

2 2 2 2

On remarque que le nombre [n x(n + 1)]/2 est un entier pour tout n. En effet quel que soit n,
I'un des nombres n ou n+1 est pair, et par conséquent, leur produit est toujours divisible par 2.
L’atelier a mis en relief une autre propriété du nombre [n x(n + 1)] /2. On a en effet la formule

1+42+..+n=[nx(n+1)]/2.

Ceci peut se démontrer par ailleurs de maniere élémentaire. Soit s=1+2 + ... + n . Il suf-
fit d’additionner la somme donnant s avec elle-méme changeant 'ordre des termes de la manie-
re suivante :

s 1 + 2 + 3 + ..+ (-2 + (-1 + n
+8 n + n-1)+ -2 + ...+ 3 + 2 + 1
=2s | n+1) + m+1) + +1) + ...+ m+1D) +(+1) + (n+1)

On en déduit que 2 xs vaut n x(n + 1) et par conséquent s = [n x(n + 1)] /2.
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calculer le nombre minimal de piéces néces-
saires, c'est-a-dire (6x6) + 10 = 46. Il faut donc,
a priori, plus de sept symboles puisqu’un jeu
ordinaire contient 28 dominos. En utilisant la
formule, on calcule qu’un jeu de huit symboles
contient (8x9)/2 = 36 dominos, un jeu de neuf
symboles en contient (9x10)/2 = 45 et un jeu
de dix symboles (10x11)/2 = 55. C’est donc un
jeu de 10 symboles qu’il faut construire.

Le reste de la séance peut étre consacré
ala réalisation des jeux a I’aide de rectangles
de carton et a jouer avec les dominos fabriqués.

Le décompte des triminos. — Apres s’étre
intéressé aux dominos qui comportent deux
symboles, on peut étendre la problématique
aux triminos comportant trois symboles.
Néanmoins, nous avons réservé cette partie
de l'atelier aux plus 4gés des éleves de primaire.

Un trimino est une piéce ayant la forme
d’un triangle isocele dont chaque coin comporte
un symbole choisi parmi une collection prédéfinie.
Par exemple si les symboles sont des nombres
compris entre 0 et 3 et représentés par des points,
on a par exemple les triminos suivants :

WA

De tels jeux de triminos sont disponibles dans
le commerce.

Nous proposons aux enfants de déter-
miner leur nombre. Pour cela on commence
par demander de déterminer ceux pour les-
quels les symboles sont 0,1 et 2. On leur dis-
tribue des feuilles reproduisant des trimi-

COMBINATOIRE DES DOMINOS,
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nos vierges ou des petits cartons triangu-
laires vierges de symboles eux aussi et qu’ils
doivent compléter.

On parvient a classer les triminos de la
maniere suivante :

— Il yen a trois triples :

JAVA

— Il y en six ou I'un des symboles se répe-
te deux fois exactement :

TAVAN

— Enfin, il y en a deux ou les trois symboles
sont différents :

(0d )

Il y a une petite difficulté a se convaincre
que ces deux derniers triminos sont bien dis-
tincts. On peut par exemple faire tourner
deux fois 'un d’entre-deux d’un tiers de tours
pour s’apercevoir que les deux dominos ne

sont pas superposables. En conclusion, il y a
3 + 6 + 2 =11 triminos a trois symboles.

On pose ensuite la méme question pour
les triminos a quatre symboles. Comme pré-
cédemment, les enfants doivent déterminer tous
les triminos a l'aide d’un classement adéquat
pour les compter.
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Apres s’étre intéressé aux triminos a trois
symboles, on peut chercher le nombre total des
triminos a n symboles. Nous pouvons procé-
der de la maniere suivante.

Tout d’abord, comme précédemment,
nous classons les triminos en trois catégo-
ries. Ceux ou les trois symboles sont iden-
tiques, ceux comportant exactement deux sym-
boles différents et ceux en comportant
exactement trois différents.

— Pour les triminos comportant un seul
exactement des n symboles, il y en a exacte-
ment n. Par exemple si n = 3, nous en avons
bien compté 3 ;

— En ce qui concerne les triminos qui com-
portent deux exactement des n symboles, il y
en an x(n —1). En effet, il y a n possibilités
pour le symbole qui apparait une fois, et celui-
ci choisit, il reste alors n — 1 possibilités de choix
du symbole qui apparait en deux exemplaires.
Par exemple, pour n = 3, nous avons bien
compté 3 x2 = 6 triminos de cette sorte ;

— Enfin, en ce qui concerne les triminos
qui ont trois symboles différents, il y en a
[nx(n—-1)x(n—-2)]/3 . Par exemple pourn =3,
ona(3x2x1)/3 =2 pieces. Expliquons cette
formule dans le cas n = 3. L’explication pour
un nombre de symboles n est donnée dans I'enca-
dré ci-apres.

Nous faisons la liste des triplets des
nombres de 0 a 2 sans répétition.

0,1,2) (0,2,1)
(1,2,0) (1,0,2)
(2,0,1) (2,1,0)

deux possibilités pour
le second choix

trois possibilités pour

le premier choix

Ilyena 3x2x1.En effet, pour chacun des trois
choix du premier nombre, correspond, deux choix
possibles pour le second et un seul pour le troisieme.

20
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Pour chacun de ces triplets, nous pou-
vons dessiner un trimino :

03 o (0 o
° O
(N )
A A
° P4
L] (]

Mais les trois triminos de droite, représentent
en fait la méme piece. Il suffit d’en faire tour-
ner un d’'un angle de 120° et d'un angle de 240°
pour retrouver les deux autres. Il en est de méme
des trois triminos de gauche qui représentent
la méme piece qui est différente de celle repré-
sentée par les triminos de droite.

Comme pour chaque possibilité de choix,
on obtient trois fois le méme trimino, pour avoir
le nombre de piéces du jeu, il faut diviser le
nombre de choix par 3. On a donc bien
(83x2x1)/3 =2 pieces.

Si nous récapitulons, nous avons comp-
té n triminos & un symbole, n x(n — 1) trimi-
nos a exactement deux symboles différents et
[nx(n—-1)x(n—2)]/3 triminos a trois sym-
boles distincts. En conclusion le nombre de tri-
minos a n symboles est :

n+nxn-D+nrxn-1)xnr-2)]/3.
Ce qui vaut encore :

3n+3n(n—-1 +nn-1n-2) _
3 =

n 3+n-1Dn+1) nnr>+2)
3 - 3 '
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Démontrons la formule [n x(n — 1) x(n — 2)] / 3 donnant le nombre de piéces d’un jeu
de triminos a n symboles.

Nous raisonnons en termes de choix de symboles. Considérons les triplets (X,Y,Z) ou
X, Y et Z sont des symboles distincts choisis parmi les n disponibles. Pour le premier sym-
bole, il y a n choix possibles, pour le second, il reste n — 1 choix possibles et pour le dernier,
n — 2 choix possibles. Il y a donc n x(n — 1) x(n — 2) triplets différents. A chaque triplet

(X, Y, Z), correspond un trimino : Mais les pieces pour les triplets (Y,Z,X) et (ZXY) :

Y Z

et sont identiques a cette derniere piece. Il suffit de les tourner

Z X X

d’un angle de 120° ot de 240° pour s’en rendre compte. Ils sont différents des triminos :

X Y Z

donnés par les triplets (X,Z,Y), (Y,X,Z) et (Z,Y,X) .

Z X Z Y X

Nous avons donc compté la méme piece exactement trois fois. Pour arriver au décompte des
piéces a trois symboles choisis dans un ensemble de n, il suffit donc de diviser le nombre
n xX(n —1) x(n — 2) de possibilités de triplet X,Y,Z par trois.

Il y adonc [n x(n — 1) x(n —2)] /3 triminos a trois symboles distincts choisis parmi n.

Documents nécessaires
a la réalisation de ’atelier :

En annexes, nous reproduisons les docu-
ments nécessaires a la réalisation de I’'atelier.

—Documents 1, 2 et 3 (une feuille chacun) —
Les feuilles de dominos et triminos vierges que
Pon pourra éventuellement agrandir en for-
mat A3.

— Document A, Le tableau de suivi. Les
tableaux reproduits dans cette annexe, décri-
vent les quatre séances de cet atelier qui ont
été proposées aux éleves de ’école élémentaire
d’Andlau durant ’année scolaire 2003/2004.
Ils permettent de se faire une idée du dérou-
lement possible de I'atelier. Les données
horaires sont purement indicatives.

GROUPE ATELIER DE L'TREM DE STRASBOURG
Bénédicte AUTIER
College Kléber, Strasbourg

) ) Muriel CRON
Ecole Elémentaire d’Andlau, Andlau

Anne-Céline MITTELBRONN
College La Providence, Strasbourg

Nathalie WacH
UFR de Mathématique et Informatique,
Université Louis Pasteur, Strasbourg

Marc WAMBST

UFR de Mathématique et Informatique,
Université Louis Pasteur, Strasbourg
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2

cycle 3 a UEcole élémentaire d’Andlau en 2003 /2004

Combinatoire des dominos. Déroulement de latelier en

ANNEXE 2
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