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MISE EN EQUATION
DIFFERENTIELLE ET
MESURE DES GRANDEURS

Un point de vue mathématique
sur la collaboration avec la physique

Marc ROGALSKI
Irem de Lille

Résumé : Les programmes de la terminale scientifique mettent désormais 'accent sur la col-
laboration entre mathématiques et physique, pour la mise en équation différentielle de phénoménes
physiques et, plus marginalement, pour la mesure des grandeurs par une intégrale. Nous com-
parons d’abord la pratique des physiciens et un point de vue de mathématiciens. On analyse
les concepts qui sous-tendent la possibilité d’une intervention spécifique des enseignants de mathé-
matiques dans les classes sur des questions de physique. Nous dégageons ainsi une procédu-
re générale de l'accroissement différentiel, dans ses versions physique et mathématique, sus-
ceptible de donner du sens aux pratiques des physiciens et @ certaines notions d’analyse : la
négligeabilité, des procédures de majoration et d’encadrement. Cette notion de négligeabilité
est centrale dans le concept de dérivée, mais les programmes de la terminale la sous-estiment,
et en évitent une pratique opérationnelle. Quelques situations de travail pour les éléves sont
proposées, qui permettent d’aborder un large éventail des questions qui se posent. Ces situa-
tions pourraient s'insérer dans une ingénierie destinée a lapprentissage de la procédure de Laccrois-
sement différentiel et a 'amélioration de l'enseignement de l'analyse. Quelques pistes pour une
telle ingénierie sont avancées. Nous poursuivons ainsi des réflexions déja entamées par d’autres
chercheurs dans un travail interdisciplinaire des années 1980 dans le cadre du CNRS, et concer-
nant la premiére année d’université.

Introduction

Le programme mathématique des terminales  tjons d'une grandeur a taux de variation instantané

scientifiques met depuis 2002 'accent sur les liens
entre les mathématiques et la physique. Ce
lien est développé de facon tres explicite autour
des procédures de mise en équation différen-
tielle de phénoménes physiques (étude des varia-

proportionnel a la grandeur, équations diffé-
rentielles y’ = ky).

Par ailleurs un changement important est
intervenu dans la présentation de l'intégra-
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le définie : jadis application de l’existence,
admise, des primitives des fonctions conti-
nues, elle est maintenant définie comme laire
du sous-graphe (quand f > 0) de la fonction
f. Le fait que l'aire entre les verticales d’abs-
cisses a et x soit une primitive de la fonction
continue f est démontré (au moins pour les fonc-
tions monotones). De plus, le lien avec les
sommes de Riemann de la fonction f est fait,
méme si le théoreme de convergence n’est
pas du programme. On voit 1a clairement une
procédure (implicite) de définition et calcul de
mesures de la grandeur « aire », que 1’'on
retrouve pour d’autres grandeurs physiques
ou géométriques.

Depuis 2002, et sous le vocabulaire tres
général de modélisations, de nombreux exemples
de mises en équation ont été proposés, soit dans
le cadre des Irem, soit dans le bulletin de
TAPMEP, soit dans les commissions Inter-Irem.

Au dela de ces exemples, qui ne concer-
nent pas tous la mise en équation différentielle
ou la mesure de grandeurs par une intégra-
le, nous nous centrons ici sur ces deux acti-
vités. Nous nous proposons d’analyser, d'un
point de vue épistémologique d’abord, puis didac-
tique ensuite, ce que pourrait étre un apport
spécifique des mathématiques a ces activités
interdisciplinaires dans I'enseignement, le
bénéfice dans l'apprentissage de certaines
notions mathématiques qui pourrait en étre
tiré, et 'infléchissement de pratiques mathé-
matiques qui rendrait viable et utile le fait de
«faire de la physique dans la classe de mathé-
matiques ».

Les questions que nous nous posons
apparaissent déja, mais a propos de
I’enseignement des mathématiques et de
la physique en premiere année d’uni-
versité, dans [1], [4], [8].
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I. Etude de quelques
situations prototypiques

Dans cette partie, d’abord a propos de la
mise en équation différentielle (MED en abré-
gé), puis ensuite sur la mesure des grandeurs
par intégrale (MGI), nous présentons des
situations prototypiques que nous analysons
ensuite. Puis nous étudierons de facon plus
spécifique la méthode de calcul des volumes
donnée en terminale.

1.1. Situations de mise
en équation différentielle

1) Evaporation d’une goutte d’eau ([4], [8])

Une goutte d’eau de forme sphérique de 2
mm de rayon, en suspension dans lair,
s’évapore peu a peu. Sa vitesse d’évapora-
tion, en grammes par seconde, est propor-
tionnelle & sa surface, avec un coefficient de
proportionnalité égal & 10-° g/s pour 1 mm?
de surface. Au bout de combien de temps la
goutte d’eau sera-t-elle complétement éva-
porée ?

2) Chute avec résistance
proportionnelle a la vitesse

Un point matériel de masse m tombe ver-
ticalement sous 'effet de la pesanteur ; il
est soumis a une résistance de I'air dont
I'intensité est proportionnelle a la vitesse,
avec un coefficient k. Décrire son mouvement.

3) Ecoulement dans une
canalisation poreuse ([4], [8])

On étudie les pertes d’eau le long d'une
canalisation poreuse cylindrique de rayon
10 cm. On suppose que le débit d’entrée
est de 1800 litres a la minute.



REPERES - IREM. N° 64 - juin 2006

On envisage deux hypotheéses :

1° hypothese : les fuites sont de 1 litres/mn
par meétre carré de surface de la canalisa-
tion ;

2° hypotheése : sur un petit segment de la
canalisation, la fuite (en litres/mn) est & peu
pres proportionnelle a la surface (en metres
carrés) du segment et au débit (en litres/mn)
a travers ce petit segment, le coefficient de
proportionnalité étant égal a 10-2.
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Pour chacune de ces deux hypotheéses, on
demande quelle longueur maximum peut
avoir la canalisation pour que le débit d’eau
a sa sortie soit au moins de 1000 litres/mn.
Comparer les méthodes utilisées dans cha-
cune des deux hypotheses.

4) La loi de désintégration radioactive ([5])

ATissue d'une expérimentation sur le radon
contenu dans le sol, le texte suivant est
proposé (extrait du document d’accompa-
gnement des programmes) :

« L’expérience suggere que, si I'on conside-
re une population macroscopique de noyaux
radioactifs (c’est-a-dire dont le nombre est
de l'ordre du nombre d’Avogadro, soit 6.10%),
le nombre moyen de noyaux qui se désin-
tegrent pendant un intervalle de temps At
a partir d'un instant t, rapporté au nombre
total de noyaux N(t) présents a I'instant t
et au temps d’observation At, est une constan-
te A caractéristique du noyau en question.
On peut donc écrire

(*) AN(t)/N(t)) =-2AAt.

A priori, la constante A pourrait dépendre
du temps. Ce serait le cas si un processus
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de vieillissement était en cause, comme,
par exemple, si 'on s’intéresse au nombre
de déces dans une population donnée. Le fait
que A ne dépende pas du temps s’interpre-
te comme un processus de “mort sans vieillis-
sement”. »

Déterminer la loi de la radioactivité (c’est-
a-dire la fonction t — N(t)).

5) Dilution d’une solution saline

1

' |
A
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Un bassin contient 100 litres d’eau, dans les-
quels sont dissous 10 kg de sel. Une arrivée
d’eau pure, avec un débit de 10 litres/mn,
démarre a l'instant 0. En méme temps que
Parrivée d’eau pure, une évacuation du
mélange contenu dans le bassin est assurée
avec un débit de 10 litres/mn. L’homogé-
néisation du contenu du bassin est assurée
de facon permanente et instantanée par un
mélangeur. Au bout d’'une heure, quelle
quantité de sel reste-t-il dans le bassin ?

1.2. Analyse des problémes
de mise en équation différentielle

1.2.1. En amont de la MED

Un premier constat est que sous 'appa-
rence d’une simple demande numérique (temps
d’évaporation, longueur de la canalisation,...),
c’est en fait une fonction qu’il faut détermi-
ner (débit a la distance x, quantité de sel a I'ins-
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tant ¢,...). C’est normalement en physique
que ce constat devrait étre fait, mais il est clair
que le concept mathématique de fonction, et
en particulier de fonction dérivable (nous y
reviendrons), va étre central.

Un corollaire de ce constat est qu’il fau-
dra choisir une grandeur qui va avoir le rdle
de variable (le temps, la distance x a 'origi-
ne de la canalisation,...) et une ou plusieurs
autres qui vont tenir le réle de fonctions incon-
nues. En fait, il faut, a ce niveau de terminale,
choisir une fonction inconnue, et voir comment
les autres en dépendent (dans le cas de la gout-
te d’eau, il faut se dépétrer entre la masse, la
surface, le volume, le rayon, et I'expérience
montre que ce n’est pas facile pour les éleves).

Il s’agit d’entrer dans la problématique d'une
équation fonctionnelle, ou 'inconnue est une
fonction, et non plus un ou plusieurs nombres.
Il y a 14 un saut épistémologique que les
enseignants de mathématiques doivent accom-
pagner... et qui va déboucher sur la notion
d’équations différentielles (linéaires a coeffi-
cients constants en terminale).

De plus, a ce premier niveau de ’'analyse, on
se rend compte qu’il va falloir introduire des
notations variées concernant les diverses
grandeurs en présence (voir 'exemple de la
goutte d’eau), et dans certains cas, si on veut
saisir la généralité du processus de résolution
mis en ceuvre, introduire des paramétres qui
peuvent étre nombreux (une masse volu-
mique, un coefficient de proportionalité, des
dimensions,...). Cela présente ainsi une rup-
ture avec un leitmotiv des programmes de
mathématiques depuis de nombreuses années
: pas de parametres, tout doit étre numérique
! Signalons que de surcroit les enseignants de
physique conseillent souvent de travailler
avec des notations symboliques (variables,
parametres...), & la fois pour minimiser les
erreurs de calcul numérique et pour utiliser
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I’homogénéité nécessaire des formules comme
moyen de vérification. De quoi rendre les
éleves schizophrenes !

1.2.2. Procédure physique et procédure
mathématique de I'accroissement différentiel

1.2.2.a. Petite analyse mathématico-physique

On constate que les problemes proposés
ne se situent pas du tout sur le méme plan du
point de vue de I’épistémologie de la MED.

Dans les problemes 1 et 2, la MED est déja
faite, puisque, soit le mot vitesse (ce pourrait
étre débit, taux de variation instantané,...) est
donné dans I’énoncé (dans 1 : « la vitesse
d’évaporation est... »), soit 'application immé-
diate d’une loi physique d’emblée différen-
tielle donne directement une équation diffé-
rentielle (ainsi, dans 2 : mI" = mg — kv, soit
mv’ =— kv + mg , équation différentielle por-
tant sur la fonction v). De plus, le probleme
1 débouche sur une recherche directe de pri-
mitive (cas trés simple d’équation différentielle).

Dans le probleme 3.1° (premiére hypothese),
il n’y a méme pas de MED ! En effet, la fuite
est directement proportionnelle a la longueur
de la canalisation, on est devant un simple pro-
bléme de mise en équation algébrique (pro-
portionnalité). Par contre, le cas de la deuxie-
me hypotheése de 3 est tres différent, puisque
il apparait que le taux de fuite (par unité de
longueur) va étre différent selon ’abscisse x,
car dépendant du débit d(x) en ce point. Et ce
constat de non proportionnalité est 'indice déci-
sif du fait qu’il y a une modélisation a faire,
menant a une MED.

Dans I’énoncés 3.2°, une modélisation
locale est proposée, qui présente ce que nous
appellerons la procédure de l'accroissement dif-
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férentiel :on regarde un accroissement Ax de
la variable, a partir de sa valeur x, et on dit
quelque chose sur l'accroissement corres-
pondant Af de la fonction f cherchée.

Mais que dit-on précisément ? Le texte de
I’énoncé 4 est assez typique de ce que disent
parfois (souvent ?) les physiciens : ils énon-
cent une proportionnalité exacte (relation (*))
entre les deux accroissements de la fonction
et de la variable, sous la réserve que Ax soit
« assez petit ». La relation (*) de 4 a entrai-
né de nombreuses protestations d’enseignants
de mathématiques, pour qui une telle pro-
portionnalité locale exacte implique que le
phénomene étudié est globalement propor-
tionnel (voir [3]) ; dit autrement : une fonc-
tion localement affine sur un intervalle y est
globalement affine.

L’énoncé 3.2° est plus nuancé : on y énon-
ce une proportionnalité approximative de Af
a Ax, qu’on écrit souvent Af = KAx, le coeffi-
cient K dépendant explicitement de x et de f(x).
Dans 3.2°, on a, si d(x) est le débit a ’abscis-
se x de la canalisation : Ad = — k2n r d(x) Ax ;
de facon analogue, on aurait pu écrire (*)
dans 4 sous la forme AN = — AN(¢)At, formu-
lation qui aurait moins choqué les ensei-
gnants de mathématiques.

Mais reste a savoir ce que signifie préci-
sément le signe =~ ainsi utilisé. Les physi-
ciens mettent en avant a juste titre I'idée
d’approximation, mais, dans ce type de modé-
lisation, ils restent dans le flou quant au type
d’approximation dont il s’agit, c’est-a-dire
quant a la nature de lUerreur commise. Ce
point devrait étre essentiel, s’agissant de phy-
sique ! Or ce point est trés délicat pour les éleves,
et encore pour les étudiants a 'université
(voir [1], [4]). Il s’agit certes de dire que
Perreur commise en remplagant Af par KAx

MISE EN EQUATION DIFFERENTIELLE
ET MESURE DES GRANDEURS

tend vers 0 avec Ax, mais pas n’importe quel-
le erreur : il s’agit de lerreur relative par rap-
port a Ax, Perreur absolue Af — KAx doit étre
négligeable devant Ax. En effet, clairement Af
et KAx tendent tous deux vers 0 avec Ax (dés
lors qu’on sait que f est continue), donc dire
que leur différence (I’erreur absolue) tend
aussi vers 0 n’apporte aucune information !
La négligeabilité de I'erreur absolue devant
Ax est I'information supplémentaire qui va per-
mettre de dire que la forme d’une loi locale
Af = Klx, f(x)Ax + o(Ax) signifie trés précisément
que la fonction f est dérivable en x et que sa
dérivée a pour valeur K(x,f(x)). Et par consé-
quent que la fonction f inconnue doit vérifier
Uéquation différentielle y’ = Kl(x, y).

Il y a la de plus une autre difficulté dans
le rapport entre mathématiques et physique.
A proprement parler, pour le physicien, le
caractere relatif de lerreur devrait étre a
rapporter a Af, surtout siil y a des mesures :
on devrait donc avoir Af = K(x, f(x)Ax + o(Af).
Ceci n’est équivalent a la formulation précé-
dente que dans le cas ou K(x, f(x)) n’est pas
nul, c’est-a-dire en un point x ot la dérivée f'(x)
n’est pas nulle. Nous verrons que la méme dif-
ficulté se présente pour la mesure d’'une gran-
deur par une intégrale.

Fondamentalement, le concept mathé-
matique qui sous-tend cette interprétation
en erreur relative est la négligeabilité du
reste dans le point de vue concevant la déri-
vabilité comme l'existence d'un développe-
ment limité a 'ordre 1 :

flx + Ax) — f(x) = f(0)Ax + r(Ax).

Si on ne dit pas que r(Ax) = 0(Ax), on n’a abso-
lument pas une dérivabilité. Citons & ce pro-
pos une activité susceptible d’entrainer une
certaine prise de conscience des éleves de ce
fait. On propose un calcul approché de sin (46°)
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sans calculatrice. Une fois arrivés au point ot
il faut évaluer sin (1/180), les éleves se sou-
viennent de la formule sin x = x quand x est
petit. Devant une demande de précision, ils
proposent en général unanimement une for-
mule sin x = x + €, avec € tendant vers 0 avec
x. Si on leur demande si € pourrait étre de 'ordre
de Vx , ou de 3x, ils sentent confusément qu’il
y aurait quelque chose qui n’irait pas, mais
il faut un certain temps de discussion pour que
la formulation « € doit étre négligeable devant
x » soit adoptée.

1.2.2.b. La procédure physique
de l'accroissement différentiel (PPAD)

En I'absence de ces précisions sur I'erreur
relative, on voit que la PPAD consiste donc &
essayer d’évaluer Af quand on accroit x de Ax,
en admettant en fait que le terme du pre-
mier ordre en Ax donné par un raisonnement
physique est correct. Ce raisonnement consis-
te en général a utiliser ou supposer une loi phy-
sique dans une version locale. Implicitement,
la relation approchée obtenue est supposée
« exacte au second ordre pres », alors qu'un
tel fait est difficile & prouver directement
sans utiliser le résultat qu'on cherche. Un
exemple classique, qu’on voit chaque année
en préparation au CAPES, est 'exercice ou I'on
fait « retrouver » 'aire du cercle de rayon R
en évaluant 'accroissement AA de l'aire A(r)
entre r et r + Ar en confondant AA avec 2nrAr,
« au deuxiéme ordre pres » (ce qui est exact
avec la formule A(r) = nr2... qu’on cherche a
prouver !).

Le probléme de I'évaluation de l'erreur dans
la PPAD est encore plus compliqué lorsque la
relation locale est obtenue a partir d'une
expérimentation physique. C’est particulie-
rement le cas dans ’énoncé 4 : outre qu’on ne
dit rien de la précision des mesures, il s’y
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ajoute la difficulté du passage d’une situation
qui est microscopique discrete et probabilis-
te a une situation macroscopique continue et
déterministe : les intervalles de temps sur les-
quels on fait des mesures doivent étre assez
grands pour qu’on obtienne des moyennes, mais
assez petits pour que le mot « local » ou « dif-
férentiel » ait un sens. Il est clair que les
enseignants de mathématiques n’ont aucun
moyen d’évaluer les erreurs commises dans
ce contexte.

Certes, la PPAD permet souvent de décou-
vrir des lois physiques par MED. Mais elle
demande lapprentissage d’'un « métier de
physicien modélisateur » qui s’appuie sur une
bonne technique du calcul différentiel, et
demande une intuition physique pour sentir
ce qui, dans une mise en équation, peut étre
négligé. Cette intuition ne va pas de soi, et méme
des physiciens peuvent se tromper. Par
exemple, si dans le probleme 3 on remplace
la canalisation cylindrique par un tuyau de
révolution dont la méridienne a pour équation
y = 1/x, avec entrée d’eau au point d’abscisse
a > 0 et sortie au point d’abscisse b > a (avec
la méme loi locale), il n’est pas si intuitif de
trouver la bonne équation différentielle...

Dans la pratique la PPAD s’apprend en
général, en physique, en deuxiéme année
d’université ou de classes préparatoires, et peu
d’étudiants la dominent déja a ce niveau. Il
parait donc illusoire d’en attendre une pratique
sérieuse en terminale. De plus, il n’est pas str
que les enseignants de mathématiques soient
bien placés pour apprendre aux éleves l'intui-
tion physique nécessaire : depuis plus de dix
ans, le parcours universitaire des étudiants
de mathématiques est malheureusement
devenu bien pauvre en physique ! Bref,
Papprentissage de la PPAD doit revenir aux
enseignants de physique, sans se faire trop dillu-
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sions sur la possibilité de lui faire acquérir,
en terminale, un caracteére véritablement opé-
rationnel.

1.2.2.c. La procédure mathématique
de laccroissement différentiel (PMAD)

Il parait donc plus raisonnable, en ce qui
concerne la contribution de 'enseignement des
mathématiques a cette question de la MED,
en terminale, d’abord de n’aborder que des pro-
blémes ne nécessitant pas d’expérimentation
physique, en se bornant donc a des « expériences
de pensée » ; ensuite de se centrer sur la
nécessité de préciser les conditions sous les-
quelles les relations locales obtenues vont
bien signifier une dérivabilité de la fonction
f cherchée.

Il s’agit donc d’institutionaliser une pro-
cédure mathématique de Uaccroissement dif-
férentiel (PMAD) ou 'accent sera mis sur les
moyens de mettre en évidence le caractére
négligeable devant Ax de Uerreur absolue com-
mise, ou au moins de prouver que le rapport
Af / Ax abien la limite espérée quand Ax tend
vers 0.

L’énoncé 5 est a cet égard instructif': il ne
fait appel a aucune loi physique, ce qui fait
qu’un raisonnement mathématique est néces-
saire pour la MED. L'idée est de partir de 'hypo-
these de la décroissance de la fonction cher-
chée S(#), quantité de sel a I'instant ¢ (physique
du bon sens !). On peut alors en déduire (par
encadrement) que S est continue, ’encadrer
entre S(¢) + € et S(¢) — € sur un petit intervalle
At, et en déduire une majoration de ’erreur :

|AS+S(t)\X7 At] <e \% |At],

ce qui prouve bien la négligeabilité de U'erreur
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absolue devant At. Une autre solution est
d’encadrer S(u), pour u variant dans [¢, t+A¢],
entre S(¢) et S(¢+A¢). La continuité de S per-
met alors de montrer, par encadrement, que
le rapport AS/At¢ tend, quand Ax tend vers
0, vers — (v/V). S(¢) (on a noté V le volume du
bassin et v le débit de I'arrivée d’eau et de I'écou-
lement du mélange). Nous étudierons plus
loin de facon détaillée comment utiliser 'énon-
cé 5 avec les éleves comme situation d’intro-
duction a la PMAD.

Ce qu’il importe de voir ici, c’est que la
méthode développée sur 'exemple précédent
est générale dans la PMAD : on utilise un argu-
ment de monotonie et/ou de continuité, per-
mettant d’écrire des encadrements ou des
magjorations, qui seront parfois explicites, et
parfois, soit avec un € non précisé (mais arbi-
traire), soit en utilisant le maximum M et le
minimum m dune (ou de plusieurs) fonction
sur l'intervalle [x, x + Ax] (la continuité de
cette fonction impliquant que M — m tend
vers 0 avec Ax).

1.3. Situations de mesure
d’une grandeur par une intégrale

6) Force d’attraction
gravitationnelle d’'un barreau ([8])

6m

18 kg 2ke

On rappelle que la force d’attraction gra-
vitationnelle exercée par une masse ponc-
tuelle m’ sur une masse ponctuelle m située
a une distance r de la premiere est dirigée
de m vers m’ et a pour intensité :

s
F=G ni_rgz , ou G est la constante univer-
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selle de la gravitation. On considére un fin
barreau de longueur 6 m, homogeéne, de
masse 18 kg, et, située dans son prolonge-
ment 4 3 m, une masse ponctuelle de 2 kg.
Quelle est la force d’attraction gravita-
tionnelle exercée par le barreau sur la
masse ponctuelle ?

7) Moment d’inertie d’un cylindre de
révolution homogene par rapport a son axe

Un cylindre de révolution de rayon R et
hauteur H a une masse volumique p. Cal-
culer son moment d’inertie par rapport a son
axe de révolution.

On rappelle qu'une masse ponctuelle m
située a une distance d d’'un axe a pour
moment d’inertie par rapport a cet axe
md?. On pourra étudier la fonction r—I(r),
moment d’inertie de la portion du cylindre
formée des points a une distance de ’'axe au
plusr.

8) Force exercée par la pression
de leau sur un barrage plan

Un barrage vertical plan a la forme dessi-
née ci-contre, ot la fonction z —1(z) est sup-
posée continue sur [0, 2]. On rappelle que
la pression p a la profondeur z est pgz, ou
p est la masse volumique de 'eau et g 'accé-
lération de la pesanteur.

Déterminer la force totale exercée par la pres-
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sion de I'eau sur le barrage. Etudier les cas
d’un barrage semi-circulaire et celui d'un bar-
rage triangulaire.

1.4. Analyse des problémes de mesure
d’une grandeur par intégrale :
la procédure dérivée-primitive

Il y a deux manieres d’approcher le pro-
bleme de la mesure d’une grandeur. La plus
intéressante pour la constitution du sens de
Iintégrale est la procédure intégrale, telle
qu'on peut la trouver exposée dans [8] par Marc
Legrand : si on veut évaluer un nombre
1I(Q, f, m) qui mesure une grandeur attachée
a la donnée d’une fonction f sur un domaine
Q muni d’'une mesure m de ses parties
«simples », il s’agit de découper, encadrer, som-
mer, passer a la limite. C’est la probléma-
tique de 'approche par I'intégrale des fonctions
étagées (voir [7]). Mais cela nous semble
dépasser le niveau de terminale, mis a part
quelques utilisations de sommes de Darboux
dans des cas simples.

Ceci peut se faire pour des calculs d’aires
a la maniere d’Archimede ou de Cavalieri,
pour motiver au théoréme liant aire sous la
courbe et primitive, et pour faire prendre
conscience aux éleves qu’on peut effectivement
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attacher une aire & un domaine « curviligne »,
ce qu’ils n'ont jamais vu dans leur scolarité,
sauf par la donnée de la formule de « 'aire »
du disque... en fait non définie, et qu’on pour-
rait aussi bien appeler « tarababoum du
disque », dit Lebesgue dans [2]. Pour des
exemples, on peut voir [6] et [7]. Un autre cas
ou l'on peut utiliser des sommes de Darboux
en terminale est celui o 'on a en vue I'éva-
luation numérique d’intégrales qu’on ne sait
pas calculer.

Mais en terminale, ces activités, quoique
souhaitables, ne peuvent sans doute qu’étre
limitées a trois ou quatre exemples. Il semble
donc préférable de se centrer, dans cette clas-
se, sur la procédure dérivée-primitive, qui va
relever aussi de la PMAD (voir [7], ch. 7). 11
s’agit de mesure de grandeurs dans des cas
ou l'on va pouvoir décrire la situation au
maoyen d’'une seule variable. C’est le cas des trois
probléemes proposés.

Le probléme 6, qui a donné lieu & une excel-
lente situation fondamentale pour la procé-
dure intégrale (voir [7], [8]), est adapté aussi
ala mise en évidence de la procédure dérivée-
primitive avec utilisation de la PMAD. Si on
note x 'abscisse d’un point de la barre comp-
tée a partir de la masse ponctuelle, on désigne
par F(x) la force exercée sur celle-ci par la por-
tion de la barre située entre les points d’abs-
cisses 3 et x. On peut encadrer AF, la contri-
bution de I'ensemble des points de la barre dans
Pintervalle [x, x + Ax] :

G2 A \pcgold A

6 (xrin)? 6 x?

En passant a la limite quand Ax tend vers 0

on obtient la dérivée de F : F'(x) = 6—(3 Par
x

suite, la force totale est la primitive de cette
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fonction prise entre les valeursx =3 et x = 9.

La symétrie de révolution des données de
I’énoncé 7 permet de proposer directement
la fonction I(r) & laquelle appliquer la PMAD,
en évaluant I(r + Ar) — I(r). La encore, un
argument de monotonie en fonction de r per-
met un encadrement qui va donner la dérivée
I’(r) : tous les points de la tranche sont & une
distance de I’axe comprise entre r et r + Ar,
et leur masse totale est :

Am = rHn(r + Ar)? — rHnr?;

on en déduit un encadrement de Al entre
Amr? et Am(r + Ar)2. Si on réfléchit bien, on
voit d’ailleurs que le passage de 'objet théo-
rique imaginaire « masse ponctuelle » a cet enca-
drement est un raisonnement physique qui ne
va pas de soi... (c’est déja le cas dans le pro-
bleme précédent). On obtient I’évaluation
Al = 2nrHr3Ar + o(Ar), ce qui prouve bien que
I'(r) = 2nrHr?.

L’énoncé 8 est plus intéressant : le carac-
tere général, non explicite, de la fonction
1(z) oblige a utiliser un argument abstrait de
continuité. On peut, soit encadrer les valeurs
de l(u) entre 1(z) + € et 1(z) — € pour u dans
[z, z+Az], soit utiliser les maximum M et
minimum m de la fonction 1 sur cet intervalle
: la continuité signifie précisément que M —
m tend vers 0 avec Az. Nous verrons plus loin
que le méme type de situation serait fourni
par la mesure du volume d’un solide de révo-
lution & méridienne r(z) continue (voir 1.5 ci-
dessous, et [7]).

En définitive, on voit que c’est bien la
PMAD qui s’applique pour la MGI dans le cas
de la procédure dérivée-primitive, avec les
mémes méthodes, selon les cas, de négligea-
bilité, encadrement, continuité, passage a la
limite, que pour la MED.
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Terminons en citant une éventualité ou
une activité congue a l'origine comme une
MED est détournée vers une procédure d’inté-
gration : dans la situation 3.2°, lorsque la
modélisation locale a été écrite sous la forme
Ad = — k21rd(x) Ax, des éleves peuvent étre ten-
tés de la globaliser sous la forme :

d(0) — dtx) _

o f d(®)de .

0
Ce n’est la que la version « équation intégra-
le » de ’équation différentielle attendue, donc
parfaitement correcte. Elle laisse les éleves per-
plexes (comment conclure, puisque la fonction
d inconnue est dans les deux membres ? voir
[1] pour I'exemple de ’absorption des rayons
X), mais retrouver I’équation différentielle
en dérivant ou en prenant comme fonction incon-

d(0)

nue J d(®dzs + om0

0

ne permet pas plus de

conclure... tant que la fonction exponentiel-
le n’est pas connue...

1.5. La formule de terminale
pour le volume des solides

Nous avons en vue ici la formule donnée et
admise en terminale scientifique, sous ’hypo-
these que la fonction z — S(z) soit continue :

b
(%%) V(a,b) = j S(z)dz .
a
On s’est donné un « corps solide » C, un axe qui
permet de repérer les cotes z des points de
Tespace, sur lequel C se projette selon un inter-
valle [a, b], et chaque plan orthogonal a ’axe,
de cote z, coupe le solide C selon une section
(2) qui a une aire S(z). On note C(z) 'ensemble
des points de C de cotes au plus z, et V(z) le volu-
me de cet ensemble (voir la figure).

36

REPERES - IREM. N° 64 - juin 2006

Ce que nous voulons analyser ici, c’est
en quoi cette situation differe profondé-
ment du calcul des aires planes, méme si des
techniques analogues peuvent s’y appli-
quer, et voir comment la justification de
cette formule peut se faire dans certains cas
en utilisant la PMAD.

1.5.1 Le cas des aires planes

b
La formule A(f,a,b) = J f@)dt est prise
comme définition de 'intégrale de f > 0 conti-
nue sur [a,b], en admettant une notion naive
d’aire A(f,a,b) pour le sous-graphe. Mais ce
qui est dessous, ce sont les sommes de Riemann
ou Darboux qui représentent un découpage en
tranches verticales approchant 'aire sous le
graphe de f, qu’on veut calculer. Mais comme
f est réelle, le rapport entre la dérivée de
Paire A(f,a,x) et f(x) est facile & obtenir car
on peut encadrer AA entre Axf, et Axf_ ,
maximum et minimum de f sur [x,x + Ax].
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Du coup lerreur entre AA et f(x)Ax est o(Ax),
car majorée en valeur absolue par
Ax|fi—f—|,etlalimitede | f4— f_| est O par
continuité de f en x.

Ainsi la formule %A(f,a,x) = f(x) se

démontre par encadrement de nombres, et
c’est clairement la PMAD qui est a 'ceuvre ici.

1.5.2 Le cas des volumes

Pour les volumes, cela ne marche plus, sauf
dans certains cas particuliers. L’'idée de base
est que si S est une fonction continue, le fait
que la formule (**) pour le volume soit vraie
sur chaque intervalle [a, z], est équivalent au
fait que la fonction V soit continue sur [a, b],
et de classe C' sur [a, b], de dérivée S(z) (a droi-
te en a, a gauche en b).

Que signifie géométriquement la rela-
tion V’(z) = S(z) ? Ecrivons-la sous la forme
V(z + h) — V(z) = hS(z) + he(h), avec €(h) qui
tend vers 0 quand h tend vers 0. Cette rela-
tion signifie donc (dans le cas h > 0) que le volu-
me de la tranche « infinitésimale »

ARC(2) = {Clz+h)\ C(2)}uz(2)x{z} = CAR>x[z, z+h]

est égal au volume du « tout petit » cylindre
droit X(z)xlz, z+h] @ un terme négligeable
devant h pres. Prouver la relation V’(z) = S(2),
c’est donc montrer que la PMAD va pouvoir
s’appliquer.

Remarquons que du point de vue de la
mesure des grandeurs, erreur he(h) a la
dimension d’un volume. Sauf aux points z ou
S(z) = 0, on pourrait aussi bien écrire
AV = hS(z) + o(AV). Dans la pratique, par
encadrement de volumes, on va bien consta-
ter que l'erreur est un volume négligeable
devant AV.
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D oo
ZHhf---eiiaen [ 2r— 0 C(2)
Z(Z]X[Z’ Z+h] h
A EEEEREEEE £ 2@
C(z)
af T :
0 C D =@

1.5.2.a. Les corps de révolution

Pour un corps de révolution, & méridien-
ne r = f(z) continue > 0 sur [a,b], pas trop de
problémes, la surface S(z) est nf %(2), et la
continuité de cette fonction S permet de faire
le méme raisonnement que pour les aires

pour montrer que % V(f,a,z) =S(z), et donc

que V(f,a,b) est bien I'intégrale de S(z) entre
aetb.

Ce qui marche est qu'on peut encadrer « phy-
siquement » la tranche ALC(z) entre deux
volumes calculables simples : des cylindres (for-
més avec f4 et f_ , maximum et minimum de
f sur [z, z + h]), et faire ainsi surgir le o(h) (qui
est bien un volume négligeable devant AV) qui

assure la dérivée cherchée LS V(f,a,z) =S(2).

dz

La preuve se simplifie par des encadrements
élémentaires si on suppose de plus f mono-
tone par morceaux.
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Cela peut tout a fait se faire en termina-
le, c’est une bonne illustration de la PMAD.
On trouvera aussi dans [7] un cas un peu
plus général.

1.5.2.b. Le cas général

Ce cas est bien plus difficile : si on sait seu-
lement que S(z) est continue, on n’a aucun moyen
d’encadrer physiquement (inclusions) AV entre
deux cylindres. Méme pour le cas du cone de
base un convexe B et de hauteur h, il n’est pas
facile du tout de coincer la tranche entre z et
z + Az entre deux cylindres si le sommet O du
cone ne se projette pas orthogonalement sur B,
bien qu’on ait une formule explicite pour S(z)
par homothétie de B.

On peut s’en tirer élémentairement si le
solide C est convexe, mais c’est trop subtil au
niveau terminale (voir [7]). Dans certains cas
(cones convexes) on peut utiliser 'image de la
mesure de Lebesgue par des applications
affines (avec un déterminant). Le cas général
se traite avec le théoréme de Fubini & condi-
tion de raisonner avec l'intégrale de Lebesgue.
Avec des solides non convexes, voir le résul-
tat par une méthode élémentaire est quasi sans
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espoir. Et tout cela est bien loin de la termi-
nale...

1.5.3 L’intégrale double

Le probleme est tout autre pour le calcul
du volume V(f, D) sous le graphe d’'une fonc-
tion de deux variables f(x,y) > 0 sur un domai-
ne du plan. La procédure intégrale revient a
découper D, par exemple par un quadrillage
du plan, en morceaux plus ou moins disjoints
Dy 4, et a encadrer dans chaque Dy, , le volu-
me par celui de deux cylindres de base Dy, 4
et de hauteur f et f_, max et min de f sur
Dy, 4, ceci grace a une véritable inclusion des
volumes physiques. De 1a a passer a I'intégrale
double de f sur D, il y a encore de la marge,
selon la nature de D... Les problémes peuvent
venir de la frontiere de D, qui peut ne pas avoir
une aire nulle... (les mathématiciens sont
friands de ce genre de « monstres élémen-
taires » qui défient I'intuition). De toute fagon,
on est l1a bien au-dela du programme de ter-
minale.

Cela étant, on peut, avec les formules
donnant les sommes des puissances (petites)
des n premiers entiers, calculer effectivement
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de facon élémentaire, par la procédure inté-
grale, certains volumes simples. Par exemple,
calculer le volume de 'ensemble défini par
0<z<2-y?+3x?et 0 <x,y <1, est parfaite-
ment possible en terminale (on encadre la
fonction de (x, y) sur chaque petit carré
p/n <x <(p+1)/n, g/n <y <(q+1)/n,on encadre
les volumes, on somme, et on fait tendre n vers
Pinfini).

Mais ce qu’il faut bien voir, c’est que la
méthode de I'intégrale double avec procédu-
re intégrale n’est pas celle qui est a 'ceuvre
dans le calcul de V par l'intégrale de S(z),
qui releve de la procédure dérivée-primitive et
de la PMAD.

II. Quelques propositions didactiques
I1.1. Quels objectifs ?

Nous pensons que certaines des situa-
tions brievement analysées ci-dessus peu-
vent s’agencer en une ingénierie dans la clas-
se de mathématiques, en liaison avec
Ienseignement de physique, et dont 'objectif
serait double.

Il ’agirait, d’une part, de faire comprendre
et assimiler la PMAD et les maniéres variées
de la mettre en ceuvre, de facon a effective-
ment coordonner les points de vue physique
et mathématique sur la MED et la MGI. Ce
serait 1a 'objectif interdisciplinaire appelé
par les programmes, mais réalisé d’'un point
de vue mathématique. La liaison temporelle
avec le déroulement des enseignements de phy-
sique serait bien sir a discuter avec I'ensei-
gnant de physique.

Il s’agirait, de 'autre, de valoriser certains
aspects de l'analyse assez minorés dans la
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pratique des programmes : la notion de négli-
geabilité et son lien avec le concept de déri-
vée (en rapport avec la notion d’erreur rela-
tive dans la MED), la pratique des encadrements
et majorations, une meilleure conception de
la notion de continuité (y compris parfois
T'usage d’'un e arbitrairement petit), I'usage de
parametres permettant de faire varier les
objets soumis a I'étude.

Il est clair que ce deuxieéme objectif ne peut
étre atteint uniquement par le biais de situa-
tions de MED ou MGI. Il y faudrait un tra-
vail spécifiquement mathématique (sans doute
a démarrer des la classe de premiere). Mais
le travail sur des problemes de physique tels
ceux proposés ici peut aider a donner du sens,
voire des motivations, a ces aspects tech-
niques mais essentiels de ’analyse.

11.2. Organiser lingénierie

Donnons quelques propositions ébau-
chant ce que pourrait étre 'ingénierie envi-
sagée, sous la réserve bien sir que seule une
expérimentation en vraie grandeur pourrait
en garantir la viabilité ou amener a une autre
organisation.

En ce qui concerne la liaison avec la phy-
sique, on peut par exemple laisser d’abord
Penseignant de cette discipline introduire la
nécessité de la recherche d'une fonction incon-
nue vérifiant une équation différentielle par
diverses situations physiques, dont 'énoncé 2.

Le probleme 3 pourrait se traiter alors,
sous forme de travail en petits groupes (3 ou
4 éleves), d’abord en physique, puis en mathé-
matiques, chacun des enseignants se propo-
sant de faire apparaitre la procédure diffé-
rentielle spécifique de sa discipline, en utilisant
d’autres problemes si nécessaire.
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L’enseignant de mathématiques devrait,
pour sa part, se centrer sur une demande aux
éleves de préciser le sens de Uécriture phy-
sique Ad = — k2nr d(x) Ax, dans le probleme
3.2°, en utilisant aussi dans la méme séance
la situation du calcul de sin (46°) sans cal-
culatrice. L’objectif serait 1a de faire réflé-
chir les éleves au lien : dérivabilité-négli-
geabilité-erreur relative dans un accroissement
différentiel. On peut, du point de vue spéci-
fiquement mathématique, utiliser aussi des
recherches de dérivabilité en 0 de fonctions
comme 2 + 3x + xN1 — cos x , ou comme
1 - x + xV|sin x| , ou encore comme
54+ 2x—|x|(1-sinx) ...

Le mode de travail en petits groupes a ici
pour but de favoriser les échanges entre les
éleves. Selon la durée disponible, on peut
éventuellement traiter dans la méme séance
Pétude d’un autre phénomeéne par MED dans
une situation ou l'on donne la loi locale phy-
sique (par exemple, la loi de refroidissement
d’un corps dans un milieu, ou I’absorption de
la lumiére dans un milieu homogene semi-trans-
parent, voir [1]).

L’étape suivante en mathématiques serait
une ou deux séances de travail en petits groupes
consacrées entierement au probleme 5, avec
comme objectif de faire apparaitre les tech-
niques permettant dans la procédure mathé-
matique de Paccroissement différentiel de
s’assurer que le terme négligé est bien en o(Ax).
Rappelons qu’il s’agit d’utiliser une monotonie
pour avoir des encadrements, ou une conti-
nuité sous les deux formes : avec un € arbitraire,
ou avec les maximum et minimum d’une fonc-
tion au voisinage d’'un point. Cette étape deman-
dera un renforcement ultérieur dans le cadre
purement mathématique : pratiques diverses
de majorations et encadrements, utilisation
de la procédure en € — h dans quelques cas, ou
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de la proximité des maximum et minimum
d’une fonction sur un voisinage d’un point.

Mais nous verrons qu’en fait cette étape,
organisée autour du probleme 5, va faire sur-
gir aussi la question de la discrétisation ; c’est
ce qui obligera sans doute a la faire travailler
sur deux séances.

Une deuxiéme partie de 'ingénierie devrait
se situer apres l'introduction de I'intégrale (avec,
comme on I'a dit, quelques calculs par sommes
de Darboux utilisant les sommes de puis-
sances d’entiers, voir [6])), et avoir pour but
de faire saisir comment la PMAD va se réin-
vestir dans diverses situations de mesure de
grandeurs. On peut 1a organiser deux séances
autour des problemes 6, 7, 8 et autour de la
formule de calcul des volumes par intégration
de l'aire des tranches. Il est évidemment sou-
haitable de ne pas laisser trop de temps entre
P’étape consacrée a la MED et celle consacrée
ala MGI... et évidemment de se concerter avec
Penseignant de physique.

11.3. Etude plus détaillée
de la situation de la dissolution du sel

Evidemment, chacune des situations déve-
loppées dans les diverses étapes de l'ingé-
nierie demanderait a étre soigneusement étu-
diée. Nous allons juste, ici, détailler un mode
de travail possible sur la situation de ’énon-
cé 5 de dilution du sel. Travaillée en petits
groupes, elle a été testée a plusieurs niveaux,
de la premiere année d’université a la pré-
paration au Capes, et méme aupres d’étu-
diants en theése, et d’universitaires mathé-
maticiens ou physiciens, il est donc possible
de 'analyser avec plus de fiabilité.

Cette situation permet en fait d’intro-
duire deux questions : non seulement la
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PMAD, mais aussi le processus de discrétisation
d’'une « méthode d’Euler physique » pouvant
conduire a une suite de fonctions candidate
a converger vers l'exponentielle. En effet,
chaque fois que ce probleme a été posé a des
étudiants, la premiere procédure qu’ils ont mis
en ceuvre a été une discrétisation du proble-
me. Cette situation va donc se développer
selon deux branches successives, une pre-
miére menant a une discrétisation, et une
deuxiéme menant a 'équation différentielle.

I1.3.1. La procédure de discrétisation

Les éleves sont d’emblée génés par I'impos-
sibilité de ramener le probleme a une loi phy-
sique qu’il suffirait d’appliquer. Compte tenu
des unités choisies dans ’énoncé (débit en
litres par minutes, durée de 60 mn : il s’agit
l1a des valeurs d’une « variable didactique »),
la réaction spontanée est de raisonner par étapes
d’'une minute. Mais comment surmonter le carac-
tere toujours variable de la concentration en
sel de la solution ?

Les étudiants procédent donc par étapes
d’'une minute, pendant laquelle ils supposent
la quantité de sel constante. On constate sou-
vent (et le travail en petits groupes est essen-
tiel pour voir surgir ce phénomene) que pour
justifier ce fait ils imaginent deux expériences
de pensée (EP pour abréger). Dans la premieére
(EP1), ils arrétent le robinet d’eau pure au début
de la minute, laissent couler le robinet de
vidange pendant une minute, puis complétent
de facon instantanée avec 10 1 d’eau pure.
Dans la seconde (EP2), ils font l'inverse :
arrét de la vidange, puis vidange instantanée.
En fait, EP2 est plus rarement évoquée, alors
qu’elle justifie mieux ’hypothese faite de
constance de la quantité de sel pendant le temps
de I’écoulement (ici réduit a rien), évidemment
fausse dans EP1.
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11 est facile de voir que EP1 débouche
sur le résultat final pour le sel restant :
S(60) = 10(0,9)%, alors que EP2 débouche sur

10 \e0 .
S(60) = 10( ﬁ) , ce dernier résultat étant

presque le double du premier.

Si cette divergence ne suffit pas a aug-
menter la conscience que la méthode n’est
qu’approchée et entachée d’erreur, on peut
faire tracer aux éleves la courbe donnant la
quantité de sel S(¢) en fonction du temps.
L’hypotheése de la constance de S(¢) pendant
chaque minute, qui donne un graphe en
escalier dont les marches ont des hauteurs
en décroissance géométrique, contredit for-
tement le sentiment des éleves que la fonc-
tion S est continue (« le sel est évacué peu
a peu »). De plus, dans le cas de EP1, cette
méme hypothese de la quantité de sel constan-
te donne une diminution affine de cette
quantité de sel pendant chaque minute (donc
un graphe affine par morceau), ce qui est auto-
contradictoire.

L’idée de diminuer la durée de chaque
étape pour diminuer les erreurs devrait alors
surgir d’elle-méme, mais elle n’est pro-
ductive que si, « pour y voir plus clair », on
passe du cadre numérique (100 1, 10 I/mn,...)
au cadre symbolique (volume V, débits v,
sel initial Sy, durée ¢, n étapes de durée ¢/n).
Il faut 1a, certainement, une intervention
de l’'enseignant pour proposer ce changement
de registre, et il faut pouvoir en convaincre
les éleves ; on peut par exemple dire que
c’est le seul moyen de comprendre préci-
sément d’ou viennent les erreurs, quels
facteurs les déterminent ; on peut aussi évo-
quer le besoin de généralité dans la com-
préhension du phénomene étudié (voir
aussi [.2.1).
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On obtient alors, dans le cas de EP1 :
S(t) = Sp[1 — (v/V).(¢/m)] "

So
[1+ (v/V).(¢/n)]"

dans le cas de EP2.

et S@) =

L’institutionalisation de cette premiere
branche de la situation devrait alors étre, au
plan particulier du phénomene étudié, une
conjecture : les deux fonctions précédentes
devraient, pour chaque valeur de ¢, converger
quand n tend vers l'infini, vers une quantité
S(¢) qui devrait étre la vraie quantité de sel
a l'instant ¢.

Un double saut épistémologique se profi-
lela:

— d’une part, I'idée qu'un phénomeéne réel ne
peut parfois étre modélisé que par un procé-
dé de passage a la limite propre aux mathé-
matiques, et plus précisément a 'analyse ;
quelque chose de réel, de concret, n’est ainsi
explicable qu’a travers des concepts abstraits
et non algébriques ;

— de lautre, le fait qu’une fonction a priori
inconnue, comme ¢ — S(¢) dans notre proble-
me, ne peut parfois étre obtenue que comme
limite (ici pour l'instant ponctuelle) d’une
suite de fonctions connues plus simples (des
polyndémes ou fractions rationnelles).

Si ce deuxiéme aspect ne pourra guére étre
développé en terminale (la preuve proposée
par exemple dans [5] pour 'exponentielle a du
mal a passer méme aupres des étudiants de
CAPES), par contre le premier est ['un des enjeux
philosophiques de la collaboration entre mathé-
matiques et physique. De nombreux textes
ont été publiés sur cette question, et nous
n’y reviendrons pas ici, mais nous insistons
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sur le fait qu’il ne faut absolument pas élu-
der cette question dans les classes : pas de
confrontation mathématiques-physique sans
réflexion épistémologique.

Pour conclure sur cette premiére branche
de la situation, nous voudrions évoquer le
probleme de la méthode d’Euler. Dans la dis-
crétisation mise spontanément en ceuvre par
les éleves, il n’y a ni équation différentielle,
ni solution d’une équation différentielle qu'on
souhaiterait approcher par une méthode
numérique : aucune « méthode d’Euler mathé-
matique ». Il n’apparait quune méthode d’Euler
physique, qui consiste a discrétiser un phé-
nomeéne réel en le regardant évoluer de facon
approchée a petits pas (ici, de temps). A notre
avis, c’est la seule discrétisation qu’on devrait
s’autoriser en terminale, ou la méthode d’Euler
mathématique n’a pas sa place. Elle est bien
trop difficile & comprendre. L’expérience
montre ainsi que méme les étudiants prépa-
rant Pagrégation de mathématiques en ont une
idée fausse : ils croient que la fonction affine
par morceau associée a cette méthode a ses
«sommets » sur le graphe de la solution cher-
chée, alors qu’en fait elle saute de solution en
solution. Ce fait est difficile a imaginer sans
un théoréme d’existence et unicité, et sans conce-
voir la notion de « champ de pentes » associé
a une équation différentielle, deux idées loin
d’un programme de terminale se contentant
d’effleurer la notion d’équation différentielle
a Poccasion de I'équation linéaire a coeffi-
cients constants.

11.3.2. La mise en équation différentielle

A T'issue de I’étape constituée par la pre-
miere branche de la situation, il faut main-
tenant introduire la deuxieéme branche, qui doit
se recentrer sur la PMAD. La motivation de
départ peut étre d’évaluer erreur faite dans
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le raisonnement de discrétisation pendant
une petite durée At (une minute d’abord, puis
t/n). Les éleves ont pris conscience de 'exis-
tence de cette erreur, ils savent que les for-
mules obtenues ne sont pas exactes, la ques-
tion a du sens pour eux. Comment évaluer
Perreur entre le véritable accroissement (néga-
tif) AS et celui utilisé dans la discrétisation :
— (vIV).S(t).A¢ ?

Le point de départ peut étre d’anticiper
sur le comportement de la fonction S : que nous
dit la physique (ou le bon sens) la-dessus ? La
réponse est implicite dans les constats de la
premiere étape : AS est négatif, S est conti-
nue. On peut inciter les éleves a tracer un
« graphe qualitatif » pour la fonction S (ils peu-
vent d’ailleurs y penser seuls, puisque ce
changement de registre a déja été utilisé dans
la premiere étape). On peut parier que tous
les graphes proposés vont faire apparaitre
une fonction décroissante, tendant vers 0 en
+ o, et continue. On peut alors faire discuter
les éleves sur ces trois propriétés : la pre-
miere n’est guére contestable, la deuxieme l'est
plus a priori. Pour la troisieme, on peut 'accep-
ter d’emblée, mais il parait préférable, pour
préparer la suite et pour mettre en valeur des
techniques d’analyse, de demander aux éléves :
«entre ¢t et t + At, peut-il partir beaucoup de
sel, si At est petit ? ».

Evaluer la quantité de sel qui part dans
le volume v At est délicat, puisque la concen-
tration du sel C(w) =S(u)/V est variable avec
u € [t, t + At]. Peut-on majorer C(u), c’est-a-
dire S(u) ? Oui par la propriété de décroissance :
pour tout u de I'intervalle, on a C(u) < S(#)/ V).
La variation AS de la quantité de sel entre ¢
et t + At (d’ailleurs négative) vérifie donc
I'inégalité :

[S(t+A)-S®)| = |AS| £ S@)/V.vAt,
et par suite AS peut étre rendu aussi petit qu'on
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veut en prenant A¢ assez petit : c’est la conti-
nuité de la fonction S (au moins a droite, on
peut omettre la continuité a gauche et la lais-
ser a faire en exercice ultérieur).

On peut alors passer a I'évaluation de
Perreur entre le véritable accroissement AS
et celui utilisé dans la discrétisation :
— (v/V) S(t) At . L’idée de majorer et minorer
la concentration C(u) pour tous les u de
[, t + At] devrait étre naturelle, puisque la moi-
tié vient d’étre fait. Une premiere méthode
devrait ainsi apparaitre : par décroissance
de S, on a un encadrement :

SE+A)/VSCw)<S@®/V,
et par suite :
—[S®) / V]I.v.At <AS < — [S(¢ + At) / V].v.AL .

L’erreur entre AS et — (v/V).S(¢).At
vérifie donc :

0 <AS + [SE/V].v.At < V.[(S@) — S + AD/V).AE .

La continuité de la fonction S prouve
alors que cette erreur est o(At), ce qui est
exactement ce qu’il faut pour conclure que S
est dérivable en ¢ et qu'on a S’(¢) = — (v/V). S(t)
(en fait il s’agit de la dérivée a droite...). Cet
argument final sera d’autant plus aisé pour
les éleves qu’ils auront tiré le bilan de I'étape
précédente de 'ingénierie sur les liens entre
négligeabilité, dérivabilité et erreur relative
dans un accroissement différentiel.

La conclusion en ce qui concerne le pro-
bleme physique posé est que la fonction
inconnue ¢ — S(¢) vérifie une équation dif-
férentielle S'(t) = — (v/V).S(¢), et qu’'on peut
conjecturer que les deux suites de fonctions
obtenues a I'issue de la premiére branche de
la situation convergent, quand n tend vers
Iinfini, vers une solution de cette équation
différentielle.

43



MISE EN EQUATION DIFFERENTIELLE
ET MESURE DES GRANDEURS

Un pas supplémentaire reste a faire :
’enseignant devrait présenter a l'issue
de la méthode précédente une variante uti-
lisant un €, pour améliorer la compré-
hension de la continuité, et montrer que
la monotonie de la fonction cherchée n’est
pas essentielle, méme s’il est plus simple
de s’en servir.

Il s’agit de prouver que, pour € > 0 donné,
on peut rendre l'erreur |AS + (S@)/V).v.At |
plus petite que €At . La fonction (v/V)S étant
continue, elle varie peu sur [¢, ¢ + At] si At est
assez petit, donc pour u dans cet intervalle on
a 'encadrement :

(v/V).S(t) — e < (v/V).S(u) < (v/V).S(2) + €.

On a donc un encadrement de v.C(u), et par
suite de AS :

— [(v/V).S(t) + €].At < AS < — [(v/V).S(¢) — €] At

c’est-a-dire |AS + (S()/V).v.At| <e.At, ce qui
est I'inégalité cherchée exprimant la négli-
geabilité de ’erreur devant At .

Une variante peut utiliser le maximum
et le minimum de S(u) pour u € [¢, ¢ + At].

Evidemment, ce type de raisonnement
n’est pas immédiat au début. Ce qui le
motive ici est la recherche de la taille d’'une
erreur dans une évaluation d’un petit
accroissement d’une grandeur en jeu dans
un probléeme de physique. C’est lui qu’il
faut institutionaliser, avec sa variante uti-
lisant la monotonie, & I'issue des deux situa-
tions sur le probleme 3.2° et le probleme 5.
C’est essentiellement la PMAD. On la
retrouvera dans la suite de l'ingénierie
avec le calcul du volume d’un solide de
révolution a méridienne r = f(z) continue,
et avec le probléeme 8 du barrage.
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II1. Faire évoluer la
pratique des programmes ?

L’approche que nous avons proposée
demande a étre confrontée a la pratique des
programmes actuels (plus sans doute qu’a
leur contenu littéral). Deux questions se
posent.

(1) Peut-on vraiment faire de facon profitable
de la physique en classe de mathéma-
tiques sans s’en donner les moyens mathé-
matiques, si on veut apporter aux éleves
autre chose que ce que 'enseignement de
physique peut déja leur apporter ? Quels
sont alors ces moyens ?

(2) Inversement, la confrontation avec
la physique peut-elle permettre de
construire des savoirs et des habile-
tés mathématiques que la lettre des
seuls programmes mathématiques
rend improbables ?

Il nous semble avoir montré que la répon-
se a la question (1) consiste essentiellement
en la prise de conscience d’'une procédure
mathématique de 1’accroissement différen-
tiel, apport spécifique des mathématiques a
ces questions de MED et de MGI, et que cela
demandait une pratique de certains aspects
de 'analyse : négligeabilité, liens avec la déri-
vabilité et la notion d’erreur relative dans
une procédure différentielle, majorations et
encadrements, un peu d’'usage de la conti-
nuité avec des e, usage de notations symbo-
liques permettant un certain jeu avec des
parametres.

L’ingénierie proposée, et en particulier les
situations autour des probleémes 3.2° (la cana-
lisation poreuse) et 5 (dilution du sel), nous
semble indiquer (sous réserve de sa viabilité
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dans les classes) qu'une réponse affirmative
a la question (2) est possible.

Cela est d’autant plus intéressant que, pour
faire intervenir ces techniques d’analyse, on
est pratiquement obligé de travailler avec
des fonctions non précisées, encore inconnues
en début de probléme, ce qui est exactement
le cas des problemes de physique. Or le conte-
nu des programmes mathématiques actuels
de la terminale ne propose et ne permet pro-
bablement aucune situation permettant le
jeu sur ces techniques : il y a juste quelques
théoremes du cours sur la continuité ou la déri-
vabilité automatique de fonctions non préci-
sées (somme, produit...), mais seules les
preuves de ces résultats obligeraient a ce jeu,
et elles sont hors programmes — et sans véri-
table motivation. Il y avait & une époque la
fonction réciproque, mais elle a disparu des
programmes...

En définitive, I'intervention des mathé-
matiques sur les problemes de MED et de
MGI exige un approfondissement des
savoirs et pratiques des éleves en analy-
se, et en méme temps c’est le seul lieu ou,
en I’état actuel de la lettre des pro-
grammes, cet approfondissement puisse
étre développé.

MISE EN EQUATION DIFFERENTIELLE
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Ainsi, faire de la physique en classe de
mathématiques peut étre 'occasion de faire évo-
luer la pratique des programmes mathématiques,
et peut-étre de préparer les évolutions futures
de la lettre de ces programmes, sans doute inévi-
tables si on veut que les liens mathématiques-
physique souhaités se développent de fagon
durable.
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L’exponentielle comme « débouché »
ANNEXE de la situation de la dilution du sel

Il se peut que des éléves curieux aiment en savoir plus sur la conjecture globale qui conclut
la situation 5 :

Conjecture : les fonctions :
So
[1+ /V).(¢/m)]"

convergent, quand n tend vers l'infini, et pour ¢ > 0, vers une méme fonction ¢ — S(¢) qui
vérifie 'équation différentielle S’ =— (v/V) S, et est donc la solution du probleme physique
de dilution du sel.

Gp(®) =Sg [1 - /V).(t/m)]» et H,@) =

En voici une preuve simple (le lecteur jugera lui-méme si elle est plus simple que celle
de [5], en tout cas elle parait plus naturelle, voir la remarque finale).

Quatre énoncés mathématiques

n

2
Lemme 1. Six 20, la suite ey(x) =1+x + x_‘ + .+ % converge, quand n tend vers +eo
vers un nombre noté exp(x), et exp(x) > 1. ’

2 n n
Lemme 2. Sixestréel, et u,(x)=1+x+ L+ _a+%) ona |un@)| < [x%exp(|x|)]/n,
2! n! n

et par suite u,(x) >0 quand n —+eo .
Lemme 3. Si x >0, la fonction exp est dérivable, et exp’(x) = exp(x).
Lemme 4. Six >0, la fonction x — f(x) = 1/exp(x) est dérivable, et f(x) = — f(x).

Retour a la physique et a la conjecture

So

Par les lemmes 1 et 2, H,(#) > S@#) = xp(tv V)

quand n —+e . Par le lemme 4 et la

dérivée d’'une fonction composée, S’(¢) = — \27 S(t) .

Reste a montrer que G,(¢) —» S(¢) quand n —+e . On prend n > ¢ \X] .Alorson a:

Gn(?) 2
- _ 2 2 2 2 <
.00 [1-2/VY).2/nY)]" <1,
et par suite :
Gn® _ 1 1oz gaymmn VL A A vit?
0<1- H—n(t)_l [1- 2/ V3. n?) _V2n2[1+(1 V2n2)+"'+(1 Van) ] < Vn®

On en conclut bien que G,(¢) — S(¢) quand n — +eo .
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Preuve des lemmes mathématiques

1) La suite e,(x) est croissante, il suffit de montrer qu’elle est majorée a partir d’un certain
rang. En notant [x] la partie entiere de x , on a [x] + 2 > x , et en majorant, pour n > [x],

[x]+1

apres y avoir mis en facteur ([;C]T)' , les termes de la somme d’indices entre [x] + 1 et n

par ceux d’'une progression géométrique de raison , on a la majoration :

_x
[x] +2
xz xn x[x]+1 [x]+2

en()S1tx+ Sr 44 TH ¥ T o x

= m(x), indépendant de n.

n

2)Ona: |u,x)| = ] ’li—];[l_n(n_l)-;in—k*'l)] Skgz |192J! [1_((n—ﬁ+1))k]

n

O gk, qoklpy ol 3 kD
k=2 k! n n n n k=2 k!

w5 vem(r))
n

n p=0 p!

3) Une utilisation de la formule du binéme donne facilement la relation, pourx >0eth=0:
n k-1
legx + ) —en@) /h]—ep 10 =h X [ X Clxrhs1] ;
k=1 k! p=0

on en déduit , pour |h| <1, la majoration :

k
@+ |h|explx +1).

[(enlx +h) —en(0)) /01— en_l(x)‘ <|h| X <

En faisant tendre n vers +eo on obtient |[(exp(x +h)—exp(x))/h] —expx)| < |h| exp(x + 1).

On obtient donc le résultat en faisant tendre h vers 0.

4) Le lemme 4 est un corollaire immédiat du lemme 3. On peut ensuite définir exp(x) pour
x <0, trouver les propriétés de ’exponentielle, etc.

.n-k+1
nk

no _
kZ % nn-1). , on voit bien que

Remarque. En écrivant (1 + f—l =1+

k
x_‘ tend vers 1 quand n tend vers l'infini. Il est donc assez natu-

pour k fixé le coefficient de "

x? x"
rel de comparer la somme précédente a 1 +x + o + ...+ o
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