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Mais le calcul formel change aussi nos pra-
tiques de recherche (ce qui est une autre his-
toire) et donc amène une évolution dans la pro-
duction de mathématiques et de leur
enseignement.

Les exemples sont donnés avec le logiciel
“Maple”, et sont issus de cours donnés en
licence de mathématiques et à la prépara-
tion à l’agrégation. Les illustrations auraient
pu être faites avec d’autres logiciel comme
Mupad, Mathematica, Maxima, etc. les dif-
férences sont minimes. On en donnera des ver-
sions simplifiées telles que de fait la plupart
seront transposables et donc utilisables avec
le logiciel “Derive”, très répandu dans les éta-
blissements du secondaire (et nettement
moins cher, c’est important).

Introduction

Il existe deux sortes de logiciels de calcul
symbolique qui bousculent nos pratiques : les
logiciels de géométrie dynamique et ceux de
calcul formel.

L’utilisation du calcul formel renouvelle
profondément notre rapport à l’enseignement
des mathématiques. Bien sûr, les exemples que
nous donnerons sont des produits manufacturés
qui masquent les nombreux allers-retours
entre réflexion théorique et mise en pratique.
Comme le calcul formel permet de par son
langage une grande interaction entre la pro-
grammation et les mathématiques, il remet à
l’honneur l’aspect expérimental de celles-ci, mais
aussi fait apparaître un nouveau “triangle
didactique” entre l’apprenant, le formateur
et la machine.

Ce texte est issu d’une conféren-
ce donnée à Lille lors des “Journées
académiques” d’avril 2005 sur le
thème “apport des TICE dans l’ensei-
gnement des mathématiques” orga-
nisées par l’Irem de Lille et l’Inspec-
tion pédagogique régionale de
mathématiques de l’académie de Lille.
Le dessin ci-contre est une version
du logo de ces journées.
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Le but essentiel de mon propos n’est
pas tant de donner des exemples directement
transposables dans les classes, il existe une
nombreuse littérature à ce sujet, mais,
comme je le dis toujours aux étudiants, de
savoir utiliser un logiciel de calcul formel
pour faire des mathématiques ! Je présen-
terai d’abord trois préjugés puis j’insisterai
sur la nécessité de nommer les objets, véri-
fier les résultats ; j’examinerai l’aspect
“boîte noire” des procédures et l’existence
de “théorèmes d’un logiciel formel”. Quelle
théorie de l’intégration est-elle implémen-
tée ? C’est une question qui soulève bien des
problèmes ainsi que le fait qu’il n’y a pas de
corrigé type. Je terminerai par une brève
introduction sur l’outil par excellence de
tout calcul formel, celui de procédure.

1. — Trois préjugés :  Le logiciel peut
tout faire ; il ne sait rien faire ; il se trom-
pe souvent.

A — “Le logiciel peut tout faire” : c’est mani-
festement faux, il y a des problèmes pour les-
quels le calcul formel n’est pas d’un grand
secours. Si je vous demande d’intégrer l’équa-
tion différentielle y” = 0 , qu’allez-vous me
répondre ? y(t) = at + b probablement ; le
logiciel va répondre de la même manière. 

J’aime bien cette équation y”(t) = 0 car elle
exprime un principe fondamental de la méca-
nique stipulant qu’un corps en chute libre
possède une accélération nulle. Et pourtant
c’est un problème mal posé ; en effet on résout
une équation différentielle dans un espace
de fonctions précis.

Par exemple intégrons y”(t) = 0 dans
C 2

(R) (l’ensemble des fonctions deux fois

continûment dérivables sur R), puis dans 

C 2
(R – Z) (l’ensemble des fonctions deux fois

continûment dérivables sur R – Z) puis dans 
L1

(R – Z) (l’ensemble des fonctions inté-

grables sur R) et enfin dans l’ensemble des
fonctions continues sur R et différentiables
en aucun point (si, si, cette question a du
sens, le mouvement brownien serait solu-
tion, c’est une recherche actuelle).

Il est évident que les espaces de solu-
tions sont très différents. Pour ce type de
problèmes, un logiciel de calcul formel n’est
d’aucune utilité.

B — “Le logiciel ne sait rien faire” : alors
pourquoi Maple résout-il quasiment instan-
tanément les équations différentielles pro-
posées dans les livres utilisés pour la prépa-
ration à l’Agrégation, par exemple celui de J.-P.
Demailly (Analyse numérique et équations dif-
férentielles) ?

C — “Le logiciel se trompe souvent” : ceci est
vrai et faux, le préjugé est alors de croire que
l’on n’y peut rien. De fait quand la réponse est
erronée, la plupart du temps cela provient de
l’utilisateur qui “force le logiciel à répondre
faux”. Les “bugs” sont de plus en plus rares.

2. — Nommer, Vérifier. Etude de la
limite d’une fonction.

Entrons et nommons ƒ la fonction suivante :

> ƒ := (sinh(sin(x)) – sin(sinh(x)))/(tanh(tan(x))
– tan(tanh(x)));

ƒ :=

Demandons la limite de cette fonction en 0 :

> limit(ƒ, x = 0); –1—
2

sinh(sin(x)) – sin(sinh(x))––––––––––––––––––––
tanh(tan(x)) – tan(tanh(x))
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On peut avoir un affichage plus explicite :

> Limit(ƒ, x = 0) = limit(ƒ, x = 0);

= –1/2

Est-ce juste ? Quelles vérifications pos-
sibles ? Autrement dit la réponse –1/2 du
logiciel est-elle valide, comment le vérifier ?

Voici deux vérifications possibles (il y en
a d’autres) ; une première par l’étude des
développements limités du numérateur et du
dénominateur, une deuxième graphique.

Nous avons nommé la fonction, cela per-
met de prendre son numérateur et son déno-
minateur facilement ; de plus nommer un
objet mathématique c’est aussi se l’appro-
prier, mieux le saisir ; et l’on sait combien il
est psychologiquement important de nom-
mer dans la vie courante, c’est la même chose
en mathématique, en plus de l’aspect pra-
tique dans l’utilisation d’un calcul formel.

> numerateur := numer(ƒ);

numerateur := – sinh (sin (x)) + sin (sinh (x))

> denominateur := denom(f);

denominateur := – tanh (tan (x)) + tan (tanh (x))

Faisons maintenant un développement
limité du numérateur en utilisant l’instruc-
tion Taylor :

> taylor(numerateur, x = 0, 5);

O (x 5)

Faisons ce développement à l’ordre 11 :

> tn := taylor(numerateur, x = 0, 12);

tn := x 7 – x 11 + O (x 12)1–––
1575

1—
45

sinh(sin(x)) – sin(sinh(x))––––––––––––––––––––
tanh(tan(x)) – tan(tanh(x))

lim
x → 0

> td := taylor(denominateur, x, 12);

td := – x 7 + x 11 + O (x 12)

Cette première vérification est finie, puis-
qu’à l’évidence la limite du quotient de ces deux
développements est –1/2 ; on remarque que
si l’on voulait vérifier à la main (papier et crayon)
le résultat, il faudrait prendre du temps et être
méticuleux, car il faudrait faire des dévelop-
pements à l’ordre 8 au minimum ! Passons à
une vérification de “nature numérique”, c’est-
à-dire non plus formelle mais comme on dit
en “flottant”, avec des décimaux :

> plot(f, x = -1..1);

26–––
4725

2—
45
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Il apparaît visuellement sur le tracé de
gauche que la limite est bien –1/2 , mais avec
un affolement numérique vers zéro. Le tracé
à droite est obtenu en faisant un zoom :

> plot(ƒ, x = –1/30..1/30);

nous obtenons une confirmation visuelle
(numérique) de ce que l’on pouvait déduire du
premier tracé.

Alors la limite est-elle exacte ? N’y a-t-il
pas une machination du logiciel donnant le
même résultat ? On pourrait faire encore
d’autres vérifications, par exemple en itérant
sept fois la règle de l’Hospital... De fait un logi-
ciel de calcul formel ne donnera jamais une
démonstration en toute rigueur ! Cependant
si plusieurs vérifications donnent le même résul-
tat, on peut être persuadé de la validité de celui-
ci. On remarquera au passage que chaque
vérification nécessite la mobilisation de savoirs
mathématiques, et donc “on fait des mathé-
matiques” en cherchant des protocoles de
vérifications différentes.

Le logiciel “Derive” échoue face à cette fonc-
tion ; mais on peut faire le même travail en
terminale avec la fonction 

[sin(x) – sinh(x)] / [tan(x) – tanh(x)]

par exemple.

Suggestion : On peut tracer le graphe de
cette fonction (> plot(ƒ, x = 0..100);) et se
demander si le graphe est bien correct... et
comment vérifier.

3. — De la boîte noire à la boîte grise.

Chaque instruction d’un calcul formel est
de fait une boîte noire car on ne sait pas, a prio-
ri, ce qu’elle fait, on ne sait pas comment elle
a été programmée. Un exemple (presque au

hasard) : que fait donc l’instruction (la procédure)
limit que nous venons d’utiliser ?

Examinons la réponse que le logiciel va
donner à la recherche de la limite de sin(x) quand
x tend vers l’infini.

> Limit(sin(x), x = infinity) = limit(sin(x), x = infi-
nity);

sin (x) = –1 . . . 1

Que signifie cette réponse du logiciel ?

> Limit(a * sin(x), x = infinity) = limit(a * sin(x),
x = infinity);

a sin (x) = min (a,– a) . . .max (a,– a)

Est-ce un peu moins opaque ? On reconnaît
la notation d’un segment par le logiciel Maple.
Est-ce l’ensemble des valeurs d’adhérence ?
Si oui la réponse est exacte, mais alors cette
instruction limit ne cherche pas la limite ! Que
fait-elle donc ? Un autre exemple :

> Limit((–1) n, n = infinity) = limit((–1) n, 
n = infinity);

(-1) n = – 1 . . . 1

La réponse ne laisse pas de doute dans ce cas,
limit nous donne le segment ayant pour bornes
la limite inférieure et la limite supérieure de
cette suite.

La boîte noire limit devient grise, mais
que fait-elle vraiment ? Donne-t-elle le seg-
ment contenant toute les valeurs d’adhé-
rence possibles en calculant les limites infé-
rieure et supérieure ? On est obligé de faire
des mathématiques (définitions de valeur
d’adhérence, de limite inférieure,...). Heu-
reusement que lorsque ces limites inférieu-

lim
x → ∞

lim
x → ∞

lim
x → ∞
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re et supérieure coïncident alors on obtient
la limite. Pour que cette boîte noire devien-
ne blanche, il faudrait étudier ce que l’on
appelle “le code source” que l’on ne connaît
évidemment pas. Un aspect important est
le fait de recourir à l’aide (Help) du logiciel ;
il y a toujours un paragraphe “Description”
qui permet de “dégriser” une boîte noire.

4. — Sur les théorèmes de calcul formel.
L’exemple de la permutation de la limite et de
l’intégrale.

Soit x /→ g(x) une fonction (définie sur R) ;
alors l’instruction :

> Limit(int(g(x), x = a * y..b * y), y = 0) 
= limit(int(g(x), x = a * y..b * y), y = 0);

donne g (x) dx = 0.

Notre fonction g étant formelle, nous avons
donc le résultat que je nomme THEOREME
FORMEL :

> THEOREME FORMEL := Limit(int(g(x), 
x = a * y..b * y), y = 0) = limit(int(g(x), x = a *
y..b  * y), y = 0);

THEOREME FORMEL := g (x) dx = 0

Est-ce toujours vrai ? prenons l’exemple de
sin(x)/x 2 que nous pouvons substituer à g(x)
dans notre THEOREME FORMEL :

> subs(g(x) = sin(x)/x2, THEOREME FORMEL);

dx = 0sin(x)––––
x 2

by

∫
ay

lim
y → 0

by

∫
ay

lim
y → 0

by

∫
ay

lim
y → 0

mais si l’on calcule directement :

> Limit(Int(sin(x)/x 2, x = 3 * y..2 * y), y = 0) =
limit(int(sin(x)/x 2, x = 3 * y..2 * y), y = 0);

dx = ln(2) – ln(3)

Qu’est-ce qui est juste ? On notera la
nécessité de contrôles, avec retour à la
théorie. Le théorème formel est un théo-
rème mathématiquement juste pour les
fonctions continues et bornées au voisi-
nage de la limite, ce qui n’est pas le cas
de notre fonction sin(x)/x 2 ; le résultat 
ln(2) – ln(3) est bien le bon. Il est impor-
tant de signaler qu’un aspect de la puis-
sance d’un calcul formel provient du fait
qu’il admet comme théorèmes tout ce qui
concerne des permutations d’opérations
(limite, intégrale, série, dérivée, ...). Les
procédures prédéfinies sont program-
mées souvent sous la forme d’un arbre,
et donc quand un calcul pas à pas échoue,
le logiciel utilise d’autres branches qui
utilisent ces théorèmes génériques. C’est
à l’utilisateur de se méfier.

5. — Quelle théorie de l’intégration ?

On sait qu’il existe plusieurs théories
de l’intégration, celle de Riemann, celle de
Riemann généralisée, celle de Lebesgue.
Elles n’intègrent pas les mêmes fonctions,
car il existe des fonctions intégrables au sens
de Lebesgue, non intégrables au sens de Rie-
mann ; de même il existe des fonctions
intégrables au sens de Riemann générali-
sée mais non intégrables au sens de Lebesgue.
La question se pose donc de savoir quelle
théorie est implémentée dans un logiciel de
calcul formel.

sin(x)––––
x 2

2y

∫
3y

lim
y → 0
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Dans la mesure où c’est assez technique,
je mets ce problème en annexe ; cependant je
vous livre le résultat essentiel : le logiciel
intègre (correctement) des fonctions Lebesgue-
intégrables et non Riemann-intégrables ; de
même ce logiciel intègre des fonctions Riemann-
généralisée-intégrables qui ne sont pas
Lebesgue-intégrables ! Alors quelle théorie est-
elle implémentée ?... C’est la “théorie Maple
de l’intégration”. Nous devons donc faire très
attention lorsque l’on cherche à intégrer une
fonction et au vu d’un résultat fourni par le
logiciel, revenir aux théories de l’intégration
pour saisir le sens du résultat et faire des véri-
fications. Et si l’on s’amuse à dire que la
machine s’est trompée, c’est une erreur, en fait
c’est l’utilisateur qui a forcé la machine à
fournir un résultat faux en ne prenant pas des
précautions théoriques qui s’imposent. Là
encore on fait des mathématiques.

Il semble surprenant qu’un logiciel de
calcul formel puisse intégrer des fonctions
Lebesgue intégrables et non Riemann-inté-
grables.

Il y a deux raisons que je vois qui per-
mettent de saisir que cela est pourtant pos-
sible. La première est liée à la structure en
arbre des procédures, mais la deuxième plus
fondamentale provient du typage des nombres
dans un calcul formel ; en effet il faut se rap-
peler que, pour un logiciel, un entier n’est
pas un décimal, qu’un décimal n’est pas un
rationnel et qu’un rationnel n’est pas un
réel. J’oserai dire que le concept de typage
(concept d’informatique) a un lien avec celui
de borélien (concept de la théorie de l’inté-
grale de Lebesgue). Je pense que les concep-
teurs des “noyaux durs” des procédures
d’intégration en calcul formel n’ont pas
pensé à cela lors de leur implémentation
(sinon ils l’auraient dit).

6. — Pas de corrigé type. le “triangle
didactique”.

J’ai insisté sur le fait qu’il fallait vérifier,
réfléchir sur les stratégies de vérifications
possibles ; et il est naturel de penser que der-
rière presque toute vérification il y a un théo-
rème mathématique. Une expérience de 15 ans
d’enseignement de calcul formel m’a montré
que régulièrement des étudiants ont trouvé
des procédures de vérifications auxquelles je
n’avais jamais pensé, certaines très élégantes,
d’autres impossibles à faire avec papier et
crayon (tellement les calculs seraient longs),
mais la puissance de calcul d’un ordinateur
efface souvent ce problème de technicité et de
longueur de calcul. Ainsi je témoigne qu’il
n’existe pas de corrigé type pour un exercice
donné à résoudre avec un logiciel de calcul for-
mel. Comme tout membre de l’Irem de Lyon,
je suis évidemment très sensibilisé à la pra-
tique des “problèmes ouverts”. Poser un pro-
blème sous forme ouverte, c’est une florai-
son de stratégies de résolution qui s’exprime
avec de tels logiciels.

Mais derrière cette réalité “pas de corri-
gé type” se cache un problème, disons de
nature didactique, plus profond : je le nomme
“le triangle didactique”. Il existe beaucoup
de livres pour s’initier (ou approfondir) à la
pratique d’un calcul formel. J’ai toujours été
déçu par ces livres, et pourtant certains ont
été rédigés par des collègues que j’estime
beaucoup. Avec des collègues de Lyon (Olivier
Marguin, Michel Cretin et Nik Lygeros) on a
réfléchi beaucoup sur la rédaction de documents
transmissibles pour un ”auto-apprentissa-
ge”. Bilan : à chaque personne, une manière
de mettre en œuvre un logiciel de calcul for-
mel ; pas de meilleure manière, chaque tem-
pérament d’enseignant, de chercheur, s’expri-
me dans la manière d’utiliser un calcul formel.
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De même chaque étudiant appréhende de
manière très personnalisée de tels logiciels.
Bref je ne vois pas comment transmettre mon
savoir (faire ou théorique) par l’intermédiai-
re d’un livre. Il y a “l’enseignant”, “l’apprenant”
et la “machine”. Un triplet “enseignant-élève-
machine” avec tant d’interactions dans ce tri-
angle dynamique... que pour moi le bon manuel
d’apprentissage est quasiment un pari impos-
sible (et je le répète, malgré la qualité admi-
rable des auteurs).

Savoirs faire et savoirs savants sont imbri-
qués, et c’est le nœud de ce que j’appelle le “tri-
angle didactique”.

7. — Sur les procédures. Sur le thème : le
nombre 19 m’intrigue

Les procédures, l’OUTIL par excellence
de tout calcul formel !

En effet cet outil permet de manipuler,
tester, conjecturer puis vérifier des proprié-
tés avec une efficacité redoutable. On peut en
effet transformer une idée en conjecture ou
faire émerger rapidement des contre-exemples
qui permettent de faire évoluer les idées ...
C’est ce que je voudrais illustrer sur le thème :
le nombre 19 m’intrigue.

Pourquoi le nombre 19 ? Il y a quelques
années une équipe internationale s’est mise
en chasse pour trouver des suites de nombres
premiers consécutifs et en progression arith-
métique. La plus longue connue comportait
7 nombres. Nous avons trouvé une suite de
8 nombres, puis avec l’aide de 200 personnes
(et de leurs ordinateurs) nous avons trouvé
une suite de 9 nombres premiers consécu-
tifs en progression arithmétique de raison
210 = 2*3*5*7.

L’équipe voulait s’arrêter là, mais avec
mon collègue Nik nous avons proposé de
continuer en changeant l’initialisation du pro-
gramme ; l’initialisation que j’ai proposée était
basée sur le nombre 19 pour des raisons à
la fois intuitives et expérimentales. L’équi-
pe s’est reformée, et trois mois après le
record de 10 nombres tombait, plus de 100
fois plus rapidement que ne le prévoyaient
des estimations probabilistes. Etait-ce un heu-
reux hasard, ou est-ce lié à des propriétés
de ce nombre 19 ? En tout cas notre algorithme
n’est pas assez performant pour espérer
obtenir une suite de 11 nombres, car les
estimations probabilistes nous donnent un
temps de calcul de l’ordre de l’âge de l’uni-
vers ! Depuis le nombre 19 m’intrigue et je
cherche des propriétés arithmétiques de ce
nombre. Ce faisant j’ai écrit des tas de petites
procédures pour trouver des propriétés
concernant ce nombre 19.

Partons du fait que 19 2 = 361 = 1 modu-
lo 30, et 17 2 = 19 modulo 30 ; autrement dit
le reste de la division euclidienne de 19 2 par
30 est 1 et celui de 17 2 par 30 vaut 19.

Par ailleurs 30 = 2*3*5 est le produit
des trois premiers nombres premiers, ce
qui a une importance dans la recherche de
progressions arithmétiques de nombres
premiers.

problème 1 : quels sont les couples d’entiers
(n,i) tels que i soit premier, i 2 = 1 modulo n
et (i – 2) 2 = i modulo n ?

Ecrivons une procédure pour la recherche
de tels couples ; elle consiste à parcourir tous
les nombres impairs entre 3 et n et à tester
les trois propriétés souhaitées. On va la nom-
mer “couple” et va s’écrire avec le logiciel de
la manière suivante :
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couple :=proc(n)
local i,L;

L :=NULL ;
for i from 3 by 2 to n do

if isprime(i) and (i)2 mod n=1 and 
(i – 2)2 mod n=i then L :=[n, i] end if

end do ;
L

end proc

On applique alors la procédure couple que
l’on vient de définir pour n = 30 :

> couple(30);
[30, 19]

puis on cherche les premiers couples [n,i], en
calculant la suite (par l’instruction seq) des
couples vérifiant l’énoncé du problème 1 :

> seq(couple(n),n=2..400) ;

[30, 19], [35, 29], [45, 19], [70, 29], [90, 19],
[110, 89], [130, 79], [135, 109], [140, 29],
[145, 59], [180, 109], [185, 149], [195, 79], 
[220, 89], [230, 139], [270, 109], [285, 229],
[290, 59], [330, 199], [335, 269], [345, 139],

[370, 149], [380, 229], [390, 79]

On peut écrire des procédures différentes
qui mènent au même résultat ; par exemple
pour les utilisateurs du logiciel Derive, il peut
être plus simple de scinder la procédure en uti-
lisant deux fonctions :

> test :=(n, i)– >if isprime(i) and (i)2 mod
n=1 and (i – 2)2 mod n=i then [n,i] else NULL
end if ;
> couplef :=n– > seq(test(n, 2 * i + 1), 
i = 1..n/2) ;

puis on vérifie pour n=30

> couplef(30) ; [30, 19]

puis on cherche les premiers couples [n,i] en
utilisant ces fonctions

> seq(couplef(n),n=2..400) ;

et on obtient bien les mêmes résultats.

problème 1bis : On cherche les couples [n,k]
qui vérifient de plus : k – 2 est un nombre
premier ; on modifie la procédure “couple”
en introduisant une condition supplé-
mentaire dans le test ; je la nomme “cou-
plej” avec “j” signifiant que k – 2 et k sont
des premiers jumeaux :

couplej :=proc(n)
local i,L;

L := NULL ;
for i from 3 by 2 to n do

if isprime(i) and isprime(i – 2) and (i)2

mod n=1 and (i – 2)2 mod n=i
then L := [n, i] end if

end do ;
L

end proc

puis on cherche ces couples

> L :=seq(couplej(n),n=2..1000) ;

L := [30, 19], [45, 19], [90, 19], [135, 109], 
[180, 109], [230, 139], [270, 109], [285, 229],
[330, 199], [345, 139], [380, 229], [435, 349], 
[495, 199], [540, 109], [570, 229], [580, 349],

[690, 139], [870, 349], [990, 199]

Il y en a très peu ; 19 a donc une drôle de
propriété et est le premier d’une suite ayant
cette même propriété.

Mais à la suite d’une remarque d’un ami
(animateur à l’Irem de Lyon) sur les divi-
seurs de 18 = 19 – 1, et remarquant que 
30 = 5/3 *(19 – 1), j’ai voulu voir ce qu’il en était
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pour les autres nombres trouvés et tester le
lemme suivant :

Lemme :
(19 + 30 * k)2 = 1 mod. 5/3 * (18 + 30 * k) et
(17 + 30 * k)2 = 19 + 30 * k mod. 5/3 * (18 + 30 * k).

> verif1 :=k– > (19 + 30 * k)2 mod 5/3 * (18
+ 30 * k) :

> seq(verif1(k),k=0..30) ;

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1

> verif2 :=k– > (17 + 30 * k)2 mod 5/3 * (18
+ 30 * k) – (19 + 30 * k) :

> seq(verif2(k),k=0..30) ;

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

Il me restait à prendre du papier et un
crayon pour démontrer ce lemme, chose faite.

Les nombres que l’on vient de trouver
sont des nombres premiers jumeaux de la
forme 17 + 30 * n, 19 + 30 * n, d’où le problème
suivant :

problème 2 : Y a t-il d’autres jumeaux se ter-
minant par 7 et 9 ?

Ici on écrit une procédure des plus simples
via la fonction :

> jumeaux :=n– > if isprime(9 + 10 * n) and
isprime(7 + 10 * n) then 9 + 10 * n end if ;

> Lj :=seq(jumeaux(i),i=1..100) ;

Lj := 19, 109, 139, 199, 229, 
349, 619, 829, 859

> [Lj] mod 30 ;# vérification

[19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19]

Il semble que nous avons bien trouvé tous les

jumeaux se terminant par 7 et 9, il reste à
prendre du papier et un crayon pour le démon-
trer. Au passage signalons que l’on n’a toujours
pas démontré qu’il existe un infinité de pre-
miers jumeaux. Mais passons à un autre
aspect : la découverte d’une propriété peut per-
mettre d’accélérer une procédure.

On s’intéresse aux quadruplets de nombres
premiers tels que (11,13,17,19) ou (5,7,11,13)
de la forme (i,i+2,i+6,i+8). Ce sont des nombres
premiers consécutifs et on a deux couples de
jumeaux. Cherchons les suivants à l’aide
d’une procédure que je nomme quadruplet :

quadruplet :=proc(n)
local i ;

i :=3+2*n ;
if isprime(i) and isprime(i – 2) and 
isprime(i – 6) and isprime(i – 8)
then return([i-8,i-6,i-2,i]) end if

end proc

On exécute cette procédure, par exemple
pour i variant de 0 à 500.

> [seq(quadruplet(i),i=0..500)] ;

[[5, 7, 11, 13], [11, 13, 17, 19], 
[101, 103, 107, 109], [191, 193, 197, 199], 

[821, 823, 827, 829]]

On peut modifier légèrement cette pro-
cédure en ne faisant apparaître que le dernier
nombre du quadruplet, ce qui donne :

> L :=[seq(quadruplet(i),i=0..3000)] ;

L := [13, 19, 109, 199, 829, 1489, 
1879, 2089, 3259, 3469, 5659]

Calculons chacun de ces termes modulo 30 :

> L mod 30 ;

[13, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19]
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Une propriété émerge : à part le premier
quadruplet, tous vérifient i = 19 modulo 30.
Je prend une feuille de papier et je démontre
cette propriété. Ce résultat permet une pro-
cédure 15 fois plus rapide en faisant varier i
de 30 en 30 à partir de 19 au lieu de faire varier
i de 2 en 2 à partir de 3.

En limitant la recherche à 150 000 on trou-
ve alors très rapidement :

[19, 109, 199, 829, 1489, 1879, 2089, 3259,
3469, 5659, 9439, 13009, 15649, 15739,

16069, 18049, 18919, 19429, 21019, 22279,
25309, 31729, 34849, 43789, 51349, 55339,
62989, 67219, 69499, 72229, 77269, 79699,

81049, 82729, 88819, 97849, 99139,
101119, 109849, 116539, 119299, 122209, 

135469, 144169]

Au lecteur de laisser aller son imagination ...,
et de chercher d’autres propriétés de ce nombre
19 qui m’intrigue toujours.

Conclusion

J’espère avoir pu faire passer l’essentiel
de mon message qui se résume ainsi : lorsque
qu’on utilise un logiciel de calcul formel, il est
non seulement souhaitable mais inévitable de
faire des mathématiques. Plus prosaïque-
ment, comme aime à le dire un collègue,
“l’ordinateur remplace la main mais pas la pen-
sée”. Nous avons vu également que les logi-
ciels de calculs symboliques bousculent nos pra-
tiques d’enseignement, par exemple, il n’y a
pas de corrigé type du fait de la multiplicité
d’approches ou de démarche de résolution et
de vérification.
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A l’aide de différents exemples, nous allons étudier quelle est la théorie de l’intégration
mise en œuvre par un logiciel de calcul formel.

Exemple 1: Des fonctions Lebesgue intégrables et non Riemann intégrables. Cherchons une
fonction g qui vaut a(x) sur les rationnels et b(x) ailleurs. Posons :

> g:=x–> if type(x,rational) then a(x) else b(x) end if;
g := proc(x)
option operator,arrow;

if type(x, rational) then a(x) else b(x) end if
end proc

> g(1),g(Pi),g(2/3),g(x),g(1.5);

a(1), b(π), a( ), b(x), b(1.5)

On remarque que le nombre décimal 1.5 n’est pas considéré comme un rationnel. Un déci-
mal se nommant ‘float’ prenons alors

> g:=x–> if type(x,rational) or type(x,float) then a(x) else b(x) end if;
g := proc(x)
option operator,arrow;

if type(x, rational) or type(x, float) then a(x) else b(x) end if
end proc

> g(1),g(Pi),g(2/3),g(x),g(1.5);

a(1), b(π), a( ), b(x), a(1.5)

Notre fonction est maintenant bien définie, prenons son intégrale entre 0 et y

> A:=int(g(x),x=0..y);

A := b (x) dx =

> value(subs(b(x)=x,A));

Cette fonction g, non Riemann intégrable, a été intégrée au sens de Lebesgue. (Nous avons
joué sur le typage des nombres pour définir les boréliens Q et R\Q ).

y 2
––
2

y

∫
0

2–
3

2–
3

ANNEXE L’intégration par le calcul formel
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> diff(A,y);# commentaires ? 
b(y)

Un divertissement : intégrer la fonction (x – x 2) 4/(1 + x 2) entre 0 et 1.

> Oh:=Int((x–x^2)^4/(1+x^2),x=0..1)=int((x–x^2)^4/(1+x^2),x=0..1);

> evalf(rhs(Oh));
0.001264489

Exemple 2 :Intégrer sur le carré [0,1]x[0,1] la fonction (x 2 – y 2)/(x 2 + y 2) 2 . A cet exercice
délicat les étudiants donnent plusieurs réponses : π/4, –π/4, l’infini, non définie, etc.

> h:=(x,y)->(x^2-y^2)/(x^2+y^2)^2;

> I1:=int(int(h(x,y),x=0..1),y=0..1);

I1 := –

> I2:=int(int(h(x,y),y=0..1),x=0..1);

I2 := 

> I3:=int(int(h(x,y),y=0..x),x=0..1);#h est positive sur ce triangle

I3 := ∞

Après échanges et discussions un consensus se fait :
— D’après Fubini, ou d’après I3 elle n’est pas Lebesgue-intégrable.
— Les expressions I1 et I2 n’ont pas de sens ; c’est un exemple qui montre que l’on a deman-
dé au logiciel de répondre faux. (Maple ne s’est pas trompé, il a fait ce qu’on lui a deman-
dé de faire).

Comme dernier exemple (délicat) : intégrer sur [0, +∞ [, la fonction .

π–
4

π–
4
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> f:=t–>sin(t)/(sqrt(t)+sin(t));

> int(f(t),t=0..infinity);

> limit(f(t),t=0);# pas de problème en 0.

0

> A:=asympt(f(t),t,3);

> f1:=op(1,A);int(f1,t=0..infinity);

> f2:=op(2,A);int(f2,t=0..infinity);

– ∞

f1 est Riemann généralisée intégrable mais pas Lebesgue intégrable; f2 n’est ni Lebesgue
ni Riemann généralisée intégrable. De là on en déduit que f n’est pas Lebesgue intégrable.

> evalf(int(f(t),t=0..infinity));

Cette évaluation numérique montre que f n’est pas Riemann généralisée intégrable.

En conclusion, ces exemples montrent l’affirmation du texte : il y a une théorie Maple
de l’intégration qui n’est ni celle de Riemann, ni celle de Lebesgue, ni celle de Riemann géné-
ralisée.


