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Introduction

En décembre 2002 j’ai eu le plaisir de
faire une conférence devant les directeurs
d’Trem réunis a Nice. Le titre de cet article est
celui de 'exposé que m’avait commandé Marc
Legrand. J’ai un peu «nettoyé» les notes que
javais préparées a I'époque pour mon expo-
sé de certains propos qui avaient (peut-étre ?)
leur place dans un exposé oral, mais qui obs-
curcissaient I'idée centrale en aiguillant sur
de mauvaises pistes.

La question des rapports entre les mathé-
matiques et les autres activités humaines est
redoutable. Je 'aborderai ici sous un angle tres
particulier : celui du professeur de mathé-
matiques qui, dans ses cours, a la prétention
de s’aventurer dans des considérations qui sor-
tent strictement du champ de sa discipline.
Je commencerai brutalement par trois exemples
simples d’'une activité que souvent on pré-
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sente comme étant de la modélisation. Ces
exemples peuvent étre exposés dans les lycées
ou en premiére année de faculté. Ensuite
jessayerai de théoriser un peu sur ce que
jentends par modélisation et, dans le cadre
ainsi proposé, j’analyserai mes exemples.

Trois exemples
Exemple 1 : Sciences sociales

Dans un scrutin, ou s’affrontent A et B, des
sondages prédisent le résultat, ce qui a pour
conséquence de modifier le comportement des
électeurs, donc de changer le résultat prédit.
On peut se demander s’il existe une prédic-
tion dont le résultat sera correct.

H. Simon (prix Nobel d’économie) dit oui
et propose argument suivant : Soit R(P) le
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résultat du vote pour A aprés une prédiction
de P voix pour A. C’est une fonction continue
de [0, 1] dans lui-méme, elle posséde un point
fixe R(A) = A, d’apreés le théoréeme de Brouwer.
Ce point fixe est une prédiction exacte.

Critique de ’argument de Simon

Je construis une expérience de pensée
tres simple : il y a 100 électeurs, 45 votent pour
A, 35 votent pour B, quoi qu’il arrive, et les
20 restant sont constitués de « rebelles » : si
A est annoncé gagnant ils votent pour B, si
B est annoncé gagnant ils votent pour A, si
I’égalité est annoncée ils s’abstiennent. On a
donc le tableau :

Prédiction de Résultats
votes pour A
<49 65 A gagnant
50 45 A perdant
>51 45 A perdant

On voit que la prédiction, dans cet
exemple, ne sera jamais exacte. L’argument
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de Simon, est sérieusement remis en cause.

Exemple 2 : Probabilités élémentaires

Je sonne chez mon ami X qui a deux enfants,
une petite fille m’ouvre, quelle est la proba-
bilité pour que mon ami ait un garcon ¢

Réponse 1 : Les sexes a la naissance sont indé-
pendants, il y a une chance sur deux pour
que lautre soit un gargon.

Réponse 2 : L’hypothése d’indépendance des
sexes implique que les trois compositions pos-
sibles (ff), (fg), (gg) ont respectivement les pro-
babilités 1/4, 1/2, 1/4 et la question est,
« sachant qu’il existe une fille dans la famil-
le, quelle est la probabilité pour que Uautre soit
un gargon » , Soit :

Pdfgl/(f), (F)})=(1/2)/(3/4)=2/3.
Quelle est la bonne réponse ?

Pour répondre a ces devinettes qui font
le désespoir des “forts en maths” (et parfois
des professeurs de mathématiques) nous
avons apris a faire un “modele”, comme, par
exemple, celui ci - dessous :

A
Sexe de I’ouvreur | | |
F 1/4 a 0
G 0 1/2-a 1/4
>
{t.f} {t.g} {g.g}

0 PU(S M) =<7

—+a
4
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Le parametre 2a, s’interpréte comme la
“probabilité pour que la fille ouvre dans une
famille ot il y a un garcon et une fille”. Ce mode-
le montre clairement que les deux réponses
possibles reposent en fait sur deux hypo-
theses différentes, mais non explicitées :

— réponse 1/2, a = 1/4 : Dans une famille ou
il y a un garcon et une fille il y a autant de
chance que I'un ou l’'autre ouvre.

— réponse 2/3, a = 1/2 : Dans une famille ou
il y a un garcon et une fille c’est la fille qui ouvre
systématiquement.

On voit que, curieusement, I’hypothe-
se symétrique de ’hypothése a = 1/2, si les
deux sexes son présents c’est le garcon qui
ouvre systématiquement, qui conduirait a
une probabilité 0, n’est généralement pas
proposée.

Exemple 3 : Ecologie

Deux especes X et Y vivent en compétition dans
deux environnements possibles, I et II. On
dit qu’un environnement est favorable a Y
st lespece Y élimine X . Au cours du temps
deux environnements I et I se succedent
périodiquement, tous les deux favorables a
lespece Y. Quelle est l'issue de la compéti-
tion ? Le bon sens dit que, le milieu étant tou-
Jours favorable a Y, c’est Y qui éliminera X.
Pourtant...

Considérons le classique modele de com-
pétition de Volterra :

x"=ax(1-px-qy)
y' =by(l—rx-sy)

c’est un systéme de deux équations différen-
tielles ou les constantes a, b, p, q, r, s sont
positives et x et y représentent la « quantité »
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(nombre ou biomasse) de deux especes. On dit
qu’elles sont en compétition car la croissan-
ce de chaque espece diminue le taux de crois-
sance de l'autre. Il est facile de voir sur le por-
trait de phase que si :

p>s
q>r

pour toute condition initiale, la limite sera le
1
point (O,E) , ce qui veut bien dire que 'espe-

ce Y a éliminé I'espece X. La figure suivante
montre le portrait de phase associé a ’équa-
tion :
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x'=5x(1-x-y)
y’=y(1-0,5x - 0,5y)

qui satisfait la condition pour que y élimine
x. On voit que toutes les trajectoires conver-
gent vers le point de coordonnées (0,2). Nous
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considérons maintenant un autre systeme
qui satisfait aussi la condition, comme, par
exemple :

x’'=x(1-2x-2y)
¥y =5y(1-1,5x - 1,5y)

Nous supposons que ces deux systémes repré-
sentent I’évolution de deux populations dans
les environnements I et II respectivement
et nous représentons le fait que les envi-
ronnements I et II varient périodiquement
dans le temps, ce qui se traduit par le sys-
teme d’équations écrit dans ’encadré ci-des-
sous, out la fonction u(¢) est une fonction qui
prend périodiquement les valeurs 0 ou 1
avec la fréquence w. Il n’est pas difficile de
voir que quand w tend vers l'infini les tra-
jectoires de ce systéme convergent vers les
trajectoires du systéme « demi-somme » des
deux systemes considérés. Ceci est bien expli-
qué par le dessin ci dessous qui rappelle le
pas des patineurs...

Or a demi-somme des deux systémes est
le systeme :

X’ =6x[1 - (7/6)x — (7/6)y]

y = 6y[1 — (8/6)x — (8/6)y]

pour lequel Iissue de la compétition est renversée !
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Il y a 14 un petit paradoxe qui est facile
a élucider. Commencons par représenter des
simulations du systéme correspondant a I'envi-
ronnement II, soit le systeme :

x=x(1—2x—2y)

y’=5y(1 - 1,5x — 1,5y)
On voit les trajectoires qui convergent vers (0,2/3)
ce qui traduit bien I’élimination de x.

A

X »

Maintenant nous voyons sur les simulations ci-
contre ce qui se passe pour une fréquence de 200.
La fréquence étant rapide, les solutions des systémes
Tou Il n’ont jamais le temps d’atteindre la sorte de
leuve» quelles doivent suivre dans I'un oulautre
environnement pour rejoindre Péquilibre. On voit
également, en regardant le portrait de phase dans

x=u@)[bx(l —x —y)]

+ (1 —u@®)lx(1 - 2x — 2y)]

vy =u®)y(1-0,5x - 0,5y)] + (1 — u(®)[5y(1 — 1,5x — 1,5y)]
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Penvironnement I, que la phrase l'espéce y rem-
porte la compétition est « exacte », mais décrit incom-
pletement le phénomene. En effet, pour certaines
conditions initiales, la trajectoire est presque hori-
zontale et va vers la droite pendant un certain
temps, ce qui veut dire que pendant ce temps c’est
Pespéce x qui croit alors que y reste stagnante. Pen-
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dant un certain temps, le milieu I est favorable &
x. Nous venons de mettre en évidence que dire’y rem-
porte la compétition veut simplement dire que y finit
par étre en téte de la course, pas quey fait la cour-
se en téte. Nous en concluons que dire que le milieu
est favorable a y si y remporte la compétition n'est
Ppas une conceptualisation suffisante.

par le systeme :
X =u)[bx(l —x —y)]

avec :

ut) =+1si te [kh, (k+ D[

x >

Approximation des trajectoires du systéme :
x" = 6x[1 - (7/6)x — (7/6)y]

y’ = 6y[1 - (8/6)x — (8/6)y]

+ (1 —u@®)x(1 - 2x — 2y)]
¥ =u®ly(1-0,5x - 0,5y)] + (1 - u(®)[5y(1 - 1,5x — 1,5y)]

u)=-1si te [(k+ 1Dh, (k+2)h[
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On m’accordera sans doute que ces trois
exemples relevent d’'une expression trés en vogue
actuellement : la modélisation. Voyons ce
qu’il en est de facon plus précise.

La modélisation

Voici un schéma possible (encadré
ci-contre) de ce qu’on entend généralement
par modélisation. Dans ce schéma que
lisons nous ?

Les modeles sont des textes mathématiques
ou informatiques, donc formalisés, qui sont asso-
ciés a certains aspects du monde réel, décrits
dans un discours prononcé dans la langue
naturelle (gros pointillé). Les modeles entre-
tiennent avec la réalité des relations directes
(fleches épaisses) ou, le plus souvent, indirectes,
par le biais d’expériences de laboratoire (fleches
minces) qui sont liées au monde réel (petit poin-
tillé). Prenons un exemple comme le simula-
teur de vol d’'un Airbus A 320. Ici le morceau
de réalité traité est un certain type d’avion,
le modeéle un énorme programme informa-
tique qui a demandé des dizaines d’années ingé-
nieur pour sa réalisation. Divers parameétres
de ce modele ont été ajustés par comparaison
avec des données mesurées sur des vols réels
fleches épaisses), mais dans la structure du
modele, dans son écriture, de nombreuses
connaissances relatives a la dynamique du vol
des plus lourds que l’air ont été incorporées.
Ces connaissances ont été établies dans des
laboratoires et ont servi tout autant a la
construction du simulateur de vol que la
construction de I'avion lui-méme. Les mathé-
matiques sont tres présentes dans le mode-
le, que ce soit dans le traitement des équations
de la mécanique que dans le traitement numé-
rique des algorithmes qui tournent sur 'ordi-
nateur. Le monde réel est également tres
présent et la concordance entre le comporte-
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ment de la réalité (le comportement de I'avion)
et celui du modele (le simulateur de vol) est
considéré comme absolument essentiel.

Regardons maintenant mes trois exemples.
Il est difficile de les faire rentrer dans ce
cadre. En effet, les modéles ne sont en aucu-
ne facon reliés au monde réel. C’est d’autant
moins concevable que les « situations concretes »
qui sont décrites sont virtuelles. Alors d’ou1 vient
que nous ayons accepté, sans trop de difficulté
que ces trois exemples relevent effectivement
de la modélisation ? Une premieére explication
vient immédiatement a lesprit : s’agissant
d’enseignement, donc de pédagogie, il faut
simplifier, parfois a l'extréme, au risque de déna-
turer. Mais cette explication ne tient absolu-
ment pas. Il me vient a 'esprit un exemple bien
connu de Marc Legrand : 1a corde a linge.

Rappelons qu’il s’agit de réfléchir sur les
raisons de 'impossibilité de faire qu'une corde
a linge, méme soutenant une faible charge, soit
parfaitement rectiligne. Tans cet exemple,
on ne peut plus pédagogique, toutes les fleches
de mon schéma sont représentées (cf. encadré
de la page suivante).

Un modele mathématique simple (géo-
métrique) relié directement a des expériences
de laboratoire concernant le concept physique
de tension, la possibilité d’observer et de cor-
roborer des prédictions avec de vraies cordes
a linge.

Rien de comparable a mes trois exemples.
Qu’est ce qui me permet donc de qualifier ces
exemples de modélisation ? L’existence d'une
fleche importante que j’ai volontairement
omis de faire figurer sur le schéma, parce
que en général on n’en parle pas, et que je pro-
pose de rajouter, une fleche qui relie le dis-
cours sur le monde réel et les modeles.
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Modele géométrique

Sur le nouveau schéma de la page suivante
figurent maintenant des fleches pointillées tres
minces qui peuvent relier certains modeéles au
discours dans la langue naturelle. Certains
modeles, comme le modele n° 4, peuvent
n’avoir d’autre lien avec la réalité que celui
qui les unit avec un certain discours sur la
réalité. Les trois exemples que j’ai choisi sont
du type du modele n° 4.

Analyse des trois exemples

Les trois exemples proposés ont en commun :
— Ils commencent par des discours dans la
langue naturelle portant sur des situations
concretes.

— Les situations sont concrétes mais ima-
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ginaires. Il n’est pas besoin de préciser de
quel scrutin il s’agit, de quel ami, de quelles
especes en compétition. Le discours veut pro-
duire des énoncés a caractere général.

— Les mathématiques permettent de défi-
nir un monde virtuel ou vont se produire des
faits dont la nécessité est inéluctable puisque
ce sont des « faits mathématiques », des résul-
tats de calcul.

— Le retour au discours permet d’améliorer
ce dernier.

Exemple 1 : H. Simon fait de la propagan-
de. Il utilise un argument destiné a impres-
sionner : le théoréme de point fixe de Brou-
wer (en réalité sa version ultra légere que
constitue le théoreme de la valeur inter-
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médiaire !) réputé étre un résultat profond
des mathématiques. Il est possible de démon-
ter cette argumentation en construisant un
monde ot tout interlocuteur de bonne foi recon-
naitra un monde satisfaisant les conditions
du questionnement (un scrutin) assez simple
et formalisé pour que l'arithmétique élé-
mentaire produise un contre-exemple. On voit
que la fonction R(P) de Simon (& supposer
qu’elle existe, car pour cela il faudrait
admettre que lors de deux scrutins succes-
sifs, dans les mémes conditions, les résultats
sont les mémes) n’a aucune raison d’étre
une fonction continue.

Exemple 2 : une « modélisation » mathématique
permet de mettre en évidence une imprécision dans
Pargumentation : on y confond I'événement « il
y a une fille dans la famille » avec 'événement
«une fille & ouvert », ce qui n’est pas tout a fait
la méme chose. La modélisation est assez riche
pour suggérer d’autres développements.

Exemple 3 : 1l a son origine chez des gens qui
ont des préoccupations en dynamique des po-

pulations. On constate :

(1) Un discours qui propose une inférence
(si...alors) est prononcé dans la langue
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naturelle : Si les milieux I et II sont tous deux
favorables a Y alors une alternance réguliere
des milieux I et I sera favorable a Y.

(2) On propose un monde mathématique
(les équations de Volterra), donc virtuel,
ou chacun veut bien reconnaitre les prémisses
de l'inférence ci dessus (les deux systémes
d’équations conduisent & la victoire de Y).

(3) On fait fonctionner le monde mathé-
matique et I'on constate que, dans ce monde,
la conclusion de I'inférence (1) est contre-
dite. Nous admettons donc que le discours
(1) n’a pas une portée universelle, que
Passertion n’est pas valide. Dans la langue
savante de Popper nous dirions que la
«théorie (1) a été falsifiée », dans la langue
moins savante des professeurs de mathé-
matiques nous dirons plus simplement
quun « contre exemple » a été produit a
« Paffirmation (1) ».

Dans cet exemple, en prime, le monde
mathématique nous explique pourquoi I'usage
du mot « favorable » est dangereux dans un
contexte dynamique. Une situation transi-
toirement défavorable peut finir par étre favo-
rable. C’est ce qui se passe avec les équa-
tions choisies.

Il est essentiel de remarquer que dans ces
trois exemples, & aucun moment, le monde réel
n’est appelé pour nous éclairer ou trancher.
La référence a la réalité n’est laque facon
tres lointaine, le coeur du probleme est bien
une analyse de texte et les mathématiques
produisent un monde virtuel auquel notre
texte s’applique. On a produit un modele
mathématique d’un discours. Le monde mathé-
matique a produit certains faits que le discours
ne produisait pas. Nous en avons conclu que
le discours de départ manquait de cohérence
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et avons envisagé sa révision. Je pense que
ces exemples montrent bien la nécessité
d’inclure les fleches pointillées trés minces dans
le schéma de modélisation.

La modélisation du discours
et les mathématiques

Appelons modélisation (mathématique) du
discours l'activité qui consiste a faire des
modeles mathématiques de textes littéraires
sans autre référence particuliere a la réalité.
Mes trois exemples étaient des exemples de
modélisation mathématique du discours.

Cette activité, beaucoup plus répandue
qu’on 'imagine, est pourtant rarement décri-
te. En effet, ces jeux de langage en dehors de
toute réalité peuvent sembler extérieurs a
Pactivité scientifique. On peut effectivement
avoir une conception trés conservatrice de ce
qu’on appelle la science (et ce serait plutét ma
position) et ne réserver cette expression que
pour les pratiques de laboratoire proche de celles
des physiciens, ce qui reviendrait & exclure une
partie de I’écologie par exemple. Mais méme
cette vision intégriste est obligée d’admettre
qu’il existe des activités rationnelles, qui ne
sont peut-étre pas de la science, mais qui
sont nécessaires. Clarifier le langage est une
de ces activités.

Ainsi ma position intégriste me fait-elle
refuser de considérer 'économie mathématique
comme une science, mais 'accepter comme acti-
vité tout a fait légitime en tant que modéli-
sation de certains discours portés sur la socié-
té. L’économie mathématique permet
certainement d’améliorer la cohérence inter-
ne de ces discours. Savoir si le discours nous
dit quelque chose de pertinent sur la réalité
est une autre question. Mais je crains, au
point ou j’en suis arrivé dans mon exposi-
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tion, de donner I'impression que les mathé-
matiques sont une sorte de juge de paix
infaillible de la cohérence du langage. Il n’en
est rien.

D’abord rien n’impose qu'un modeéle d'un
discours soit un modéle mathématique. Un
romancier qui construit un monde fictif le
sait bien. Il a dans sa téte (ou sur le papier)
un modele de ce monde dans lequel la distance
entre tel édifice A et tel édifice B a une valeur
précise et il s’assurera que le dialogue entre
deux personnages qui marchent de A vers B
ait une durée cohérente avec la distance,

MATHEMATIQUES ET
AUTRES DISCIPLINES

méme sil ne fait pas part au lecteur de ces détails
au lecteur. C’est a ce prix qu’il assurera une
cohérence nécessaire au réalisme de son his-
toire. Mais plus profondément la raison pour
laquelle il faut se garder de voir dans les
mathématiques le juge supréme est que ces
dernieres a leur tour ne sont pas siires de leur
propre langage. Voici un petit exemple tiré de
mon expérience de chercheur.

Considérons le texte ci-dessous, qui est
extrait d’'un livre de L. Arnold, Catastrophe
Theory, Springer Verlag, 1986, pp 20-21. Il y
est question d'une famille d’équations diffé-

Chapter 6, Loss of Stability of FEqguilibriaom
and the Ceneration of Auto-Chscillations

staie on change of
4 with the kause
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rentielles qui dépendent du parametre €. On
y lit : On change of the parameter the equili-
brium state gives birth to a limit cycle. Ce
qui est repris sur la figure 17 ou le para-
metre € est représenté en abscisse, il croit de
facon continue et se transforme continiment
en un cycle qui grossit.
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Dans un texte présenté a un acte de col-
loque en 1985, G. Wallet et moi nous pré-
sentons une simulation numérique qui repro-
duit 'expérience suggérée a la figure 17 sur
un ordinateur. Nous obtenons quelque chose
de radicalement différent comme le montre la
figure ci-dessous.

Ce résultat, archi connu (Poincaré le connaissait d¢jd...) se généralise a deg

systémes de dimension arbitraire, voire infinie. Il est symbolisé par le célébre

"schéma de bifurcation" ci-dessous.

il

. — p

Sch¥ma de fa bijutcation de Hopf

2. UNE EXPERIENCE NUMERIQUE,

Si on désire illustrer numériquement ce résultat on peut prendre, par exemple,

le systéme :

o = 2D
Xy = g —x!(x1+x23
A 3 2. 2
Ry =y by =X, (6 4KD)

(qui est la "forme normale"” de x=¢£

w

{x} gquand les conditions du théoréme sont

remplies). Avec un micro crdinateur classique, en simple précision avec la méthode

RK, banal, an chtient la “chose'ci-dessous :

— AR
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On n’y retrouve pas la transition continue
que décrit Arnold au point de bifurcation 0,
mais une transition discontinue au point
€ = 2 (en fait le parametre est u dans notre
papier). Ce qui se passe dans cet exemple, c’est
que le « temps » est traité, de fagon treés infor-
melle, comme un « temps » d’un certain type
dans la description du comportement de 'équa-
tion différentielle, et comme un autre « temps »
dans la variation du parametre (c’est la figu-
re 16) sous-entendu dans I'expression « nais-
sance ».

Puis ces deux temps sont réunis en un seul
dans la figure 17. Ce qui veut dire que la
figure 16 traite du systeme différentiel :

Kt = fx(t), w
w=0

alors que la figure 17 traite du systéme :

) = flx(®), w
wt) =¢€

et nos expériences montrent que dans ce cas
la figure n’est pas la figure attendue. On peut
discuter de ma fagcon d’interpréter le texte
d’Arnold (et je I’ai fait en détail par ailleurs),
ce qui n’est pas discutable, c’est que les deux
systemes ci-dessus, avec L =0 et e =0, ne sont
pas les mémes et donc n’ont pas, a priori, les
mémes propriétés.

Donc, dans cet exemple, partant d’un
texte interne aux mathématiques, mais
dont le sens est ambigu, une formalisation
particuliere (’écriture de deux systemes
différentiels) permet de lever 'ambiguité et
d’oublier toute question d’interprétation,
quitte a y revenir ensuite. C’est exacte-

MATHEMATIQUES ET
AUTRES DISCIPLINES

ment la démarche de mes exemples 1, 2 et
3, mais cette fois interne aux mathéma-
tiques.

Et pour finir, ne cédons pas a l'illusion de
croire que la formalisation des mathéma-
tiques permettra de lever toutes les ambi-
guités. La logique et le formalisme mathé-
matique, a leur tour, se fondent dans la langue
naturelle ! C’est la vie.

Conclusion

De ce dernier exemple je tirerai la these
suivante :

Les mathématiques sont Lart de faire des aller-
retours entre des textes plus ou moins for-
malisés, les moins formalisés donnant du sens
aux plus formalisés ces derniers précisant
le sens des premiers ce qui suscite de nou-
velles propositions de formalisation qui
auront a leur tout leurs interprétations et ainsi
de suite

These sur laquelle je ne chercherai pas a
argumenter plus. Mais on voit que, si elle est
correcte, elle donne au mathématicien pro-
fessionnel une certaine aptitude a la recherche
du sens, aptitude qui peut étre utile dans
d’autres domaines et, s’il en a le goiit, il ne doit
pas avoir peur de quitter le pré ou il se croit
enfermé. N’est-ce pas une fagon, parmi d’autres,
de mettre en pratique cette phrase de Marc
Legrand que je trouve profondément juste :

...ce n'est que lorsque les mathématiques
sont enseignées dans ce qu’elles ont de plus
spécifique — un certain mode d’intelli-
gibilité du monde — qu'elles apportent l'ossa-
ture indispensable & la compréhension et au
développement des autres sciences.
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