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Les principales difficultés de la géométrie
au collége ne se situent pas, a notre avis, au
niveau de la démonstration mais plutot dans
tout le travail d’appropriation et d’interpré-
tation par I’éleve de la tache qui lui est pro-
posée.

Pour un enfant de CM 2 qui arrive en 6eme,
la géométrie se résume a des « dessins », des
« tracés » qu’il doit observer, décrire ou exé-
cuter. Les traces graphiques utilisées restent
les mémes durant les années college mais
leur statut change et donc le regard de I'éleve
doit évoluer. A la fin de son cursus au colle-
ge, 'éleve doit étre passé d'une géométrie de
Pobservation a une géométrie de la démons-
tration.

L’essentiel de cette mutation s’opere au
cycle central et nécessite des outils spéci-

UNE SEANCE
DE CLASSE EN
GEOMETRIE

Michel CHEVALLIER
Hélene COLONNA
Irem de Rouen

fiques. La recherche et la construction de
situations répondant a cet objectif nous ont
occupés pendant quelques années et nous les
proposons dans une brochure éditée a 'lrem
de Rouen : FIGURES ET SENS - VOIR POUR
COMPRENDRE. COMPRENDRE POUR DEMONTRER,
Hélene COLONNA, Michel CHEVALLIER
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Nous choisissons de vous présenter ici la
situation appelée : « Du triangle ... au triangle »
extraite de cette brochure. Elle est proposée
en début de 4eme, avec, objectif du pro-
gramme : les théorémes relatifs aux milieux
de deux cotés d’un triangle [BO]. Bien enten-
du, ce travail n’a pas été concu uniquement
dans ce but mais aussi pour nous donner
Poccasion de plonger I'éléve dans une véritable
situation d’apprentissage. Il va d’abord mani-
puler pour s’approprier les données. Puis il
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lui faut observer et généraliser, dans le but
de faire émerger une figure de référence et
dégager les conditions requises a 'obtention
de cette figure :

A

Elle se déroule en deux parties.
Premiére partie :

Voici, dans ’encadré ci-contre, la pre-
midre consigne, accompagnée du triangle
témoin a conserver telle quelle par 1’éleve.

On distribue en méme temps une feuille
couleur sur laquelle ce triangle est reproduit
une dizaine de fois. La couleur permet de
bien percevoir la reconfiguration lors des jux-
tapositions sur fond blanc.

Dans un premier temps, il s’agit d’un tra-
vail individuel.

Le découpage et la manipulation favorisent
lappropriation de la situation. L’éleve doit
découper, bouger, tourner et juxtaposer des
petits triangles pour obtenir un nouveau tri-
angle plus grand. Ici, il doit utiliser la trans-
lation et la rotation des triangles donnés.
L’assemblage de ces sous-figures (petits tri-
angles), homogeénes avec la figure finale
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Consigne :

Tous les triangles construits sur la feuille join-
te sont identiques au triangle d’origine ci-des-
sous :

Découper des triangles.

Obtenir, en les juxtaposant, un nouveau
triangle.

Construire la figure ainsi obtenue.
Observer et formuler toutes les remarques
possibles.

(grand triangle), fait travailler partielle-
ment 'opération de reconfiguration [DU]J.
Ici, les éléments sont donnés séparément et
il faut les « configurer » pour répondre a la
consigne.

L’homogénéité des éléments de départ
et d’arrivée facilite le travail. Plus loin dans
Pactivité, le parallélogramme (IJKB, par
exemple) sera plus difficile a percevoir car hété-
rogeéne avec les autres éléments (triangles —
parallélogrammes). Dans cette partie, c’est la
rotation qui constitue un obstacle.
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Un exemple de reconfiguration est donné
dans l'activité « De Iaire ! » de 1a brochure ou
I’éleve part d’'un triangle et doit, aprés en
avoir effectué un partage pertinent, assembler
les éléments pour les reconfigurer en un rec-
tangle.

Quel est I'intérét de travailler 'opéra-
tion de reconfiguration ? Dans une figure
banale d’'un probléeme de géométrie de 3eme,
avoir travaillé la reconfiguration permet a
I’éleve de voir et extraire la sous-figure per-
tinente pour la question posée et ainsi accé-
der a la démonstration.

Revenons a notre activité. Le nouveau tri-
angle peut étre composé de quatre ou neuf sous-
figures compte-tenu du nombre limité de triangles
de départ donnés par feuille. La situation offre
cependant aux éléves la liberté d’imaginer les
configurations plus grandes encore.
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De fait, s’effectue naturellement un tra-
vail sur la proportionnalité des longueurs
dans un triangle, sur les rapports d’aires et
de longueurs dans ce cas d’agrandissement.
Des phrases comme : « C’est le méme triangle
qu'au départ sauf qu’il fait le double des lon-
gueurs des trois cotés... » ou « Il est quatre fois
plus grand que le triangle d’origine... » arri-
vent spontanément et enrichissent le débat de
classe. Dans cette phase de travail indivi-
duel, les éleves doivent maintenant construi-
re une figure qui reprend les caractéristiques
du collage obtenu. En réalité, certains exécutent
le dessin du collage, c’est-a-dire qu’ils ont la
un fonctionnement de type photocopieuse ...

comme en témoigne cette production dans
laquelle le codage (grossi en bas) est unique-
ment la trace laissée par les découpages. La
demande de construction formulée par la
consigne est une premieére étape pour aller vers
la généralisation. Apres la manipulation,
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c’est-a-dire une appropriation par le concret,
le dessin permet de se distancier de cette
approche pratique.

Dans un deuxiéme temps, les éleves sont
mis en groupe de quatre. Lors de la distribution
des consignes, nous ne proposions pas le
méme triangle a tous afin de gérer ’hétéro-
généité mais aussi de donner a la confronta-
tion au sein du groupe la dimension généra-
lisante qui fait accéder a la figure. Un triangle
avec trois angles aigus et une « base horizontale »
est distribué aux éleves les plus en difficul-
tés. La forme du triangle (angle obtus ou non)
et son positionnement sur la feuille (« sur
une pointe » ou uniquement « des obliques »)
sont les variables didactiques.

Voici la deuxiéeme consigne de cette pre-
miére partie :

Faire sur le transparent une figure qui cor-
respond a la situation mais avec d’autres
dimensions.

Se mettre d’accord sur ce qui est vral et
essayer de justifier ces remarques.

Les éleves doivent maintenant sortir de
leur collage, travail particulier, pour accéder
a la figure qui généralise la situation. La
demande de « dimensions différentes» met
l’accent sur ce passage : imposer d’autres
dimensions oblige a prendre du recul par rap-
port au dessin, 'analyser pour en formuler les
caractéristiques.

« Du vu au su », la figure traduit non
seulement la réalité du dessin mais elle y
attache aussi tout le discours issu de I'analyse.

Deux démarches sont alors observées au
sein de la classe :
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— construction d’un premier triangle et, de
proche en proche, obtention de la configura-
tion attendue ;

— construction du triangle final et décompo-
sition pour retrouver les quatre sous-figures.

Les deux méthodes témoignent de 'état
de maturation des groupes dans ’appréhen-
sion du concept de figure : certains sont enco-
re au stade du dessin, d’autres ont parfaite-
ment intégré la fonction généralisante de la
figure. Le travail accompli dans la premiere
partie et une certaine maitrise de la fonction
du codage (travaillée régulierement en clas-
se) facilitent ’analyse et la mise en mots de
ce qui est attendu. La réalisation graphique
de la figure permet une appréhension intui-
tive de ses propriétés et la demande de jus-
tifications s’inscrit naturellement dans la
démarche. La démonstration est présente car
elle revient & mettre en forme ces justifications.
Les remarques formulées dans les tres nom-
breuses classes expérimentées ont toujours été
pertinentes méme si elles n’ont pas toujours
été correctement justifiées. L’alignement, si
intuitif pour les éleves qu’ils pensent rarement
a le justifier, est spontanément abordé, plus
ou moins adroitement :
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Cette production de groupe témoigne du
souci de justifier 'alignement des points C, D, MANIPULATION
E. Voici (ci-dessus) d’autres formulations...
Dans cette séquence, nous sommes pas- +
sés par les trois temps qui structurent le
Savoir :
REPRODUCTION
+ GENERALISATION

C’est-a-dire :

Les productions des éleves permettent
de démontrer, en débat de classe, I'aligne-
ment des points sur les cotés du grand triangle
et le parallélisme des droites (voir page sui-
vante). La synthese écrite de cette premiere
partie (page suivante) exprime l’ensemble
des caractéristiques de la figure finale, il
reste a faire émerger les conditions néces-
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saires a l'obtention de cette configuration qui
permettront d’énoncer les propriétés de la
droite des milieux.

Syntheése écrite
de la premieére partie

ABC est un triangle
I est le milieu de [AB]
J est le milieu de [AC]

(IJ) // (BC)
1J = BC/2

10

Deuxiéme partie :

Une figure est un produit fini : elle pos-
sede en elle a la fois les données d’un proble-
me et les conclusions attendues. Elle est une
représentation graphique fixe d’'une pensée qui
évolue. C’est 1a que se situe la difficulté du jeu
mathématique du «si ... alors ... ».

Cette deuxieme partie doit permettre
de bien identifier et séparer les conditions
d’entrée et les assertions de sortie rela-
tives aux propriétés visées. On travaille
maintenant uniquement sur la version des
quatre triangles.

Elle se déroule en une heure. Chaque
éleve recoit la fiche ci-contre (ici réduite) et
travaille seul environ 15 minutes. La séance
se poursuit en débat de classe, au rétropro-
jecteur, ou chacun peut justifier sa démarche
sur un transparent de cette fiche (prévoir
plusieurs transparents vierges car les éleves
sont souvent inventifs et les démarches peu-
vent étre variées).

De cette séquence on veut faire émerger
les deux démarches possibles pour retrouver
la figure de référence :
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Consigne :
Partager chaque triangle en quatre triangles superposables sans utiliser la régle graduée.

Expliquer la démarche pour chaque triangle.
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milieu (M1) + milieu (M2) — parallele (/) C’est dans ce but que ’éventail des tri-

angles ABC a été construit, avec cet ordre
lorsqu’il est sur le quadrillage, ensuite
milieu (M1) + parallele (/) — milieu (M2) sans.

ou
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Deés la figure 1, deux démarches sont
possibles pour trouver le milieu de [BC].

— Tracer la parallele a (AC) passant par le
milieu de [AB] ; on utilise alors « un milieu,
puis la parallele a un c6té pour placer le
deuxiéme milieu » (encadré 1 ci-dessous).

— Tracer la deuxiéme diagonale du rectangle
ABXC construit a partir du triangle ; on uti-
lise alors «le milieu de [AB], le milieu de [BC],
et on obtient la parallele a (AC) (encadré 2 ci-
dessous).
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Le triangle 2 est isocele. Par simple comp-
tage de carreaux, on obtient le milieu de I’axe
de symétrie [BH].

Trois démarches sont possibles ensuite :

— Tracer la parallele a (AC) passant par ce
milieu qui donne les milieux de [AB] et
[BC] (encadré 3 ci-contre).

— tracer les rectangles AXBH et HBYC dont
les diagonales donnent les milieux de [AB] et
[BC] (encadré 4 ci-contre).

R ™ R ™
N ANY]
N N
~ ~
NG » NG
T
N . N ]
M1) + / —_— M2
encadré 1
X
R ™ . B ™ A X
N 7 =~ V
\\ A \\\ //1
A NG e — e S s
W N Wi ™
V N 7 N
P q = >,
A C
—_— !
encadré 2 M1 + (M2 /

12
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encadré 4

— Tracer le triangle rectangle AXB, pla-
cer le milieu de [AX], tracer la paralle-
le a (XB) passant par ce milieu pour obte-
nir le milieu de [AB] ; de méme pour le
milieu de [BC] (encadré 5 de la page sui-
vante).

Le triangle 3 n’offre plus le méme confort
de comptage de carreaux.

Les trois milieux peuvent étre construits

en utilisant la méme méthode sur les trois cotés.
Chaque coté est la diagonale d'un rectangle

13
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construit sur le quadrillage, la deuxiéme dia-
gonale le coupe en son milieu. Les milieux don-
nent les paralleéles. Si cette démarche n’a pas
été encore découverte dans la recherche indi-
viduelle, il reste d’autres possibilités. La
méthode du triangle rectangle construit sur
le quadrillage et qui admet [AB] comme hypo-
ténuse ne peut étre reproduite sur [BC] et [AC]
parce qu’on a choisi un nombre impair de
carreaux a la construction.

B

A

Ce qui ne démonte pas les plus dégourdis
qui tracent la diagonale du « carré quadrilla-
ge » du milieu de [BC] ... mais ne peuvent le

14

reproduire sur [AC]. L'utilisation des diagonales
des rectangles ou carrés peut étre 'unique
démarche sur les triangles 1, 2, 3 et 4 des lors
que le simple comptage de carreaux n’est pas
possible. On trouve cependant une remar-
quable adaptation de certains :

B
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Cette méthode pour trouver les milieux des
segments tient-elle au fait qu’il y a un nombre
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pair de petits rectangles superposables
construits sur ces cotés ? Sans doute ces éleves
utiliseraient enfin la propriété des diagonales
sur le rectangle du milieu si ce nombre était
impair...

Pour aller plus loin et sortir du qua-
drillage, nous proposons les triangles 5 et 6.
En 5 (encadré 6 ci-dessous), malgré le qua-
drillage, le positionnement de B ne permet plus
ni le comptage, ni l'utilisation des rectangles
sur [AB] et [BC]. Il y a maintenant obligation
de construire des paralleles avec les instru-
ments usuels et la démarche :
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On retrouve ces constructions des paral-
leles sur le dernier tracé qui n’a plus 'appui
du quadrillage.

On clot 1a séquence en énoncant les deux
propriétés correspondantes :

1— Si, dans un triangle, une droite passe
par les milieux de deux cotés alors cette droi-
te est paralléle au troisieme coté de ce tri-
angle.

2 — Si, dans un triangle, une droite passe
par le milieu d’un coté et est paralléle a un

™MD o+ —> M2 deuxieme coté, alors cette droite passe par
le milieu du troisiéme coté.
est obligatoire.
B B
4
/ /
\ N

P

=

encadré 6
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Cette situation a 'avantage de ne faire appel
qu’a deux registres : celui de la langue usuel-
le et celui des figures. Pour ne pas que les figures
codées soient un obstacle supplémentaire a la
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résolution des problemes de géométrie, il nous
semble intéressant, chaque fois que c’est pos-
sible, de mettre en parallele ces deux lan-
gages, comme dans 'ancadré ci-dessous.

Si,

dans un triangle,

un point est milieu d’un cé6té

et un autre point est milieu
d’un deuxieme coété,

alors la droite passant par ces
deux points est paralléle
au troisieme coté

16
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Ces deux séquences autour de la droite des
milieux s’enchainent avec une logique que
nous affectionnons :

— dans la premiere nous partons des sous-
figures (petits triangles reproduits a I'identique
et découpés) pour aboutir au grand triangle,
figure de référence ;

— dans la deuxiéme nous partons du grand
triangle dans lequel il faut reconstruire les sous-
figures pour obtenir la figure de référence.

Cette double étude sur le triangle de réfé-
rence : « 1 — je construis mon ouvrage pierre
par pierre ; 2 — dans cet ouvrage construit, je
retrouve chacune des pierres » favorise la
connaissance de ’'objet étudié.

Découper, assembler et « dessiner » favo-
risent ’entrée de tous les éleves dans la
démarche souhaitée et une réelle réflexion
s’engage au niveau de chacun. La reconnais-
sance de leur travail, mis en commun et enri-
chi par les échanges, leur fait vivre ce temps
d’apprentissage comme un plaisir et s’inscrit
dans la mémoire de classe. Ils y font réfé-
rence ensuite, ce qui donne de la cohérence aux
apprentissages et évite le morcellement des
connaissances.
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« Du triangle au triangle » vise a instal-
ler les propriétés de la droite des milieux. En
méme temps elle fait fonctionner la propor-
tionnalité : lorsque nous abordons la pro-
priété de la proportionnalité des longueurs dans
un triangle, on peut réutiliser cette séquen-
ce de travail avec 'assemblage des neuf tri-
angles. On aborde aussi de facon tres effica-
ce le probleme du rapport longueurs/aires.

On travaille également plusieurs points
nécessaires a une meilleure compréhension de
I'image en mathématique :

— la dualité de la trace graphique, tantot
dessin tantot figure ;

— lanalyse des propriétés attachées a une situa-
tion ;

— la nécessité de s'organiser pour une construc-
tion ;

— la capacité d’extraire des sous-figures ;
— la nécessaire distinction entre les données
et les conclusions ...

Cette activité fait partie des « activités pour
le cycle central » décrites dans la brochure citée
en introduction. Nous y proposons également
une réflexion sur grandeurs/mesures et un tra-
vail a mener en classe sur les illusions d’'optique.
Tout cela pour Apprendre a voir, voir pour com-
prendre, comprendre pour démontrer.

17
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