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de son utilité et de son importance culturel-
le. Je retiendrai plutôt ici deux autres aspects
qui sont à mes yeux des objectifs essentiels de
l’enseignement de  la géométrie : 
— développer la vision géométrique comme
outil de pensée (en mathématiques et ailleurs) ;
— promouvoir la géométrie comme lieu pri-
vilégié de l’apprentissage du raisonnement.

Ces objectifs étant définis et explicités, il
restera à préciser les outils qui permettront
de les atteindre. Le mot « outil » est d’ailleurs

0. INTRODUCTION

Le texte qui suit s’inscrit dans le droit fil
du rapport d’étape sur la 1 géométrie (cité [R]
dans ce qui suit) de la commission de réflexion
sur l’enseignement des mathématiques (com-
mission Kahane) et de plusieurs autres textes
qui sont venus en complément à ce rapport,
cf. [Perrin], cité [P] et [Duperret & Perrin &
Richeton], cité [DPR]. 2 Le rapport d’étape
conclut à la nécessité de conserver un ensei-
gnement de géométrie au collège et au lycée
et développe plusieurs arguments en faveur
de la géométrie. Il y est notamment question

Résumé : Après avoir rappelé quelques objectifs que l’on peut assigner à l’enseignement de la
géométrie (développer la vision géométrique, apprendre à raisonner), nous examinons dans
ce texte certains outils qui sont ou pourraient être à la disposition des collégiens pour faire
de la géométrie. Nous expliquons, en particulier, pourquoi il serait intéressant d’associer à
l’usage des transformations l’utilisation des invariants (longueurs, angles, aires) et des cas
d’isométrie et de similitude.

1 Je préfère parler de la géométrie plutôt que des géomé-
tries. Bien entendu, il existe de multiples facettes de la géo-
métrie et c’est ce qui en fait le charme. Mais, outre qu’il me
semble  que nous ne puissions raisonnablement penser à ensei-
gner  au collège d’autres géométries que l’euclidienne, je crois
plus important d’insister sur ce qui lie les diverses approches

de la géométrie (la vision de l’espace, le raisonnement, et à
un niveau plus avancé l’idée fondamentale de groupe opé-
rant sur un ensemble, c’est-à-dire la vision unificatrice du pro-
gramme d’Erlangen), plutôt que sur les différences.
2 Le lecteur qui connaîtrait déjà tous ces textes me pardon-
nera un certain nombre de redites.
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le mot clé de ce texte. C’est sans doute une rémi-
niscence de cette affiche, sur les murs des
classes des écoles primaires d’autrefois, qui
proclamait : « les bons ouvriers ont toujours
de bons outils ». Je pense que cela s’applique
aussi aux mathématiques. 

Dans le cas de la géométrie du collège, 3

je discuterai ci-dessous de la pertinence de cer-
tains outils « pour voir » (figures, maquettes,
logiciels) et d’autres outils « pour prouver »,
parmi lesquels je distinguerai notamment :
— les invariants (longueurs, angles, aires),
— les cas « d’égalité » et de similitude,
— le calcul,
— les transformations.

Depuis la réforme des mathématiques
modernes, les cas « d’égalité » ont disparu
de notre enseignement et le rôle de cer-
tains invariants comme angle et aire a été
largement minoré. Je considère qu’il s’agit
d’une double erreur et je vais essayer d’en
convaincre le lecteur. Pour autant, je ne
souhaite pas la disparition des transfor-
mations dans l’enseignement de la géomé-
trie au collège. Il me semble que l’objectif
à poursuivre est plutôt de trouver, à terme,
un nouvel équilibre entre ces diverses
approches de la géométrie.

Pour conclure j’évoquerai les conditions
d’une évolution de l’enseignement de la géo-
métrie au collège dans le sens indiqué ci-des-
sus et notamment la question de la formation
des maîtres.

1. LES OBJECTIFS

1.1 Penser géométriquement

Le premier point qui fait l’importance
de la géométrie, c’est le fait, en mathéma-
tiques comme dans d’autres domaines, de
voir et penser géométriquement. Il s’agit
là de quelque chose qui est difficile à formu-
ler, mais qui est fondamental. Pour ma part,
je vais me contenter d’évoquer ce point par rap-
port à ce que je connais, c’est-à-dire l’ensei-
gnement... des mathématiques.

Face à une situation qui n’est pas a prio-
ri géométrique, penser géométriquement
signifie d’abord être capable de faire un des-
sin. C’est une injonction que je répète sans cesse
à mes élèves de CAPES (et j’y enseigne l’ana-
lyse) : faites un dessin !

Voici deux exemples où le dessin est déci-
sif pour comprendre (mais il y en a mille du
même acabit). 

• Pour montrer l’unicité de la limite d’une suite
il suffit de faire le petit dessin suivant : 

(avec I et J disjoints) et de dire : si un tend vers
a les termes de la suite sont tous dans I (sauf
un nombre fini), si elle tend aussi vers b ils
sont tous dans J (sauf un nombre fini). Comme
I et J sont disjoints c’est impossible. 

• Pour encadrer la somme des 1/n à l’aide du
logarithme de n :

3 J’étendrai ici le collège  à la classe de seconde, der-
nière classe de la scolarité obligatoire, dernière clas-
se indifférenciée, dernière classe de la formation
mathématique (presque) universelle du citoyen. Parmi
ces citoyens, je pense en particulier aux futurs professeurs
des écoles (pas nécessairement scientifiques, bien
entendu) dont le rôle est essentiel dans la formation,
notamment mathématique, des enfants.

I J
] [ ] [

Figure 1

a b

Figure 1
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L’expérience montre que la plupart des
étudiants de CAPES n’ont pas spontanément
ce réflexe du dessin dans ce genre de situa-
tions. J’attribue cela, au moins partiellement,
à un déficit de la pensée géométrique tout au
long de leur scolarité.

1.2 Géométrie et raisonnement

Sur l’intérêt de la géométrie pour l’appren-
tissage du raisonnement (je pense là encore
à cet apprentissage pour tous les citoyens, pas
seulement pour les futurs mathématiciens, ni
même pour les futurs scientifiques), je renvoie
le lecteur au rapport d’étape (notamment §1
b) et §3 c)). Je me contenterai de rappeler ce
qui fait à mes yeux l’importance du raison-
nement géométrique : 

— Il s’agit d’un domaine qui peut être abor-
dé dès le collège, où le raisonnement intervient

dès le début et dans lequel on perçoit aisément
les articulations logiques ;
— Il s’agit d’un domaine riche, varié, utile,
avec un aspect visuel et esthétique, voire
ludique.

Il est essentiel cependant de ne pas sous-
estimer deux difficultés : 
— L’apprentissage des mathématiques en
général et de la géométrie en particulier, est
difficile ;
— Le raisonnement géométrique ne doit
pas être réduit à l’apprentissage formel de la
démonstration. 

Je n’insisterai pas sur le point de la dif-
ficulté, sauf pour souligner que c’est aussi
l’un des charmes de la géométrie que des
exercices élémentaires puissent faire sécher
même les experts. Ainsi, voici deux petits
problèmes, juste pour le plaisir du lecteur.
J’emprunte le premier à [DPR] §4 (le problè-

y= 1/ x

Figure 2

0 1 2 3 4 5

1

Figure 2



REPERES - IREM. N° 53 - octobre 2003

94

QUELS  OUTILS  POUR  LA 
GEOMETRIE A L’AGE DU COLLEGE ?

me « des segments décalés » ; ce problème a
été proposé en classe de seconde par J.-P.
Richeton). Le jeu n’est pas tant de trouver une
solution que d’en trouver une différente de celles
qui sont dans [DPR] (où il y en a déjà neuf).

Le second est un problème de géométrie
dans l’espace,4 un peu plus ardu :

La distinction raisonnement-démons-
tration me semble, en revanche, fondamen-
tale et il me paraîtrait désastreusement réduc-
teur de les identifier. A cet égard, le commentaire
des programmes de collège décrit fort bien ce
que devrait être une réelle activité mathé-
matique :  

… identifier un problème, conjecturer un
résultat, expérimenter sur des exemples,
bâtir une argumentation, mettre en forme une
solution, contrôler les résultats obtenus et éva-
luer leur pertinence en fonction du problè-
me étudié.

Dans cette optique, la preuve a deux
fonctions essentielles. D’abord, lorsque le pro-
blème ne donne pas d’avance le résultat, la preu-
ve est souvent le seul moyen de trouver celui-
ci. C’est le cas par exemple, pour le problème
des segments décalés ci-dessus où la construc-
tion n’est pas possible sans une amorce de
démonstration.5 Ensuite, la démonstration per-
met d’assurer les résultats avec certitude.
Voici, par exemple, un petit problème où la figu-
re peut induire en erreur et où seul le rai-
sonnement 6 permet d’être sûr de ce qu’on
avance :

Soit ABCD un carré de côté 8 et soient E,F
portés par (AD) et (AB) avec DE = 5 et 
BF = 13, cf. figure 4. Les points E,C,F
sont-ils alignés ?

Soit ABC un triangle. Construire des
points M ∈ [AB] et N ∈ [AC] de sorte que les
droites (BC) et (MN) soient parallèles et
qu’on ait l’égalité AN = MB.

Figure 3

M

N

B

C

Figure 3

Un deltaèdre est un polyèdre convexe dont
toutes les faces sont des triangles équilaté-
raux. Pour déterminer tous les deltaèdres à
similitude près on tombe sur deux jolis pro-
blèmes : 
1) Montrer qu’un sommet d’ordre 3 (c’est-à-
dire un sommet où aboutissent 3 arêtes) ne
peut pas être voisin d’un sommet d’ordre 5.
2) Montrer qu’il n’y a pas de deltaèdre
avec un sommet d’ordre 4 et dix sommets
d’ordre 5.

4 Si je parle essentiellement de géométrie plane dans ce texte,
ce n’est pas que je n’accorde pas d’importance à la géométrie
dans l’espace, bien au contraire !
5 Pour un autre exemple (dans le domaine numérique et à
l’école élémentaire) d’une situation dans laquelle  les élèves
doivent argumenter et raisonner, même s’ils n’ont pas les moyens
d’une démonstration formelle, voir par exemple [Ermel], la situa-
tion du plus grand produit, p. 102. Je ne saurais trop conseiller
la lecture de ce texte à tous les enseignants de mathéma-
tiques comme élément du débat entre preuve et argumen-
tation.
6 I l  y  a  au moins t ro is  arguments qu i  permet tent
de conc lure.
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A l’opposé de cette conception de la preu-
ve, il me semble qu’un usage trop précoce et
trop rigide des règles de la démonstration
risque de faire que celle-ci perde les deux
caractères évoqués ci-dessus pour n’être plus
qu’un exercice de style stéréotypé, dans lequel
les élèves de collège ne pourront rentrer que
par une sorte de docilité qui n’est peut-être pas
la chose la mieux partagée à l’heure actuel-
le.7 Je sais bien que mener, au collège, une réel-
le activité de recherche, dans la ligne de ce qui
précède, n’est pas chose facile et que, dans cer-
taines situations, l’existence d’un quelconque
apprentissage est déjà problématique, mais
cela demeure un objectif qui vaut la peine
qu’on s’y attache. En tous cas, pour qu’une telle
activité puisse vraiment avoir lieu, il y a un
certain nombre de conditions : 

— Il faut proposer aux élèves des problèmes
ouverts, qui soient à la fois à leur portée,

mais aussi suffisamment riches et complexes.
En géométrie, les problèmes de lieux géomé-
triques ou de constructions sont souvent les
plus pertinents.

— Les enseignants doivent être très dispo-
nibles car certaines situations permettent de
multiples approches qui conduisent parfois à
des solutions originales (c’est le cas du problème
des segments décalés évoqué ci-dessus) et il
est important de ne pas brider l’imagination
des élèves.

— Enfin, et c’est le point sur lequel je veux
insister ici, la possibilité de mener une réel-
le activité de recherche n’est pas indépen-
dante des outils dont disposent les élèves.
De ce point de vue, il me semble que l’usage
trop exclusif des transformations n’est pas le
mieux adapté pour faire de la géométrie au
collège le lieu d’un apprentissage du raison-
nement.

8

8

5

13
B

D

Figure 4

A

C

E

F
Figure 4

7 Comme le dit Rudolf Bkouche, cf. [Bkouche 1997] : La démons-
tration risque d’apparaître comme une simple nécessité
réglementaire du cours de mathématiques, renforcée par des
assertions autoritaires du type : «en mathématiques, on ne
s’appuie pas sur l’évidence, il faut démontrer» ; la conséquence

en est que les mathématiques apparaissent sous un angle
purement juridique où la démonstration tient lieu de règle, moins
pour des raisons de savoir que pour des raisons d’autorité
institutionnelle, le professeur devenant le garant de cette
autorité.
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2. LES OUTILS POUR VOIR

Dans les premiers temps de la réforme des
mathématiques modernes, les figures ont été
sinon totalement bannies des cours de géométrie,
du moins regardées avec une forte suspicion.
Sur cette question, Jean Dieudonné, l’un des
promoteurs de la réforme, a le mérite de dire
les choses clairement (cf. [Dieudonné]) : C’est
ainsi qu’il serait désirable de libérer l’élève dès
que possible de la camisole de force des « figures »
traditionnelles, en en parlant le moins possible
(point, droite et plan exceptés, bien entendu),
au profit de l’idée de transformation géomé-
trique du plan et de l’espace tout entiers...

Mise en pratique au début des années 1970
(on consultera avec effarement les manuels
de l’époque), cette doctrine s’est révélée désas-
treuse. Pour ma part, et comme beaucoup de
mathématiciens d’aujourd’hui, je pense très
exactement le contraire, à savoir que les
figures sont essentielles pour apprendre à
voir et à penser géométriquement, ce qui
constitue l’un des objectifs avancés ci-dessus. 

Bien entendu, depuis cette époque, les
figures (ou configurations) sont réapparues dans
les programmes, mais d’une certaine façon, la
suspicion à leur encontre est restée vive et
nombre de professeurs répugnent à s’en ser-
vir, souvent par souci de rigueur. La réflexion
sur les liens entre figure, calcul, démonstra-
tion devrait en tous cas être une partie impor-
tante de la formation des maîtres.

J’ajouterai deux points encore sur ce sujet
des outils pour voir. 

Le premier est l’importance des logiciels
de géométrie dynamique (je suis un utilisa-
teur convaincu de CABRI). La facilité avec
laquelle on peut réaliser, à volonté, des figures

correctes, dans de multiples cas particuliers,
en faisant varier les paramètres, est une aide
extraordinaire, notamment pour produire et
tester des conjectures. 

Le second concerne la géométrie dans
l’espace. Là, quelles que soient les qualités du
dessinateur pour rendre la perspective ou les
performances des logiciels, le plus efficace
est encore souvent la construction de maquettes.
J’utilise pour ma part systématiquement des
maquettes, des pliages, voire des objets fami-
liers (ballon de football, globe terrestre, etc.)
lorsque j’enseigne la géométrie dans l’espace.
Ainsi, pour revenir à un problème posé ci-des-
sus, il me semble difficile de comprendre
pourquoi les sommets d’ordre 3 et 5 d’un del-
taèdre ne peuvent être voisins tant que l’on
n’a pas fabriqué une maquette. 

3. LES OUTILS POUR PROUVER :
LES INVARIANTS

D’abord un mot d’explication sur ma posi-
tion par rapport à l’enseignement du second
degré. Comme je n’y ai jamais enseigné moi-
même et que je ne suis pas didacticien (sauf
par alliance, ce qui n’est pas rien), ma posi-
tion est, avant tout, celle d’un mathématicien
dont la spécificité, depuis plus de 25 ans, est
la formation des maîtres. Ainsi, au départ, c’est
en enseignant la géométrie aux sévriennes que
j’ai été amené à réfléchir sur les fondements
mathématiques et épistémologiques de la
géométrie. Ma position didactique, en faveur
de l’usage des invariants et des cas d’isomé-
trie au collège est donc sous-tendue essen-
tiellement par cette réflexion mathématique,
(avec quelques mots-clés comme groupes,
transitivité, invariants). Cette réflexion  peut
sembler théorique, mais comme c’est mon
seul apport au débat, je vais la présenter
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maintenant, en essayant d’être le plus bref et
le moins technique possible. 

3.1 Programme d’Erlangen et invariants.

Le discours dominant à l’époque des
mathématiques modernes mettait en avant le
programme d’Erlangen de Felix Klein (1872).
Ce programme explique qu’une géométrie
consiste essentiellement en la donnée d’un grou-
pe (de transformations) opérant sur un
ensemble. Ce point de vue, à mon avis, reste
tout à fait valable, mais, tel quel, il est insuf-
fisant car il n’explique pas par quel procédé
on obtient les théorèmes de la géométrie en
question. Or, cette question est résolue aussi,
à peu près à l’époque de Klein, par la théorie
des invariants. Le principe c’est que tout
théorème d’une géométrie donnée, relative à
un groupe donné, correspond à une relation
entre les invariants (polynomiaux) de cette géo-
métrie. Mon opinion est que la théorie des inva-
riants est inséparable du programme d’Erlan-
gen. Or, et c’est là un contresens majeur de
la réforme des mathématiques modernes, ces
invariants ont été largement occultés à l’époque
et restent encore mal aimés aujourd’hui.

J’ai développé ces idées dans l’annexe 1
du rapport [R] et dans l’article [P] (dans le cas
des aires) et j’y renvoie le lecteur qui sou-
haiterait plus de détails. Je voudrais seule-
ment donner ici quelques exemples.

D’abord que sont les invariants pour la
géométrie du collège ? On peut les voir de deux
façons. La première est géométrique : il s’agit
de notions familières, longueur, angle, aire.
La seconde est plus algébrique. En effet, si un

vecteur (resp. ) a pour coordonnées
(a1, a2) (resp. (b1, b2), les invariants précédents
correspondent respectivement au carré sca-

→
OB

→
OA

laire . = a1
2 + a2

2 (c’est le carré de la
longueur OA), ou au produit scalaire 

. = a1b1 + a2b2 , (qui correspond au

cosinus de l’angle , ou encore au « pro-

duit vectoriel » 8 ∧ = a1b2 – a2b1 (le
double de l’aire orientée du triangle AOB, ou

encore la quantité OA×OB.sin . Ces
invariants apparaissent ainsi comme des
polynômes en les coordonnées des points, et
ces polynômes sont invariants sous l’action du
groupe des rotations (l’aire étant, de plus,
invariante par le groupe de toutes les trans-
formations affines de déterminant 1). 

Bien entendu, quiconque a fait de la géo-
métrie sait qu’il est utile d’utiliser les inva-
riants géométriques pour prouver les théorèmes.
Ce que je vais expliquer maintenant c’est que
ces démonstrations, comme Janus, ont deux
faces : celle de la géométrie et celle de l’algèbre.
Voici deux exemples très simples : le concours
des médianes et celles des hauteurs dans un
triangle.

3.2 Exemple 1 : les médianes.

Avant de parler de concours des médianes,
quelques détails techniques sur l’outil «aire».
Un lemme qui devrait être, à mon avis, un des
résultats clés de la géométrie du collège est
ce que je propose d’appeler le « lemme des pro-
portions » : 

Si deux triangles ont un sommet com-
mun et des bases portées par la même droite,
le rapport de leurs aires est égal au rapport des
bases, cf. figure 5.

^

AOB

→
OB

→
OA

^

AOB

→
OB

→
OA

→
OA

→
OA

8 En fait, le scalaire a1b2 – a2b1 est plutôt le déterminant des
deux vecteurs sur la base canonique, mais cela revient
essentiellement au même.



REPERES - IREM. N° 53 - octobre 2003

98

QUELS  OUTILS  POUR  LA 
GEOMETRIE A L’AGE DU COLLEGE ?

Un cas particulier de ce lemme est le
lemme « de la médiane » qui affirme qu’une
médiane partage un triangle en deux triangles
d’aires égales. Ces lemmes résultent par
exemple de la formule base×hauteur / 2 (cf. [P]
pour une discussion). Une conséquence du
lemme des proportions est le « lemme du che-
vron » (la figure 6 explique ce nom dans le cas
où O est un point intérieur du triangle) :

Soit ABC un triangle et O un point du plan.
Si (OA) coupe (BC) en A’, on a la formule :

= .

Ce lemme implique aussitôt le résultat suivant9 : 

Si ABC est un triangle, un point O (inté-
rieur au triangle) est sur la médiane AA’ si et
seulement si on a l’égalité d’aires : 

(1) A(OAB) = A(OAC).

A’B–––
A’C

A(OBA)
––––––
A(OCA)

La formule (1) peut se traduire en termes
de produit vectoriel grâce à la formule :

A(OAB) = ∧ .

Plus précisément, on a une variante orien-
tée de (1) : le point O (quelconque) est sur la
médiane si et seulement si on a :

(2) ∧( + ) = .

(En effet, si on pose = + , la rela-
tion signifie que O, A et M sont alignés. Or,
le quadrilatère OBMC est un parallélogram-
me, de sorte que (OM) passe par le milieu A’
de [BC] et on a bien le résultat. 10

On peut alors montrer le concours des
médianes, d’abord par la voie géométrique. Si
on note AA’, BB’, CC’ les médianes et O le point

→
OC

→
OB

→
OM

→

0
→
OC

→
OB

→
OA

/ /
→
OB

→
OA/ /

1
–
2

A

B C
A'

A

B CA'

O

Figure 5 Figure 6

9 Ce résultat peut se démontrer à l’aide du seul lemme de
la médiane et d’un petit raisonnement par l’absurde. C’est d’ailleurs
un bel exemple où les propriétés (de convexité essentielle-
ment) sont évidentes sur la figure, mais pas tout à fait triviales
à prouver.

10 On notera que l’égalité d’aires A(OAB) = A(OAC) est équi-

valente à ou à . Cette
deuxième égalité correspond au cas où (OA) est parallèle à
(BC), cf. le lemme du « trapèze » de [P] ou sa variante du
« papillon ».

OA OB OC∧ − =( ) 0OA OB OC∧ + =( ) 0
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d’intersection de (BB’) et (CC’) on a alors, par
(1), A(OAB) = A(OBC) et A(OBC) = A(OAC),

d’où A(OAB) = A(OAC) et le résultat. 

Mais cette preuve se lit aussi de maniè-
re algébrique. En effet, pour tout point O du
plan, on a la relation :

(*)   ∧( + ) + ∧( + ) 

+ ∧( + ) = 
qui traduit la bilinéarité et l’antisymétrie du
produit vectoriel. Si on prend l’origine O à l’inter-
section de deux des médianes, la formule (2)
montre que deux des produits vectoriels sont
nuls, donc aussi le troisième. 

Ce qu’il faut retenir de cette façon algé-
brique de voir les choses c’est que le théorè-
me correspond à la relation (*), d’ailleurs essen-
tiellement triviale ici, entre les invariants.

3.3 Exemple 2 : les hauteurs

Cette fois, le lemme de base est le suivant : 

Soient ABC un triangle et O un point du
plan. Alors O est sur la hauteur issue de A si
et seulement si on a

(3) OB.cos( ) = OC.cos( ) . 

(En effet, cette égalité traduit le fait que les
projections de B et C sur la droite (OA) sont
égales, et ceci, quel que soit le cas de figure.)

En termes de produit scalaire, cette rela-
tion s’écrit 

(4) . = .( – ) = 0 . 
On peut alors montrer le concours des hau-
teurs, d’abord en termes de longueurs et (de

→
CB

→
OB

→
OA

→
CB

→
OA

^

AOC
^

AOB

→

0
→
OB

→
OA

→
OC

→
OA

→
OC

→
OB

→
OC

→
OB

→
OA

cosinus) d’angles. On appelle O l’intersection
des hauteurs issues de B et C. On a donc :

OA.cos( ) = OC.cos( )

et OA.cos( ) = OB.cos( )

dont on déduit aussitôt la relation (3) ci-des-
sus, donc le fait que O est sur la troisième hau-
teur.

Mais cette preuve a sa traduction algé-
brique. En effet, on a la relation (essentielle-
ment triviale là encore)

(**) .( – ) + .( – )

+ .( – ) = 0
qui traduit la bilinéarité et la symétrie du pro-
duit scalaire, de sorte que si on prend pour ori-
gine l’intersection de deux des hauteurs elle
est aussi sur la troisième. Là encore, le théo-
rème se résume en la relation (**).

3.4 Bilan

L’intérêt théorique11 de cette vision algé-
brique des invariants réside alors dans les trois
points suivants :

1) On peut montrer (cf. par exemple [P])
que tout théorème d’une géométrie s’interprète
comme une relation entre des invariants rela-
tifs à cette géométrie, comme il est apparu dans
les exemples ci-desssus ;

2) On a une sorte de théorème de com-
plétude pour les invariants : on montre que
pour la géométrie euclidienne du triangle

→
OB

→
OC

→
OA

→
OA

→
OB

→
OC

→
OC

→
OA

→
OB

^

BOC
^

AOC

^

BOC
^

AOB

11 et seulement théorique, car il n’est pas question de faire
ce type de démonstrations calculatoires (« en tournant la mani-
velle » aurait dit Jean-Jacques Rousseau, cf. ci-dessous §
5 a) au collège, ni même, à mon sens, au lycée, mais elles
sont importantes pour saisir l’importance des invariants.
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(resp. pour la géométrie affine), il n’y a pas
d’autres invariants que ceux vus ci-dessus
(produits scalaires et vectoriels) ; 

3) On a aussi un théorème de complétu-
de pour les relations : là encore on les connaît
toutes, il n’y en a pas (de non triviale) en géo-
métrie affine et, en géométrie euclidienne,
elles se déduisent toutes de la relation

(***)   ( . )
2

+ ∧
2

=

( . )( . ) , 
(dite identité de Lagrange) qui n’est autre
que la relation cos 2θ + sin 2θ = 1 .

Ce qu’affirme la théorie c’est donc  qu’on
peut, en principe, obtenir mécaniquement
tous les théorèmes de géométrie à partir de
ces invariants et de leurs relations.  

Par exemple, la relation fondamentale (***)
ci-dessus est exactement la traduction ana-
lytique, dans le cas du triangle O, B, C avec
O = (0, 0), de la célèbre propriété de la droi-
te d’Euler : le centre de gravité, le centre du
cercle circonscrit et l’orthocentre du triangle
O,B,C sont alignés. De même, le théorème affir-
mant que le symétrique de l’orthocentre du tri-
angle par rapport à un côté est sur le cercle
circonscrit est lui aussi une traduction de la
relation (***).

3.5 Invariants et relations,
encore un exemple.

Je propose au lecteur un petit détour en
montrant un exemple, peut-être plus convain-
cant encore que ceux qui portent sur la géo-
métrie euclidienne. Cet exemple est issu de
la géométrie anallagmatique (celle de l’inver-
sion) qui n’est plus enseignée à l’heure actuel-
le, encore que ce qui suit pourrait aisément

→
OC

→
OC

→
OB

→
OB

/ /
→
OB

→
OA/ /

→
OC

→
OB

être expliqué à un élève de terminale S
d’aujourd’hui. 

Un invariant de cette géométrie, bien
connu des têtes chenues, est le birapport : 

[abcd] = : = × .

Lorsque a, b, c, d sont quatre points distincts

de = C ∪ {∞}, il est facile de calculer l’ar-
gument de [abcd] en termes d’angles orientés
de vecteurs et on en déduit que les points a,
b, c, d sont cocycliques ou alignés si et seule-
ment si leur birapport est réel.

Mais, si on a huit points a, b, c, d, p, q,
r, s, on a une relation, évidente mais splen-
dide, entre les birapports (« le théorème des
six birapports ») :

(5) [abrs][bcps][caqs][pqcd][qrad][rpbd] = 1.

La traduction géométrique de cette condi-
tion est immédiate : si on a huit points et si
cinq des quadruplets ci-dessus sont cocy-
cliques ou alignés, les birapports correspon-
dants sont réels. Mais alors, le sixième birap-
port est aussi réel et donc les quatre derniers
points sont aussi cocycliques ou alignés.

Cette relation entre les invariants et ses
variantes sont à la source de nombreux théo-
rèmes géométriques : le théorème de la droite
de Simson, celui des six cercles de Miquel, etc.
(cf. [Audin], exercice V.38) ; citons par exemple
le suivant dans lequel on a pris s = ∞ : 

Soient a,b,c trois points non alignés et p,
q, r trois points distincts de a, b, c, situés sur
les droites (bc), (ca), (ab). Alors les cercles cir-
conscrits aux triangles cpq, brp, aqr ont un
point commun appelé le « pivot ».

^

C

d – b––––
d – a

c – a––––
c – b

d – a––––
d – b

c – a––––
c – b
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3.6 Deux exemples encore 
pour conclure

Comme on l’a vu, ce que dit la théorie c’est
que les théorèmes d’une géométrie provien-
nent toujours de relations entre invariants rela-
tifs à cette géométrie. La conséquence pratique
de ce fait c’est que la constatation empirique
que les invariants sont efficaces pour faire de
la géométrie est pleinement justifiée par la théo-
rie : tout problème de géométrie affine (resp.
euclidienne) doit pouvoir se résoudre par
usage des aires (resp. des longueurs et des
angles). C’est ce qui motive ma position en faveur
d’un usage plus systématique des invariants
au collège.

Voici encore deux exemples pratiques
pour achever de convaincre le lecteur de leur
efficacité.

Le premier, qui utilise les aires, est le
célèbre théorème de Ménélaüs.

Soit ABC un triangle. Une droite ∆ coupe
respectivement (BC), (CA), (AB) en A’, B’, C’.

Montrer qu’on a : × × = 1 .

En vérité, les rapports ci-dessus peuvent
être vus comme des rapports de mesures algé-
briques (sur une même droite) et non comme
des distances. Cela montre que le problème
est de nature affine. D’après les principes
énoncés ci-dessus, on doit donc pouvoir le
traiter au moyen des aires.

Pour cela, on interprète les rapports comme
des rapports d’aires (grâce au lemme des pro-

portions). Ainsi, on a = .

On notera qu’on a choisi le triangle A’BC’ car
il fait intervenir deux des longueurs en jeu (A’B
et C’B) et on réutilise ce triangle pour le troi-

sième rapport : = . L’égalité à

prouver devient alors = : c’est

le lemme du chevron !

A(A’CC’)
––––––

A(A’AC’)
B’C–––
B’A

A(A’AC’)
––––––

A(A’BC’)
C’A–––
C’B

A(A’BC’)
––––––

A(A’CC’)
A’B–––
A’C

C’A–––
C’B

B’C–––
B’A

A’B–––
A’C

Figure 7

a

b

c

q

r

p

d

Figure 7
Figure 8

A

B

C

B'

C'

A'

Figure 8
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Le second exemple, très classique égale-
ment, utilise les angles et il est aussi étudié
dans [DPR] : 

Soit ABCD un carré. On construit à l’inté-
rieur de ABCD (resp. à l’extérieur) le triangle
équilatéral ABE (resp. BCF). Montrer que les
points D, E, F sont alignés. 

La solution en termes d’angles est très
simple : on calcule les angles en E. On a

= 75°, = 60°, = 45° et,
comme la somme vaut 180°, les trois points
D, E, F sont alignés. 

Dans la pratique, pour que l’utilisation
des invariants aire et angle soit efficace il
est nécessaire de disposer d’un petit nombre
d’outils.

Pour les aires il s’agit essentiellement
des « lemmes du collège », cf. [P] ; pour les angles,
on peut citer en vrac la somme des angles d’un
triangle, l’usage du complémentaire et du
supplémentaire, les angles alternes-internes
et correspondants, et enfin, le théorème de l’angle
inscrit.

^

BEF
^

AEB
^

DEA

4. LES OUTILS POUR PROUVER :
LES CAS D’« ÉGALITÉ »

4.1 La réforme des
mathématiques modernes

Parmi les cibles préférées des promo-
teurs de la réforme des mathématiques
modernes on trouve les cas d’égalité et de
similitude des triangles. Voilà, par exemple,
ce que dit Dieudonné à ce sujet : 

... tout s’obtient de la façon la plus directe
en quelques lignes de calculs triviaux, là où
auparavant il fallait ériger au préalable
tout un échafaudage complexe et artificiel de
constructions de triangles auxiliaires, afin
de se ramener vaille que vaille aux sacro-saints
« cas d’égalité » ou « cas de similitude » des
triangles ... 

C’est un des points que je conteste le plus dans
le discours de l’époque et dont les conséquences
demeurent importantes à l’heure actuelle puisque
les cas d’égalité12 et de similitude ne font plus par-
tie des outils des collégiens.13

4.2 Fondements théoriques de l’usage
des cas d’isométrie comme outil

Un problème crucial qu’on rencontre lors-
qu’on travaille avec un groupe de transfor-

Figure 9

A B

D C
E

F

Figure 9

12 Contrairement à certains, cf. [Cuppens], je pense vraiment qu’il
faut éviter le mot «égalité». Bien sûr, toute relation d’équivalence est
une égalité dans l’ensemble quotient et je n’hésite pas à écrire égal
quand je calcule dans Z/nZ ou dans des endroits bien pires encore.
Bien sûr, Euclide en faisait bien d’autres puisque l’égalité des triangles
pouvait signifier pour lui aussi bien l’isométrie que la seule égalité des
aires. Cependant, si les mathématiciens sont capables de se retrou-
ver dans une telle jungle grâce au contexte, je crois qu’il ne faut pas
compliquer inutilement la tâche de nos élèves. Dans ce cas il me semble
que cela ne coûte pas très cher de parler de triangles isométriques
(ou congruents si l’on préfère).
13 Ils ont fait leur réapparition en seconde dans les derniers programmes.
Je m’en réjouis dans la mesure où cela suscite une réflexion sur le
sujet, mais je pense que cette introduction est trop tardive et les argu-
ments que je vais donner en leur faveur, tant du point de vue de l’effi-
cacité de l’outil que de l’axiomatique, en témoignent.
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mations G d’un ensemble X est de dire si G
est transitif, c’est-à-dire si on peut transfor-
mer n’importe quel élément de X en n’impor-
te quel autre par l’action du groupe.14 Par
exemple, dans le plan, le groupe des isomé-
tries opère transitivement sur l’ensemble des
points ou sur celui des demi-droites. En
revanche, il n’est pas transitif sur l’ensemble
des segments, ou sur l’ensemble des couples
de demi-droites de même sommet.

Lorsque le groupe n’est pas transitif,
l’objectif est de décrire ses orbites, c’est-à-
dire de donner un critère commode pour savoir
si deux éléments peuvent ou non être trans-
portés l’un sur l’autre. Beaucoup d’invariants
géométriques peuvent s’interpréter en ces
termes de description d’orbites, en visant un
théorème du genre : 

Deux éléments de X peuvent être échan-
gés par l’action de G (i.e. sont dans la même
orbite) si et seulement si certains de leurs  inva-
riants sont les mêmes. 

Par exemple, deux segments peuvent
être échangés par le groupe des isométries si
et seulement si ils ont même longueur. Deux
couples de demi-droites peuvent être échan-
gés par le groupe des isométries si et seule-
ment si ils ont même angle. 

Or, que font les cas d’isométrie des tri-
angles ? Ils décrivent exactement les orbites
du groupe des isométries dans son action sur
les triangles en donnant des critères com-
modes qui permettent d’affirmer l’existence
d’une isométrie échangeant deux triangles
(avec comme conséquence l’égalité des autres
éléments que ceux utilisés) sans être obligé,
comme c’est le cas actuellement, d’exhiber

celle-ci. D’ailleurs leur démonstration est une
parfaite illustration de ce principe de transi-
tivité : on envoie un sommet sur un autre, puis
une demi-droite sur une autre, etc. et peu
importe qui est la transformation finale. Paro-
diant le célèbre sketch de Pierre Dac et Fran-
cis Blanche on pourrait avoir ce dialogue :

–– Votre sérénité, pouvez-vous envoyer ce tri-
angle ABC sur cet autre triangle A’B’C’ ?
–– Oui
–– Vous pouvez le faire ?
–– Oui
–– Il peut le faire !

Nous allons donner ci-dessous des exemples
de cette situation en espérant convaincre le
lecteur de l’efficacité des cas d’isométrie des
triangles, par rapport à l’usage direct des
transformations. En vérité, dans le plan,
comme on connaît toutes les isométries, il
est souvent assez facile de repérer laquelle
employer. En revanche, ce qui est plus déli-
cat c’est de prouver qu’elle fait bien ce qu’on
suppose. On y arrive, mais c’est souvent lourd
et, presque toujours, inutile. 

Le même argument vaut évidemment
pour les similitudes, avec, dans ce cas, deux
avantages supplémentaires :
— il y a un critère (avec deux angles égaux)
d’une simplicité enfantine,
— on connaît encore toutes les similitudes
planes mais il est nettement plus compliqué
que dans le cas des isométries de repérer
celle qui va faire le travail.

4.3 Des exemples

Il y a dans [DPR] de nombreux exemples
de cette utilisation des cas d’isométrie ou de
similitude dans lesquels cette voie est plus simple

14 On se reportera à [DPR], § 8 pour quelques illustrations
de l’intérêt de ce type de résultat de transitivité.
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que le recours aux transformations. à la lumiè-
re de ces exemples, je reprendrais volontiers
la citation de Dieudonné, en la renversant :

... tout s’obtient de la façon la plus directe
en utilisant les « cas d’égalité » ou « cas de
similitude » des triangles, là où aupara-
vant il fallait ériger au préalable tout un écha-
faudage complexe et artificiel de construc-
tions, afin de se ramener vaille que vaille à
la transformation pertinente ...

Voici un exemple que j’emprunte à la
thèse (en cours) de Sophie Gobert [Gobert] :

Soit ABCD un parallélogramme. On
construit, à l’extérieur de ABCD les tri-
angles équilatéraux ADP et ABQ. Montrer
que PQC est équilatéral. 

On voit aussitôt que les triangles BQC et
DCP sont isométriques15 ce qui donne CP = CQ.
Pour conclure, deux méthodes sont possibles.
On peut montrer que l’angle en C de PQC vaut
π/3 en notant que son supplémentaire est

égal à celui de . On peut aussi montrer
que le triangle AQP est isométrique à l’un quel-
conque des précédents (il faut un petit calcul

d’angles pour montrer = ou = ).

Bien entendu, on peut aussi montrer le
résultat en utilisant les transformations. Il faut,
soit montrer que la rotation de centre O (le centre
de PQC) conserve ce triangle (mais cela ne
semble pas évident), soit montrer que la rota-
tion de centre Q 16 et d’angle –π/3 transforme
C en P. Pour cela, on envoie C en P comme on
peut, c’est-à-dire en passant par D. Autrement
dit, on considère la composée ƒ = ρτ de la
rotation de centre A et d’angle –π/3 et de la

translation de vecteur . La transforma-
tion ƒ est une rotation de –π/3 et on a bien 
ƒ(C) = ρ(D) = P.

Il reste à trouver le centre de ƒ . Soit Q’
tel que τ(Q) = Q’. Le triangle AQQ’ est équi-
latéral. On a donc ƒ(Q) = ρ(τ(Q))= ρ(Q’) = Q
ce qui montre que ƒ est de centre Q et que PQC
est équilatéral.

Je considère que cette preuve est dou-
blement plus compliquée que l’autre. En effet,
outre qu’il faut parfaitement maîtriser la
composition des isométries,17 il faut une
construction supplémentaire. Qui parlait d’un
échafaudage complexe ?

Voici un autre exemple, qui concerne la
similitude et qui est étudié dans [DPR] :

Soit ABC un triangle isocèle en A. Une droi-
te passant par A coupe le côté [BC] en D et

→
CD

^

B
^

D
^

A
^

D

^

QBA

Figure 10
D C

A B
P

Q

15 Attention tout de même, il y a deux cas de figure.
16 En fait, le plus simple est d’utiliser la rotation de 60 degrés
de centre P.
17 Le fait que la composée d’une rotation d’angle θ et d’une

Figure 10

translation soit une autre rotation d’angle θ est trivial si l’on
dispose de la transformation vectorielle associée à une trans-
formation affine, ce qui est le cas à l’Université. C’est enco-
re assez facile en terminale avec la décomposition en pro-
duit de réflexions. En revanche, au collège, cela n’est pas du
tout évident !
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le cercle circonscrit en E. Montrer qu’on a :

. = AB 2 .

La relation est immédiate en montrant
que les triangles ABD et AEB sont sem-
blables, (il faut utiliser le théorème de l’angle
inscrit). En revanche il n’est pas évident
d’exhiber la transformation qui donne le
résultat. Il s’agit en effet de la similitude
indirecte, composée de la symétrie d’axe la bis-

sectrice de et de l’homothétie de centre
A et de rapport AB/AD, mais pour le voir il
faut construire les points B’ et D’ symétriques
de B et D par rapport à la bissectrice et il n’est
pas encore évident de montrer que (B’D’) est
parallèle à (BE). Echafaudage, vous avez dit
échafaudage ?

4.4 Cas d’isométrie et axiomatique

Il y a un dernier argument en faveur
des cas d’isométrie, c’est celui des fonde-
ments de notre enseignement de la géométrie.
En effet, avant la réforme des mathéma-
tiques modernes, le fondement de la géomé-

^

BAE

−−
AE

−−
AD

trie, plus ou moins implicite, était un systè-
me d’axiomes inspiré d’Euclide. Dans ce sys-
tème, on « démontrait » les cas d’égalité par
la méthode de superposition qui, si elle est
convaincante pour l’intuition, n’était pas
vraiment rigoureuse sur le plan mathématique.
On sait, depuis Hilbert, qu’il faut au moins
mettre le « premier cas d’égalité » dans les
axiomes. Mais, une fois qu’on disposait des
cas d’égalité, la suite pouvait être alors par-
faitement justifiée.

La perspective des réformateurs des
années 60-70 était clairement de substituer
à ce système d’axiomes celui issu de l’algèbre
linéaire. Choquet parle d’une « route royale »
et Dieudonné dit :

Il me semble qu’il y a intérêt à familiariser
le débutant le plus tôt possible avec les
notions essentielles de cette discipline (l’algèbre
linéaire), à lui apprendre à « penser linéai-
rement » ...

Cette doctrine a d’ailleurs été mise en œuvre
au lycée, au début des années 70 avec le suc-
cès que l’on sait.

Dans la période suivante on a renoncé à
cette idée du tout linéaire et proposé une
sorte de système intermédiaire, fondé sur
l’introduction progressive des transforma-
tions, mais la base théorique n’en était pas tou-
jours très claire (il y a bien eu des tentatives
intéressantes de ce point de vue, dont celle
d’Annie Cousin-Fauconnet [Cousin-Faucon-
net], mais elles étaient assez peu connues, même
en formation des maîtres). 

Tout bien pesé, mon sentiment est que fina-
lement, pour les élèves de collège, c’est enco-
re Euclide, convenablement adapté, qui est le
plus simple !

CB

A

D

E

Figure 11
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5. LES AUTRES OUTILS POUR 
PROUVER : LE CALCUL, 
LES TRANSFORMATIONS.

5.1 Le calcul.

Je voudrais dire ici que le calcul aussi est
un outil important pour faire de la géométrie.
à un stade plus avancé, il n’y a d’ailleurs pas
de géométrie qui ne soit liée au calcul. Par
exemple, on ne comprend la solution négati-
ve des problèmes des grecs (duplication du cube,
quadrature du cercle, etc.) qu’en traduisant
les propriétés géométriques en propriétés des
nombres. Voici ce que dit Descartes à ce sujet
dans un texte magnifique (cf. [Descartes]) :

Tous les problèmes de géométrie se peu-
vent facilement réduire à tels termes, qu’il
n’est besoin par après que de connoître la lon-
gueur de quelques lignes droites pour les
construire. Et comme toute l’arithmétique n’est
composée que de quatre ou cinq opérations,
qui sont l’addition, la soustraction, la mul-
tiplication, la division et l’extraction des
racines, qu’on peut prendre pour une espè-
ce de division, ainsi n’a-t’on autre chose à
faire en géométrie touchant les lignes qu’on
cherche pour les préparer à être connues, que
de leur en ajouter d’autres, ou en ôter ; ou
bien en ayant une, que je nommerai l’unité
pour la rapporter d’autant mieux aux
nombres, et qui peut ordinairement être
prise à discrétion, puis en ayant encore deux
autres, en trouver une quatrième qui soit à
l’une de ces deux comme l’autre est à l’unité,
ce qui est le même que la multiplication ; ou
bien en trouver une quatrième qui soit à
l’une des deux comme l’unité est à l’autre, ce
qui est le même que la division ; ou enfin trou-
ver une ou deux, ou plusieurs moyennes
proportionnelles entre l’unité et quelque

autre ligne, ce qui est le même que tirer la
racine carrée ou cubique, etc. Et je ne crain-
drai pas d’introduire ces termes d’arithmé-
tique en la géométrie, afin de me rendre
plus intelligible.

De même, le problème, anodin en appa-
rence, de savoir combien de coniques du plan
sont tangentes à cinq coniques données18 relè-
ve typiquement de ce qu’on appelle la géométrie
algébrique, qui, comme son nom l’indique,
instaure un dialogue profond et difficile entre
calcul et géométrie.

A un niveau plus élémentaire il ne s’agit
pas de calculer au lieu de faire de la géomé-
trie, mais de calculer en faisant de la géomé-
trie. La citation suivante de Jean-Jacques
Rousseau (dans Les confessions) illustre bien
ce point : 

Je n’ai jamais été assez loin pour bien sen-
tir l’application de l’algèbre à la géométrie.
Je n’aimais pas cette manière d’opérer sans
voir ce qu’on fait, et il me semblait que
résoudre un problème de géométrie par les
équations, c’était jouer un air en tournant
une manivelle. La première fois que je trou-
vai par le calcul que le carré d’un binôme était
composé du carré de chacune de ses parties,
et du double produit de l’une par l’autre, mal-
gré la justesse de ma multiplication, je n’en
voulus rien croire jusqu’à ce que j’eusse fait
la figure. Ce n’était pas que je n’eusse un grand
goût pour l’algèbre en n’y considérant que
la quantité abstraite ; mais appliquée à
l’étendue, je voulais voir l’opération sur les
lignes ; autrement je n’y comprenais plus rien.

Je trouve que ce défaut de faire de la
géométrie « en tournant une manivelle » est

18 la réponse est 3264 si l’on travaille dans le plan projectif
complexe !
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assez répandu, notamment parmi les étu-
diants de CAPES avec qui je dois souvent
lutter pour qu’ils ne déroulent pas un calcul
vectoriel à grands coups de relations de
Chasles, hors de toute intuition géométrique. 

En revanche, l’apport du calcul, lorsqu’il
est lié à la géométrie, est souvent décisif, cf.
par exemple [DPR], § 4.

5.2 Les transformations

Les arguments des paragraphes précédents
me conduisent à critiquer un usage trop exclu-
sif de l’outil « transformations » au collège. En
effet, ce choix présente au moins deux défauts
essentiels : il appauvrit et il complique.

— Il appauvrit

Les transformations ne constituent un outil
réellement efficace que lorsqu’on dispose de
toute la panoplie des isométries, voire des
similitudes planes. Cela conduit, en atten-
dant, à n’utiliser que la transformation qui relè-
ve du programme de la classe considérée (et,
dans le meilleur des cas, de celui des classes
précédentes), ce qui appauvrit beaucoup les
problèmes que l’on peut poser. Ce défaut de
complexité conduit, de plus, à un autre effet
pervers, qui est d’insister sur l’aspect formel
des démonstrations dont j’ai déjà dit qu’il
n’est pas l’essentiel. Les invariants et les cas
d’isométrie, en revanche, sont des outils qui,
dès qu’on en dispose, permettent de faire à peu
près toute la géométrie du collège et de poser
dès le début des problèmes où une vraie
réflexion, appuyée sur la figure, est possible.

— Il complique

Comme on l’a vu ci-dessus, il y a de
nombreux cas où l’usage des transforma-

tions, en lieu et place des cas d’isométrie,
conduit, au niveau du collège, à des contor-
sions pénibles, notamment lorsqu’il faut
calculer explicitement des composées de
transformations, au lieu d’utiliser la tran-
sitivité. Une conséquence inéluctable de
cette complication est la suivante : pour que
les élèves puissent résoudre les problèmes
on est obligé de leur donner beaucoup d’indi-
cations, de sorte que les tâches qui leur res-
tent sont trop parcellaires et ne donnent
pas  lieu à une véritable recherche. Comme
les élèves n’ont plus vraiment à trouver
quelque chose, ce qu’on leur demande est donc
plutôt de l’ordre de la mise en forme et cela
ne fait que renforcer le défaut que je signa-
lais plus haut : la démonstration réduite à
un exercice de style.

Attention, même si j’ai essayé de vous
convaincre que les transformations ne sont
pas toujours le meilleur outil pour faire de
la géométrie, notamment au collège, il
convient de se garder de retomber dans le
travers que dénonçait Choquet en 1961 (cf.
[Choquet]) :

On rencontre fréquemment la situation para-
doxale suivante : le professeur étudie avec
ses élèves une figure dotée d’un axe de symé-
trie évident ; pour établir l’égalité de deux
segments, la tendance naturelle de l’élève est
d’utiliser cette symétrie ; son professeur le lui
interdit, au profit d’un cas d’égalité de tri-
angles. Ne parlons pas de la faute pédago-
gique ainsi commise ; mais, d’une part, le
professeur oublie que sa démonstration des
cas d’égalité était basée implicitement sur la
symétrie ; d’autre part, il présente les mathé-
matiques comme un jeu vain, dans lequel des
propriétés évidentes doivent être démon-
trées à partir d’autres propriétés qui le sont
beaucoup moins.
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Les arguments contenus dans ce texte,
qui sont tout à fait recevables et expliquent
en partie la position prise à l’époque, doi-
vent nous guider pour trouver une voie média-
ne entre le « tout transformation » et le « tout
cas d’égalité ».

Voici d’ailleurs un exemple, emprunté à
[DPR] § 7 où les transformations sont l’outil
le mieux adapté :

Construire un carré ABCD dont le centre
O est donné et tel que les points A et B soient
respectivement sur deux droites données 
ƒA et ƒB . 

Dans ce cas, la considération de la rota-
tion de centre O et d’angle –π/2 est décisive,
cf. figure 12 pour le cas indirect. 

Pour conclure sur ce point, je retiendrais
volontiers le principe suivant : il est naturel
d’utiliser les transformations quand elles sont
évidentes (c’est-à-dire quand on les voit !).
Sinon, si on ne les aperçoit pas, ou si on ne
sait pas montrer que leur effet est bien celui

qu’on pense (et cela peut dépendre des apti-
tudes et des connaissances de chacun), plu-
tôt que d’essayer à toute force de les faire
apparaître, il est toujours possible et souvent
plus simple d’utiliser les invariants et les cas
d’isométrie. 

6 CONCLUSION.

6.1 Des propositions

En ce qui concerne la géométrie du col-
lège, les deux orientations que j’ai envie de pro-
poser sont les suivantes :

— une plus grande utilisation des inva-
riants, notamment aires et angles,

— la réintroduction des cas d’isométrie  au
collège.

Le premier point ne représente pas un chan-
gement considérable. C’est plus un changement
d’état d’esprit qu’autre chose. Le second point est
plus conséquent et, avant de passer à sa réalisation,
il y a tout un travail préalable à faire :

— Il faut mener une réflexion (collective) sur
la cohérence générale des programmes et
l’ordre dans lequel les notions doivent être intro-
duites, sur l’axiomatique (en un sens assez large)
qui est sous-jacente et sur les conséquences
didactiques de tels choix et faire des propo-
sitions en ce sens (cf. par exemple [Bkouche
2000]). Il y a beaucoup de questions dont la
réponse n’est pas évidente : quel équilibre
transformations-cas d’isométrie ? quand intro-
duire ces notions ? 1919

— Un grand effort est nécessaire pour
convaincre les maîtres de l’intérêt de cette évo-
lution et de ce qu’elle peut leur apporter, en

Figure 12
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19 Une façon de faire, pas trop brutale, consisterait à partir
du libellé des actuels programmes qui demandent : Construi-
re un triangle connaissant la longueur d’un côté et les deux
angles qui lui sont adjacents, etc. En effet, cette construc-
tion s’appuie implicitement sur les cas d’isométrie. Il ne serait
pas très difficile de justifier alors les conséquences de ce qu’on
vient de faire, c’est-à-dire l’égalité des autres éléments.
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tenant compte de l’expérience qu’ils ont accu-
mulée au cours des années sur les transfor-
mations. C’est ce que j’essaie de faire ici. Mais
je sais que ce n’est pas facile. Le proverbe russe
qui dit : le plus court chemin est celui que tu
connais est valable pour chacun de nous.

— Un effort important de formation initiale et
continue est indispensable car, à l’exception des
anciens qui ont été formés aux cas d’égalité
(mais qui, d’abord, ont oublié ces techniques
qu’ils n’ont pas ou peu enseignées et qui, ensui-
te, vont bientôt partir à la retraite !), les autres
n’en ont pratiquement jamais entendu parler. Je
reviens sur ce point au paragraphe suivant.

6.2 La formation des maîtres
en géométrie

Il est clair que la formation des maîtres, à
l’heure actuelle, présente de graves insuffi-
sances en ce qui concerne la géométrie. Cela est
dû notamment au fait que les cursus actuels de
DEUG et de licence contiennent, en général, très
peu de géométrie. Je recense ici quelques thèmes
sur lesquels la formation devrait, à mon avis,
être complétée (cela pourrait être en licence, voire
en maîtrise, afin que tout ne repose pas sur l’année
de préparation au CAPES). 

— L’axiomatique : il faudrait montrer (briè-
vement) aux futurs professeurs, à côté de la
présentation par les espaces affines et vecto-
riels (essentiellement inutile pour enseigner
au collège 20), un système cohérent d’axiomes
du style Euclide-Hilbert, en explicitant au
moins les axiomes d’incidence élémentaires,
les axiomes de congruence (le premier cas
d’égalité), le postulat des parallèles et enfin
les axiomes des aires. Il y a maintenant des
références abordables, cf. [Arsac], [Hart-
shorne], [Lion]. Un complément important
de cette étude devrait être de montrer quelques

rudiments d’une géométrie non euclidienne (par
exemple la géométrie du demi-plan de Poin-
caré, voir le livre de G. Lion [Lion]).

— Parmi les points qui devraient être appro-
fondis figure certainement la notion d’angle,
ou plutôt les notions d’angles (orientés ou
non, de demi-droites, de droites, etc.), avec
notamment le théorème de l’angle inscrit et
ses applications. 

— Il y a un travail important à faire sur la figu-
re, afin de donner aux futurs professeurs les moyens
de maîtriser les difficultés qui s’y rapportent. 

— Un autre point noir de notre enseignement
universitaire concerne les notions de mesu-
re des longueurs, des aires et des volumes. C’est
un point qu’il faut corriger pour permettre aux
futurs professeurs d’être au clair sur la mesu-
re des angles, ou encore sur la limite de sinx/x
en 0, ou enfin sur l’existence des primitives.

— Enfin, la géométrie dans l’espace est un
point essentiel et redouté des candidats au
CAPES. Il devrait y avoir en licence ou en maî-
trise un moment pour étudier les polyèdres,
la formule d’Euler, les polyèdres réguliers, etc. 

J’ai prononcé ici, à plusieurs reprises, le
mot maîtrise. Je pense en effet que vouloir for-
mer en trois ans (plus l’année de CAPES) des
professeurs qui dominent à la fois, la géomé-
trie, l’algèbre, l’arithmétique, l’analyse, les
statistiques et les probabilités, qui aient des
connaissances solides dans les disciplines voi-
sines (pour les TPE), qui soient aussi formés
en informatique, que sais-je encore, c’est la qua-
drature du cercle, et ce d’autant plus qu’il va
falloir former beaucoup de professeurs dans les
années qui viennent. Je suis donc un partisan
résolu de l’allongement d’un an des études
pour les futurs professeurs de mathéma-
tiques 21, mais ceci est une autre histoire ...

20 Comme le dit G. Arsac (cf. [Arsac]) : un enseignant est
aussi bien armé avec cette axiomatique qu’une poule avec
un couteau pour résoudre les problèmes de l’enseignement
de la géométrie.

21 et je le dis chaque fois que j’en ai l’occasion. Après tout,
à force de répéter « il faut détruire Carthage », elle a fini par
être détruite !
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