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L’objet de cet article est de donner un
apercu de la facon dont se construit la notion
de nombre chez les enfants au college dans le
cadre des programmes entrés en vigueur a la
rentrée 1995 en classe de sixieme au college.
Il ne sera pas donné de résultats quantifiés
de la compréhension qu’ont les éleves des dif-
férentes catégories de nombres, car cela néces-
siterait une étude beaucoup plus approfondie.
L’approche adoptée consiste a décrire et a
commenter les difficultés rencontrées par les
éleves. Nous proposons également des pistes
pour qu’ils s’approprient mieux ces notions.
Le lecteur aura un apercu de 'enseignement
(contenu et pratique) de ces concepts au col-
lege au travers du vécu quotidien d’un ensei-
gnant du terrain.

Nous décrivons année par année, de
Pentrée en sixieme a la sortie de la troisieme
les champs d’intervention de différentes caté-
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gories de nombres que cotoient les éleves : les
nombres décimaux, les nombres fraction-
naires et les nombres irrationnels.

Une réflexion approfondie a été menée par
le groupe «livre »* de I'Trem de Strasbourg sur
le programme de sixieme. Nous avons imaginés
des activités et des exercices en ayant constam-
ment présent a I’esprit les notions de registre
de représentation et de changement de registre
au sens de R Duval. Cette approche nous a per-
mis de développer des pistes intéressantes pour
travailler la notion de nombre toute ’année
a ce niveau du college. Le paragraphe qui y
est consacré est donc plus approfondi et fait
constamment référence a ces travaux. Le lec-
teur intéressé pourra consulter la brochure cor-

1 Le groupe « livre » est constitué des professeurs suivants :
Gilles BOURDENET, Jean-Luc GASSER, Paul GIRAULT, Eli-
zabeth KRETZ, Patrick ZOLLER.
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respondante [IREM 2001]. Une étude inté-
ressante peut également étre consultée dans
[MAURIN 1993], ainsi que [DOUADY 1986].
Cette approche a induit une démarche sem-
blable aux autres niveaux du college, et nous
présentons quelques pistes de réflexion. Beau-
coup des exercices proposés dans cette section,
mais pas tous, sont directement issus de cette
brochure. L’état d’esprit que nous avons adop-
té nous a amené tout naturellement a des
prolongements dans les autres niveaux du
college. Les exercices proposés sont donc le fruit
de cette réflexion. qui n’a pas eu lieu dans le
cadre de I'Irem. Il est intéressant de remar-
quer que les membres du groupe ont mené cha-
cun une réflexion personnelle qui a abouti a
élaborer des activités semblables avec des
résultats tres, intéressants aux autres niveaux
du college.

La notion de nombre ne peut étre évoquée
sans qu'’il soit fait référence a la calculatrice et
I'usage qu’on en fait dans nos classes. Pour évi-
ter de surcharger cet article, notre approche de
son utilisation fera 'objet d’un autre article.

A Pentrée en sixieme

La premiere catégorie de nombres que
connaissent les éleves est bien stir le nombre
entier, avec en filigrane le systéme de numé-
ration décimal. La signification de ces nombres
est assez bien maitrisée, ainsi que les opéra-
tions s’y rapportant. On peut cependant noter
qu'un nombre non négligeable d’enfants
oublient la signification de la position des
chiffres, c’est a dire le groupement en paquets
de dix, de cent, de mille, et que les tables de
multiplications ne sont pas connues de fagon
satisfaisante par un nombre non négligeable
d’éleves.
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Le nombre décimal et les opérations cor-
respondantes sont déja bien moins maitrisés
par les éleves, et les changements de pro-
gramme survenus avec la réforme mise en place
en 1995 ont accentué ce phénomene. Les
éleves abordent le plus fréquemment la notion
de nombre décimal en classe de CM2, parfois
en CM1 suivant la progression de leur maitre.
A la rentrée 2000, la multiplication des
nombres décimaux entre eux n’est plus au pro-
gramme, seule figure la multiplication d’'un
nombre entier par un décimal. La division est
une notion en cours d’acquisition a 'entrée en
sixieme. Les éleves font encore beaucoup
d’erreurs dans les multiplications ou divi-
sions par 10, 100, ou 1000. On peut noter
que le programme du dernier cycle de 1’école
primaire prévoit la notion de puissance de dix,
que les manuels scolaires proposent des exer-
cices les utilisant (numération décimale par
exemple), alors que les éléves ne reverront cette
notion qu’en classe de quatrieme?!

La notion de fraction a été vue au travers
de la notion de partage, mais le nombre frac-
tionnaire n’a pas encore acquis un statut, et
les opérations correspondantes n’ont pas été
vues. Les fractions supérieures a I'unité ont
été exceptionnellement rencontrées. Mais les
pratiques sont tres variables d’un professeur
a l'autre comme nous avons pu nous en rendre
compte a l'occasion de liaisons CM2-6eme.
La rédaction des programmes ne favorise pas
une pratique homogeéne de la part des ensei-
gnants. Notons que les nouveaux programmes
de P’école élémentaire ont été écrits avec un
esprit totalement différent : ils rejoignent de
par leur style la forme des programmes du secon-

2 |l s’agit peut-étre d'une mauvaise interprétation des programmes.
Ceux ci indiquent I'utilisation des puissances de dix sans plus
de précisions. Il s’agit peut-étre uniquement de multiplier et
diviser par 10, 100 ou 1000. En tous cas, les auteurs des manuels
scolaires ont rédigé des exercices utilisant la notation 102,
103 et utilisent méme des puissance de 10 supérieures !
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daire et devrait ainsi favoriser une meilleu-
re lecture.

Un nombre particulier a été rencontré :
le nombre w, dont le statut est trés mal défi-
ni. Il est égal a 3,14 pour la tres grande majo-
rité des éleves, et cette image n’évoluera que
tres peu, voire pas du tout a la sortie du col-
lege...

En sixiéme

Une partie importante du travail de sixie-
me consiste a faire acquérir aux éléves une
connaissance plus approfondie des nombres
décimaux et du sens des quatre opérations.
Un nombre significatif d’éleves sépare le trai-
tement de la partie entiere et de la partie
décimale, par exemple lors de la multiplica-
tion d’'un décimal ou la division par un mul-
tiple de 10 ou par un entier. Les erreurs ci-
dessous, qu’il n’est pas rare de rencontrer
dans le test national d’évaluation a ’entrée
en sixiéme, illustrent ces propos :

453%x10 =450,30 et 73x4=28]2

Nous regrettons que la plupart des manuels
scolaires ne proposent qu'un travail peu appro-
fondi sur les nombres décimaux, car leur
manipulation et leur signification profonde reste
bien mal maitrisées par beaucoup d’éleves. Si
le professeur ne propose pas un travail consé-
quent sur ces notions, ils garderont une idée
bien pauvre et manipuleront difficilement
ces nombres, méme avec une calculatrice,
puisque leur sens n’est pas compris. Notons
que l'utilisation de ’Euro renforcera peut-
étre la notion de nombre décimal avec la
manipulation des centiemes d’Euros !

Lors de nos travaux de rédaction de la bro-
chure [IREM 2002], et de ’expérimentation
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dans nos classes pendant plusieurs années,
nous avons élaboré une stratégie d’apprentissage
et de familiarisation avec ces nombres s’éta-
lant durant toute 'année de sixiéme avec
comme toile de fond les différents registres de
représentation que 'on peut utiliser. Le lec-
teur sera clément avec les petites erreurs ou
inexactitudes qui seront inévitablement faites
a la théorie didactique des registres de repré-
sentation, mais il s’agit ici d’étre proche d’'une
pratique quotidienne de 'enseignant avec ses
éleves...

Précisons les différents registres qui
entrent en jeu lors de la manipulation de
nombres :
¢ lalangue naturelle : seize, trois dixiemes,

etc.

e le registre numérique en général, dans
lequel nous distinguerons

¢+ le registre des nombres décimaux :

5 4,3

o+ le registre des nombres fractionnaires :
20 43
410

e leregistre géométrique : représentation des
nombres par la perception d’aires de figures.
e le registre graphique : la droite graduée.

Nous n’approfondirons pas plus cet aspect
que le lecteur saura retrouver en filigrane
dans les approches que nous proposons dans
cet article.

Structure du nombre décimal

Il est significatif que plusieurs manuels
de sixiéme parus a la rentrée 2000 proposent
un chapitre concernant la numération des
nombres décimaux, voire la numération des
nombres entiers. Celui-ci avait quasiment
disparu des anciennes moutures des manuels...
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alors que ce préliminaire est indispensable pour
la suite ! Les manuels proposent un travail sur
la signification des préfixes (déci, centi, déca...)
qui est complété par des exercices de passa-
ge de la numération en langue naturelle a I'écri-
ture algébrique. Quelques exercices utilisant
les fractions décimales sont proposés comme
le préconisent les programmes pour renforcer
la signification de la numération de position.
L’éleve est invité a lire des abscisses de points
et a placer des points sur une droite dont la
graduation est donnée en totalité ou de facon
incomplete. Les exercices proposés sont peu
nombreux, alors qu’ils méritent un appro-
fondissement important pour la structura-
tion du nombre décimal.

L’utilisation du registre de la droite gra-
duée est fondamental pour 'acquisition de
la compréhension du nombre décimal (et
rationnel de facon générale) comme I'ont par
ailleurs montré des travaux récents en didac-
tique [ADJIAGE2001]. C’est pourquoi nous
avons élaboré une activité pour renforcer la
compréhension de la structure du nombre
décimal a I'aide de mesures de longueurs.

Elle est reproduite ci-contre, et aborde la
notion de subdivision de I'unité de mesure pour
évaluer des longueurs de plus en plus préci-
sément. Elle a été inspirée par un des exer-
cices d’évaluation a 'entrée en sixiéme qui pro-
posait de mesurer une longueur a ’aide d’'une
regle qui n’était pas graduée en centimetres,
mais en pouces. Les éléeves ont trés mal réus-
si cet item?, et cet exercice n’a plus été pro-
posé depuis.

L’activité que nous proposons permet de
travailler le nombre décimal et sa structu-

3 Beaucoup d’éleves de sixieme ont évidemment été perturbés
par le pouce, unité de mesure, avec le pouce de leur main !
L’exercice aurait pu proposer une unité de longueur avec un
nom imaginaire, et il aurait été intéressant de le proposer sous
cette forme.
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re a l'aide de mesures de longueurs. On
propose une regle graduée aux éleves, et ils
doivent mesurer des longueurs de segments
avec ces regles. La premiere regle est gra-
duée uniquement avec 'unité (environ
12 cm), la deuxieme regle est graduée plus
finement en faisant intervenir le dixiéme
d’unité (donc 1,2 cm) et la troisieéme regle
utilise le centiémes d’unité. Les segments
a mesurer sont choisis pour que les éleves
n’obtiennent pas une valeur correspondant
a une graduation des regles proposées. Les
éleves ne peuvent pas se raccrocher au cen-
timetre, et sont obligés de raisonner avec
des dixiemes et des centiémes de l'unité
proposée. Cette activité est tres formatri-
ce dans plusieurs domaines : notion d’unité,
la structure et la signification des subdivi-
sions de I'unité, mais également la notion
d’encadrement d’une grandeur, et donc d’'un
nombre.

Nous proposons également de nombreux
exercices de lecture de graduation et de pla-
cement de nombres sur une droite graduée.
Leur utilisation avec les éleves en classe et en
séquence de remédiation nous ont permis de
dégager quelques points didactiques impor-
tants pour leur élaboration :

e le choix de I’échelle : unité des graduations
principales (de 1 en 1, de 0,1 en 0,1, etc).

e laprésence ounon du 0 de la graduation.

e les nombres fournis sur la graduation qui
permettent sa lecture.

Commentons quelques exemples de lec-
ture de nombre sur une droite graduée :



REPERES - IREM. N° 51 - avril 2003

EVOLUTION DE LA NOTION
DE NOMBRE AU COLLEGE

ACTIVITE 1: mesure de longueurs et décimaux (extraits)

1 segment unité

A) Des mesures ! 8 |

A B C D

E F

On choisit comme unité de longueur le segment [OI] dessiné ci-dessus. Le but de 1’activité
est de mesurer la longueur des segments [AB], [CD] et [EF] ci-dessus a I’aide de cette unité.

1) Décalquer le segment [OI] ci-dessus.
2) On pose le segment [OI] sur le segment [AB] comme le montre la figure ci-dessous :
. segment unité |

F 1
o* B I

On constate alors, sans rajouter de graduations, que le segment [AB] mesure entre zéro et
une unité. On écrit alors 'encadrement suivant: 0<AB<1.
Donner de méme un encadrement des longueurs des segments [CD] et [EF].

3) Comme le résultat de cette mesure n’est pas précis, on va affiner 'instrument de mesu-
re ; pour cela, on partage le segment unité en 10 segments de méme longueur :

O J 1

A B
Combien d’unités mesure le segment [OJ] ?

Décalquer le segment gradué sur la figure ci-dessus et donner un encadrement a un dixie-
me d’unité pres de la longueur de chacun des segments [AB], [CD] et [EF].

4) Pour obtenir encore un résultat plus précis, on divise le segment [IJ] en 10 segments
de méme longueur :

0 J I

»

K
Combien d’unités mesure le segment [OK] ? Décalquer les graduations du segment [OdJ] de
la figure ci-dessus et donner alors un encadrement a ................. d’unité pres de la longueur

de chacun des segments [AB], [CD] et [EF].

B) Des constructions de segments.

Dessiner des segments dont les longueurs sont :

a) 8 dixiémes d’unité

b) 5 centiemes d’'unité

c) 12 dixiémes d’unité
d) 67 centiemes d’'unité
e) 164 centiémes d’unité
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Les graduations principales des Gra-
duation 1 a 3 different d’'une unité et sont
rattachées a la mesure des longueurs avec
une regle graduée et sont familieres aux
éleves.

Une graduation semblable a la graduation
1 a été proposée a I'évaluation a 'entrée en sixie-
me 2001, et montre que les éleves réussis-
sent en général bien cet exercice. Notons que
la lecture du nombre a est moins bien réus-
sie que les autres, peut-étre parce qu’il est com-
pris entre 0 et 1. La graduation 2 ne laisse pas
apparaitre 'origine de la graduation, mais ne
pose pas de probleme particulier.

Par contre, une petite variation des
nombres choisi peut faire apparaitre un phé-
nomene intéressant qu’il nous semble impor-
tant de travailler avec les éleves. Le nombre
g de la graduation 3 correspond a trois chez
certains éleves. En fait, ils pensent que la
premiere graduation visible est zéro et ne
savent pas que la graduation doit étre régu-
liere. On peut observer chez ces mémes éleves
des erreurs récurrentes de ce type, comme si
les nombres écrits sur les graduations n’avaient
pas d’importance. Des erreurs aussi mani-
festes que le nombre 0,6 est compris entre 2
et 3 ne sont pas relevées.

En fait, apres discussion avec les éleves,
il semble qu'ils n'ont pas du tout intégré la notion
de graduation réguliere. Cette idée de régu-
larité est implicite, et la conscience ou la non
conscience de cet implicite peut créer des dif-
ficultés inattendues a d’autre niveaux *.

4 la nécessité d’un partage régulier lors de la représentation
de nombres fractionnaires avec des aires apparait dans des
exercices du genre « trouver I'erreur », sans plus. Nous ne
I’avons jamais rencontré dans des exercices sur les gra-
duations. Certains éléves qui ont décalqué les regles graduées
de I'exercice 1 n’ont absolument pas pris garde au soin a appor-
ter a la régularité de la graduation. C’est en partie pour cette
raison que la graduation la plus fine n’est pas proposée sur
toute la longueur de la régle de la question 4.
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EXERCICE 1. Ecrire la valeur du nombre
décimal qui est repéré sous chaque fleche :

f !

a b c

—

Graduation 1

10 11

! !

g h i

Graduation 2

10 11

Graduation 3

Observons maintenant les graduations
de l'exercice 2 reproduit ci-contre...

Les graduations 4 et 5 ne posent pas vrai-
ment de probleme, mais la graduation 6 fait
apparaitre de fagon trés marquée le phénomene
observé précédemment : le nombre e corres-
pondrait a la valeur 8,8. Pour arriver a faire
prendre conscience a ces éleves de leur erreur,
il a fallu les amener a énumérer les déci-
maux successifs en partant d’une valeur choi-
si avec le pas de la graduation. Les collegues
de I’école primaire connaissent cette activité
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EXERCICE 2
Ecrire la valeur du nombre décimal
qui est repéré sous chaque fléche :

0 0,1 0,2 0

a b c

Graduation 4

4,6 0.8
! !
i ) k
Graduation 5
9 9,1
} f i !
€ f

Graduation 6
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sous le nom de « séries ». Ainsi, pour la gra-
duation 6, en partant de 9,3 les éleves vont
compter en décroissant de 0,1 en 0,1 pour
aboutir a la valeur correcte de la premiére gra-
duation, soit 8,9.

Commentons encore les deux gradua-
tions7 et 8 suivantes...

Cette fois, c’est I’échelle choisi entre
deux graduations principales qui n’est pas
habituelle : 0,005 unités pour la gradua-
tion 7 et 2 unités pour la graduation 8.
Ces deux exercices ne sont certes pas
faciles, mais montrent qu’il est souhai-
table de proposer une activité qui est
certainement peu pratiquée aux éléves :
voir 'exercice 4 au verso.

En fait, avant de donner les valeurs des
nombres repérés dans les exercices précé-
dents, il est indispensable de demander aux
éleves de compléter la graduation. Nous pen-
sons que les exercices qui proposent des gra-
duations complétes sont indispensables et for-
mateurs, mais que le travail qui consiste a recréer
une graduation a partir de deux nombres est
une activité incontournable pour apprendre la
structure des nombres décimaux.

EXERCICE 3. Ecrire la valeur du nombre décimal qui est repéré sous chaque fléche :

Graduation 8
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EXERCICE 4

Une graduation est proposée avec
I'indication de deux nombres et il s’agit de
compléter la graduation. Une fois la gra-
duation complétée, on peut demander de don-
ner les valeurs des nombres repérées comme
dans les exercices 1 a 3 ci-dessus.

L’exercice contraire qui consiste a pla-
cer des nombres sur droite graduée comple-
te le travail précédent. Bien entendu, le pro-
fesseur veillera a faire intervenir les variables
didactiques décrites précédemment, mais il nous
semble souhaitable de rajouter une dimension
supplémentaire pour rendre I'exercice plus for-
mateur :

EXERCICE 5

a) Placer les fleches correspondant aux nombres
ci-dessous sur les graduations correspondantes,
et écrire le nombre sous la fleche :

29,2 304 281 31,7
30 31

Graduation 9

b) Placer les fleches correspondant aux nombres
ci-dessous sur les graduations correspondantes,

et écrire le nombre sous la fleche, si c’est

possible :

2,03 22 2,12 1,7 0,8 1,83

2 4,1

Graduation 10
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La graduation 9 ne propose que des
nombres qu’il est possible de placer sur la
droite et ne posera donc pas beaucoup de dif-
ficultés. Le pas de la graduation est suggéré
par les nombres proposés s’il doivent tous étre
placés. Par contre, les nombres proposés dans
la graduation 10 pourraient étre placés si les
éleves completent la graduation en considé-
rant que la premiere graduation principale a
pour abscisse 0 et que le pas est d'une unité.
Ils seront obligés de reconstruire la gradua-
tion pour résoudre I'exercice.

Addition et soustraction des décimaux

Les programmes officiels insistent sur le
fait que la résolution de problemes constitue
le moteur du travail a effectuer en classe.
Les manuels proposent donc de nombreux
exercices a résoudre faisant intervenir des
nombres décimaux qui ne sont pas forcément
«agréables a manipuler a la main ». Pourtant
un travail technique sur I'addition et la sous-
traction des nombres décimaux nous semble
indispensable au vu des connaissances des éleves
a ce sujet. Nous ne parlons pas ici de 'opération
posée qui est indispensable car la retenue
est mal maitrisée par de nombreux éleves. C’est
le sens méme de la retenue surtout lorsqu’elle
concerne le chiffre des unités qui est a appro-
fondir Les éleves appliquent une technique
qu’ils comprennent mal®.

La pratique du calcul mental nous montre
que de nombreux éleves qui sont capables de
poser correctement 'opération 0,4 + 0,7 se trom-
pent et proposent 0,11 comme réponse de cal-
cul non posé, car ils traitent la partie décimale
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5 Il est sOr que la technique, opératoire ou autre, doit étre tra-
vaillée pour elle méme, et qu’une technique peut acquérir du
sens quand on la pratique. Sa signification peut-étre donnée
en préliminaire, ou aprés l'avoir utilisée.
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ACTIVITE 2 Aires et nombres décimaux (extraits)

On choisit comme unité d’aire l'aire du carré de 10cm de c6té dessiné ci-contre. Reprodui-
re ce carré sur une feuille de papier millimétré, ainsi que le carré de c6té 1cm et le rectangle
de cotés 1cm et 10cm.

< 10 cm

A) Des mesures !

¢

10 cm Unité

a. Quelle fraction de I'unité représente I’aire du carré
de coté lem ?

b. Quelle fraction de 'unité représente le rectangle
de cotés 1cm et 10cm. ?

v

a. Tracer un rectangle de 5 cm sur 3 cm. Trouver le nombre d’'unité d’aire contenues dans
ce rectangle. Ecrire ce nombre sous forme décimale et sous forme fractionnaire.

B) Des constructions d’aires.

b. Méme question que précédemment pour un rectangle de :
15 cm sur 6 cm 13 cm sur 9 cm 1 cm sur 6 mm
C) Des conversions d’unités.
Tracer une figure dont I’aire mesure :
a. 0,8 unité b. 0,05 unité c. 0,47 unité d. 1,03 unité
e. 1,4 unité f. 1,54 unité g. 0,0001 unité h. 0,001 unité
i. 0,125 unité
D) Des calculs.

Pour chacun des calculs suivants, trouver le résultat puis le vérifier en utilisant les figures
de la question précédente.

0,8 + 0,47 0,8 +1,54 1,4+ 0,47

0,8+0,8 1,54 + 0,47 0,8 + 0,125 0,05 + 0,0001
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d’une fagon erronée. Pour remédier a ce type
d’erreurs, nous avons principalement propo-
sé deux types d’approches qui sont décrites ci-
dessous, puis pratiqué le calcul mental régu-
lierement sur 'année pour asseoir un traitement
correct de ces opérations.

L’activité 2 reproduite a la page précédente
fait travailler 'addition et la soustraction des
décimaux aux éleves en utilisant la percep-
tion des aires. On choisit un carré comme
unité d’aire, on le divise en dix parties de
facon a pouvoir manipuler les dixiémes ainsi
obtenus (bande, ...). On le divise encore par
dix pour obtenir la notion de centieéme a 'aide
du carreau. Les additions et les soustractions
se font alors aisément a l’aide du support
géométrique, et les retenues apparaissent
naturellement. Un des intéréts de cette
démarche est 'autocorrection qu’elle permet
aux éleves. Cette activité demande impéra-
tivement l'utilisation de papier millimétré. Une
expérience a été menée avec l'utilisation de
carreaux du cahier, mais il en a résulté une
confusion mémorable dans la classe !

Conjointement a la vision géométrique, le
professeur est invité a formuler les calculs a
effecteur en utilisant la langue naturelle. La
somme de sept dixiémes et de six dixiémes est
égale a des dixiemes, soit ici treize dixiémes,
alors que beaucoup d’éleves donnent sponta-
nément 0,13 comme réponse a la somme
0,7 + 0,6. La langue naturelle est un support
privilégié pour effectuer ce genre d’opéra-
tions correctement, avec du sens, et de faire
prendre conscience du traitement de ’addi-
tion avec les nombres décimaux.

Il apparait donc indispensable de tra-
vailler les conversions de nombres décimaux
en fractions décimales et réciproquement, et
ce dans le registre de la langue naturelle et
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EXERCICE 6
Compléter :

1 unité =................. dixiemes

I unité = .....cceeeenennne. centiémes...
EXERCICE 7

On peut écrire 8,35 sous quatre autres
formes :

3 5

8,35=8+0,35 8,35_8+E+m
35 835

8,35 =8 *+100 8,35 = 100

Ecrire de méme sous ces quatre formes :

a) 134 13,04 13,004
0,737,3 73
EXERCICE 8

Ecrire sous forme de nombre décimal les
nombres suivants :

205 3604
10 100
EXERCICE 9

Ecrire les nombres décimaux suivants
sous forme de fraction décimale. Donner
deux réponses différentes en utilisant des déno-
minateurs différents.

0,07 0,15

2,5 3,06
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les registres numérique des décimaux et des
fractions. Cette approche permet également
de mieux réussir la multiplication et la divi-
sion des nombres décimaux par les 10, 100 et
1000. Les extraits d’exercices 6 a 9 ci-contre
donnent quelques exemples.

L’exercice 9 nous semble important. Un
éleve devrait savoir proposer sans probleme
les écritures suivantes :

525 _250 2500

70 100 1000

>

Ces diverses écritures fournissent par exemple
un outil pour la comparaison des décimaux en
écrivant tous les nombres avec la méme unité
(dixieme, centieéme, etc.). Ils préparent a la
conversion des unités de mesure utilisant les
préfixes tu genre déci, centi, etc.

Certains auteurs proposent des exercices
d’écriture de nombres portant sur les « zéros
inutiles » ? Ces zéros sont-ils si inutiles ? Le
type d’exercices qu'on peut trouver est celui
de I’énoncé 10ci-dessous. Pour les b) et c¢), il
s’agit bien str de repérer les zéros indispen-
sables a I’écriture correcte du nombre consi-
déré.

Mais ces « zéros inutiles » deviennent
rapidement indispensables si on effectue des
multiplications et divisions par les puissances
de dix ! Par exemple, si on veut écrire le résul-

EXERCICE 10

Ecrire les nombres suivants en supprimant
les zéros inutiles :
b) 0,054 00

a) 0025,3 ¢) 0140,054

EVOLUTION DE LA NOTION
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tat de la division de 2,5 par 100, les zéros qui
indiquent le nombre de dizaines et de centaines
sont indispensables pour écrire correctement
le résultat :

002,5+100= 0,025

De méme les zéros qui indiquent le nombre
de centiemes est indispensable pour écrire
le résultat de la multiplication de 2,5 par
100 :

2,50x100=250

Les éleves rencontrent la une pratique
implicite (apparition et disparition de zéros)
sans forcément en saisir les tenants et les
aboutissants. Peut-étre serait-il judicieux de
proposer des exercices dans lesquels on deman-
de a I’éleve de rajouter des « zéros inutiles »
pour faire apparaitre le nombre de dizaines
ou de centaines ? Une réflexion est peut-étre
a mener sur le type d’exercice suivant :

EXERCICE 11

Ecrire le nombre 2,5 en rajoutant les zéros indis-
pensables pour faire apparaitre :

a) Le chiffre des centaines

b) Le chiffre des centiémes...

ou bien :

Ecrire le nombre 2,5 en rajoutant les zéros indis-
pensables pour faire apparaitre :

a) Le chiffre des centaines mais pas celui des
milliers

b) Le chiffre des milliemes, mais pas celui des
dix milliemes

Pour l'étude de l’addition des nombres
décimaux, nous n’avons pas utilisé le registre
de la droite graduée. Mais on pourrait construi-
re une regle a calculer en faisant coulisser deux
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1,6
1 2
0 v 3
A A
0 1 2 3
0,7 2,3
Figure 1

droites graduées de la méme fagon I'une sur
Pautre® comme on le fait parfois en cinquie-
me avec les nombres relatifs. Cette démarche
est expliquée dans la Figure 1 ci-dessus, qui
illustre comment calculer 0,7 + 1,6 ...

Mais nous ne savons pas si cette approche
renforce la compréhension de la structure
des nombres décimaux ni des opérations qui
s’y rapportent. Cette piste mérite peut-étre d’étre
explorée.

Multiplication des décimaux

ATécole primaire, les éleves n’ont étu-
dié que la multiplication d'un nombre entier
par un nombre décimal, la multiplication
de deux décimaux est abordée en sixiéme.
Il s’agit alors de donner du sens ces opé-
rations.

6 le principe est le méme que celui de la régle a calculer qui
permettait d’effectuer des multiplications, divisions, qui était
encore utilisée au baccalauréat pour la derniére fois en 1979
(j’y étais !). On peut se poser la question a un autre niveau
de I'utilité de cet instrument pour I'étude des logarithmes...
La remarque n’est pas si anodine qu’elle n’en a I'air ; il est
clair que les professeurs qui n’ont pas connu cet instrument
de calcul n’auront pas I'idée d’exploiter ses richesses.
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Une démarche fréquemment adoptée est
illustré par la Figure 2 :

3,4 —p| xi0 [—>» 34

X0’12—>><100 74>X12

6 8 6 8

34 3 4

0,4084——408
Figure 2

Le paragraphe précédent a proposé des
pistes de travail sur la multiplication et la
division des décimaux par les multiples de
dix. A partir de 13, la multiplication des
entiers étant a peu prés maitrisée’, on fait
le lien entre la multiplication des entiers et
la multiplication des décimaux en divisant
par la bonne puissance de dix. Il est clair que
par la suite, la vieille recette qui consiste a
« compter les chiffres apres la virgule » pour-
ra étre retenue. Chez certains éléves, le sens
qui est donné par la Figure 1 restera la réfé-
rence pour effectuer des opérations avec les

7 ala connaissance des tables de multiplication prés !
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nombres décimaux, sans que cela les handi-
cape, au contraire.

Notons au passage qu'il est fort utile pour
les éleves de savoir que diviser par 10 puis par
100, revient a diviser par 1000. Cette notion
de divisions successives n’est abordée ni dans
les programmes ni les manuels, alors qu’elle
permettrait de débloquer de nombreuses
situations dans les classes ultérieures et enri-
chirait le point de vue des éleves. Nous y
reviendrons dans la suite de cet article.

La pratique du calcul mental nous montre
encore une fois que cette approche ne suffit
pas. Beaucoup d’éleves proposent la réponse
suivante :

7x08=0,56 au lieude 7x0,8=5,6

I1 s’agit encore une fois d’un traitement erro-
né de la partie décimale qui est considéré
comme une entité a part. le programme indique
que l'on doit étudier le produit dun entier par
une fraction. Nous avons alors expérimenté
avec succes une démarche complémentaire que
nous proposons pour étudier la multiplication
d’un entier par un décimal. Nous avons mis
en évidence diverses approches de ce genre d’opé-
rations. L’opération 8 x 0,6 peut-étre pergue
a l'aide des opérateurs comme le suggere la
Figure 3 :

=10

| X6y 48

Figure 3

Le professeur sera également attentif a
la lecture a haute voix de ce calcul qui peut

EVOLUTION DE LA NOTION
DE NOMBRE AU COLLEGE

induire des traitements différents. L’opération

6 .
8 T peut se lire sous deux formes :

— huit multiplié par six divisé par dix. la
succession des opérations est privilégiée
comme le met en évidence la Figure 3.

— huit multiplié par six dixiemes. Le résul-
tat sera exprimé en dixiemes. Il est égal a huit
multiplié par six, soit quarante huit dixiemes.

Ces diverses approches permettent aux
éleves de se forger une démarche correcte
pour effectuer ces opérations. Ce type de cal-
cul posé régulierement en calcul mental per-
met également de remettre en question le
fait admis par un grand nombre d’éleves, a savoir
que la multiplication agrandit toujours.

En ce qui concerne la multiplication des
nombres décimaux entre eux, le type d’erreurs
rencontrés serait plutoét du genre :

03x03=09 aulieude 03x03 =009

Remarquons que le choix des nombres est
important, car la réponse correcte :

0,3x04=012

peut étre obtenue par les éleves méme avec
le traitement incorrect déja mis en évi-
dence !

Le travail précédent étant assimilé,
Papprentissage correct de la multiplication des
décimaux peut se faire rapidement avec suc-
cés. Un approche envisageable consiste a
voir le produit de deux décimaux comme
étant le produit d’'un décimal par une fraction
décimale et de réinvestir la méthode déja
acquise :

0,7x0,3 =0,7><i= 2l 021
10 10
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ACTIVITE 3

Fraction d’aire et multiplication des décimaux.
Dessiner un carré dont le c6té mesure 10cm. L'unité de longueur mesure 10cm, et ce carré

représente une unité d’aire.

1) Dessiner les rectangles suivants dont on donne les dimensions exprimées avec I'unité d’aire

choisie ci-dessus.

Rectangle Longueur Largeur
1 0,3 0,2
2 0,4 0,3
3 0,25 0,15
4 1,2 0,2

2) A l'aide du dessin, indiquer combien mesure I’aire de chacun de ces rectangles.

3) Recopier les calculs ci-dessous et donner leur résultat :

0,3x0,2 0,4x0,3

0,25 x 0,15

1,2x0,2

Vérifier votre réponse a 'aide des questions 1) et 2).

4) Dessiner plusieurs rectangles non superposables qui ont pour aire 0,12 unités d’aire.
En lisant les longueurs des cotés, donner plusieurs produits de nombres décimaux qui sont

égaux a 0,12.

5) Dessiner les rectangles suivants :

— un c6té mesure 0,2 unité de longueur, son aire mesure 0,32 unités d’aire.
— un c6té mesure 0,5 unité de longueur, son aire mesure 0,6 unités d’aire.
— un cdté mesure 0,8 unité de longueur, son aire mesure 0,08 unités d’aire.

L’activité 3 fait naturellement suite a acti-
vité 2 : l'interprétation d’aires donne un
sens au produit de deux nombres décimaux.
Les éleves disposent alors d’'un nombre
important de points de vue pour effectuer men-
talement ou en posant les opérations ces
multiplications : langue naturelle, aires,
opérateurs.

Une autre approche peut constituer a
faire le lien entre I’aire d’un rectangle et les
changements d’unité. Pour calculer I'aire d'un
rectangle de dimensions 8,3 cm et 4,7 cm, on
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peut prendre comme unité le millimetre carré,
compter le nombre de millimétre carrés dans
ce rectangle en effectuant le produit de 83 par
47, puis de convertir en centimeétres carrés (voir
le paragraphe suivant).

Aires et périmétres

Les éleves arrivent au college avec des idées
floues sur ces notions, mais connaissent bien
des formules dont ils ne maitrisent pas la
signification et qu’ils essayent a tout prix
d’appliquer. On peut se demander quel est 'inté-
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rét de faire apprendre les formules aux éleves
de I’école primaire®. Leur sens est totalement
occulté, et leur application n’apporte stricte-
ment rien a la compréhension de ces concepts,
bien au contraire. Leur intérét peut résider
dans le remplacement des lettres par des
valeurs numériques dans le cadre de I'initia-
tion au calcul littéral, mais il est bien limité
a ce niveau. Les formules suivantes sont
connues a la sortie de I’école primaire : le
périmetre du rectangle, 'aire du carré et du
rectangle, parfois I'aire d’'un triangle quel-
conque et la longueur du cercle.

La perception des aires et leurs proprié-
tés additives peut servir de support a I'addi-
tion des décimaux, (activité 2) et a leur mul-
tiplication (activité 3). Les travaux qui consistent
a compter le nombre de centimetres carrés conte-
nus dans un rectangle aux dimensions entieres,
puis le nombre de millimetres carrés conte-
nus dans ce méme rectangle nous semblent
essentiels. On peut donner un sens a la for-
mule de I'aire du rectangle pour des entiers,
et étendre cette formule aux nombres décimaux.
On peut alors réaliser un lien géométrique entre
la multiplication des décimaux et la multi-
plication des entiers qui lui est associée.
Notons que I'extension de ces formules aux
autres catégories de nombres dans les classes
ultérieures® est le plus souvent passée sous
silence, en particulier pour les irrationnels [Frie-
delmeyer 2000]. On peut également expli-
quer pourquoi les changements d’unité d’aire
se font par puissances de cent.

8 cette focalisation sur les formules d’aire et de périmetre consti-
tue certainement un obstacle a la compréhension méme de
ces notions. La présentation du périmetre du rectangle sous
laforme P =2 x (I + L) génere des confusions avec la notion
d’aire & cause de la présence de la multiplication. Remarquons
que dans les nouveaux programmes de I'école primaire, les
formules d’aire devraient disparaitre, ce qui nous semble étre
un bon point.

9 sauf peut-étre pour la multiplication des fractions en cin-
quieme.
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Le travail sur les aires permet déja de pro-
poser en sixieme une sensibilisation a I'exis-
tence d’autres nombres sans les nommer, les
irrationnels, comme le suggeérent les deux
exercices ci-dessous.

Bien entendu, on peut modifier les valeurs
numériques et faire intervenir des nombres
décimaux dans les questions préparant a la
question finale. Les éleves cherchent une
réponse, et on peut leur faire trouver qu’il
n’existe pas de nombre décimal qui répond
au probleme posé en examinant le produit
du dernier chiffre par lui méme dans la mul-
tiplication.

La premiere question ne pose aucune dif-
ficulté, alors que la deuxiéme souléve un pro-
bléeme que l'on sait résoudre géométrique-
ment (bien que cette solution ne soit pas
évidente pour des éleves de college) et qu'on
ne sait pas a ce niveau résoudre algébrique-
ment.

EXERCICE 12

1) Quel est le coté d’un carré dont Uaire est
100 cm?* ?

2) Quel est le coté d’un carré dont Laire est
49 m??

3)  Quel est le coté d’un carré dont l'aire est
121dm?*?

4) A la question « trouver le coté d’'un carré
dont laire est 60cm? », Jean a répondu
7,7 cm et Pierre a répondu 7,8 cm.
a) Qui a raison, et pourquoi ?
b) Proposer une autre réponse.

EXERCICE 13

1) Tracer un carré d’aire 1 cm®

2) Tracer un carré d’aire 2 cm? et donner
la mesure de son coté.
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Les deux exercices précédents qui abou-
tissent a ’évocation de nombres non déci-
maux, font travailler des registres diffé-
rents. Dans le premier, on reste exclusivement
dans le registre algébrique, et la recherche
privilégie ce cadre en supposant qu’il exis-
te effectivement un carré d’aire 60 cm? (exis-
tence qui n’est évidemment pas mise en
doute par les éleves). Le second exercice
privilégie le registre graphique et deman-
de également une réponse dans le registre
algébrique.

La notion d’aire est beaucoup travaillée
au travers d’exercices de reconfiguration, en
additionnant ou soustrayant des aires, et en
faisant des découpages pour se ramener a
une figure connue. Le périmeétre n’a pas cette
propriété et les éleves font souvent l’erreur
d’additionner des périmetres de figures qui sont
assemblées, ou de calculer 'aire d’une figure
apres avoir changé sa forme. En particulier
le calcul de périmetre de la figure donnée
dans l’exercice 14 pose un probleme presque
insurmontable a une frange non négligeable
d’éleves de sixieme :

EXERCICE 14

Calculer le périmétre et l'aire de la figu-
re ci-dessous :

5 cm
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Ces éleves sont persuadés que le péri-
metre de la figure apres recollement du demi
disque « extérieur » dans le demi disque « inté-
rieur » est le méme que celui de la figure de
départ. Cette difficulté réside partiellement
dans le calcul de la longueur du cercle qui est
au programme. Méme avec des manipula-
tions de ficelle et de cylindre pour appréhen-
der cette notion, la formule P =2 x t x R
reste bien mystérieuse. Le nombre 7 n’a pas
de un statut consistant. a ce niveau. On jongle
entre la valeur fétiche 3,14 et la valeur affi-
chée par la calculatrice pour faire des cal-
culs numériques. A ce niveau, il n’est pas
question d’approximer 7 par la méthode des
polygones réguliers.

La réponse numérique du calcul effectif
de laire et du périmetre d’'une figure n’a fina-
lement que peu d’intérét. Ce qui importe,
c’est la méthode de calcul de ces grandeurs.
Le calcul numérique peut alors étre un pré-
texte a faire des exercices techniques d’addi-
tion et de multiplication de décimaux. Les
calculs effectués pendant I'étude des notions
d’aire et dans une moindre mesure (sans jeu
de mots) de périmetre peuvent étre l'occa-
sion d’'un retour sur les opérations utilisant
les nombres décimaux , mais ils devraient
étre menés en gardant une idée de la signifi-
cation de la réponse numérique obtenue. On
voit trop d’exercices de calculs sans grand
intérét et sans signification concrete pour les
éleves.

Nombres fractionnaires

Une des difficultés de 'étude des nombres
fractionnaires consiste a passer de la fraction
en tant que partage a la fraction en tant que
nombre. La lecture graphique de partage
d’aires en partie égales est le support privi-
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1égié du travail sur les fractions. Cette approche
est bien percue par les éléves et représente une
entrée en la matiere facile. Faire lire des frac-
tions, colorier des fractions données est aisé.
Construire des fractions d’aire données en
laissant le libre choix de 'unité est un travail
constructif. La premiere difficulté qu’auront
les éleves se rencontre avec les fractions plus
grandes que 'unité, et le travail sur les aires
permet de I'aborder. Une activité classique
consiste a poser les questions de 'exercice
15 ci-contre pour travailler les trois étapes évo-
quées plus haut.

L’étape suivante peut consister a faire
des partages de longueur, et a cette occasion,
la fraction commence a étre percue comment
pouvant étre un opérateur multiplicatif sur
les longueurs et donc sur les nombres. Elle peut
aussi étre interprétée comme le quotient de
deux nombres. Situer une fraction sur une droi-
te graduée dont on a judicieusement choisi
I’échelle permet de renforcer la signification
du nombre fractionnaire. La perception de
la notion de fraction en utilisant la perception
des longueurs sur une ligne droite est bien plus
difficile, mais c’est ce travail qui permet de faire
acquérir le statut de nombre aux fractions, et
également la notion d’opérateur fractionnai-
re. On peut développer une vision statique (on
a pris trois segments sur cinq pour obtenir la
fraction trois cinquiéme), mais il est également
intéressant de développer une approche dyna-
mique de cette notion comme nous le propo-
sons dans l’activité 4 présentée a la page sui-
vante.

Ces exercices peuvent étre complétés par
des partages de segments en parties égales sur
feuille blanche et & main levée. Les activités
de tracés a main levée sont tres formateurs,
et souvent oubliés ou négligés*®. On peut bien
str aussi faire tracer des segments de longueurs

EVOLUTION DE LA NOTION
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EXERCICE 15
A B E F
D C G H

1)  Quelles fractions des rectangles ABCD
et EFGH sont-elles coloriées ?

2) Dessiner trois rectangles dont les cotés
mesurent 3cm et 8cm. Colorier sur

2 3 5
ces dessins les 35 les 1 et les 5 de
leur aire.

3)  Dessiner un rectangle IJKL et colorier
une aire qui représente les huit quin-
ziémes de sa surface.

4) Dessiner un rectangle RSTU et colo-
rier une aire qui représente les dix huit
quinziémes de sa surface.

quelconques, et faire placer a 'aide d’un cal-
cul des points réalisant un partage donné. L’acti-
vité 5 suivante est trés intéressante Elle
consiste a faire partager un segment de 20 cm
de long en treize parties égales. Aucune
approximation au dixieéme du quotient de 20
par 13 ne donne une réponse satisfaisante et
crée un doute chez les éleves quant a la qua-
lité de 'approximation décimale utilisée. La
suite de l'activité propose des solutions a ce
probléeme. On peut par exemple augmenter la
précision de 'approximation du quotient de
20 par 13, ou utiliser des paralleles en préci-
sant que la propriété utilisée sera utilisé plus
tard (Thales).

10 on peut penser aux tracés a main levée de paralléles, de
perpendiculaires, de médiatrices, de symétriques...
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ACTIVITE 4 Activité partage de segments (extrait)

Dans toute la suite, les points A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K et L sont situés sur une gra-
duation réguliere.

Un exemple de partage de segments.

On choisit le segment [AB] comme unité
de longueur. Pour obtenir le segment [AF]
a partir du segment unité [AB], on peut
adopter trois points de vue :

= e B

Ot

(a) On divise le segment [AB] en 4 parties égales, et on en prend 3 pour obtenir le segment
[AF].
La longueur du segment [AB] est divisée par 4, puis multiplié par trois pour obtenir la
longueur du segment [AF].

4 X 3
On peut schématiser cette opération par: (p) AB —» AC —> AF

On dit que le segment [AF] mesure les trois quarts du segment [AB], ce qui se traduit par

. 3 . 3
la relation entre les longueurs : (c) AF = ABx 7 o bien AF = Vie AB

1) En adaptant le nom des points pour chacun des segments [AC], [ADI], [AE], [AG] et [AH] :
— écrire une phrase comme (a).
— faire un schéma comme (b).
— écrire la relation entre les longueurs comme (c).

1 ] | ] l ] ] | | | | | | | | | | |
| I I I I I 1 I 1 | I I [ I I | [ |
A C G F B H D K I J L E

Reprendre la question 1) avec les segments [AB], [AC], [AD], [AIl, [AJ] et [AL].

2) Recopier et compléter les points de suspension en utilisant seulement les noms des points
de la figure de la question 1) :

a) Le segment [AF] mesure les trois huitiemes du segment ...
b) Le segment [AK] mesure les neuf sixiemes du segment ...

3
¢c) —xXBJ=..
9

8
d) —=XxAF=..
3

3) Tracer un segment [AB], et marquer sur ce segment le point C tel que la longueur [AC]
soit égale aux trois quarts de celle du segment [AB].

76




REPERES - IREM. N° 51 - avril 2003

EVOLUTION DE LA NOTION
DE NOMBRE AU COLLEGE

ACTIVITE 4"

partage de longueur et approximation décimale (extrait)

1) Le segment [AB] ci-dessous mesure 20 cm et a été partagé en 13 segments de méme

longueur.

A
Reproduire la figure en grandeur réelle.

2) a) Expliquer la méthode utilisée.
b) Est-elle satisfaisante ?

— B

¢) Quelle est la longueur choisie pour chaque segment ?

3) a)

Julie a pris 1,5 cm pour la longueur de chaque segment. Est ce correct ? Quelle erreur

commet-on en mettant bout a bout 13 segments de cette longueur ?

b) Hervé pense que la longueur de chaque segment est 1,6 cm. Est-ce correct ? Quel-
le erreur commet-on en mettant bout a bout 13 segments de cette longueur ?

¢) Elodie pense que la longueur de chaque segment est égale a 1,538 cm. Est-ce cor-

rect ?

Lorsqu’on commence a évoquer le nombre
fractionnaire comme quotient de la division
de deux nombres, apparait une difficulté
qu’un nombre non négligeable d’éléves n’aura
pas surmonté a la sortie du college : certains
de ces nombres sont décimaux (méme entiers
parfois !), et d’autres n’admettent pas d’écri-
ture décimale finie. Ce phénomene perturbant
sera générateur de nombreuses erreurs fai-
sant intervenir des nombres fractionnaires.
Les problemes de proportionnalité, les solu-
tions d’équations et l'utilisation de la réci-
proque du théoreme de Thales entre autres
sont souvent mal-traités’? a cause de cette dif-
ficulté. L’acquisition de la notion de nombre
fractionnaire non décimal est un travail dif-
ficile que doit mener le professeur de mathé-

11 cette activité est extraite du livre de sixieme de I'lREM de
Strasbourg, collection collége, éditions ISTRA 1986.
12l n'y a pas d’erreur de frappe !

matiques dans ses classes tout au long de
Pannée.

La compréhension qu’ont les éleves de
la notion de fraction comme quotient dans
la division de deux nombres peut-étre amé-
liorée par un travail sur la multiplication
qui lui est associée. Le genre d’exercices
ci-dessous est intéressant a pratiquer dans
cette optique :

EXERCICE 16

Répondre aux questions suivantes sans

effectuer de division et en donnant une jus-
tification :
1) le quotient de 9 par 6 est-il égal a 1,5 ¢
2) le quotient de 16 par 5 est-il égal a 3,2 ?
3) le quotient de 25 par 3 est-il égal a

8,33 ¢
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EXERCICE 17

Encadrer les quotients suivants par 2 entiers
consécutifs (exemple : 5 <49 +9 <6) :
20 12

4 10 +4
3 N 3 5

La calculatrice est interdite, et les éleves
sont invités a poser une multiplication, dont
le résultat fournit rapidement la réponse.
Cette méthode prépare le terrain aux futures
vérifications de solutions d’équation et a la
recherche de solution d’'un probléme par essai
erreur. Le theme des quotients est également
Toccasion de travailler la notion d’encadrement
de nombres fractionnaires par des entiers ou
des décimaux...

Opérations sur
les nombres fractionnaires

Les seules opérations sur les nombres
fractionnaires vues en sixiéme sont :

— Tladdition et la multiplication des fractions
décimales, en lien étroit avec la somme et le
produit des nombres décimaux (voir l'utilisation
qu’on peut faire de cette pratique dans les para-
graphes se rapportant aux nombres déci-
maux). Le travail sur ces opérations dans le
cadre algébrique ne nous semble pas judi-
cieux a ce niveau.

— lamultiplication d'un nombre décimal, ou
le plus souvent entier, par un nombre frac-
tionnaire. Ce theme intervient également
dans le calcul des pourcentages.

Ces themes ayant été exploités dans les

rubriques précédentes, nous ne nous éten-
drons pas davantage.
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Nombres fractionnaires,
proportionnalité et pourcentages

Les nombres fractionnaires sont encore
rencontrés a 'occasion du travail sur les pour-
centages. Les éleves doivent savoir prendre
un pourcentage d’une quantité. Le lien entre
le « pour-cent-age » et les fractions de déno-
minateur 100 est I'image que l'on cherche a
créer chez les éleves. Par exemple, pour
prendre 15% de la quantité 250, on effectue
le calcul suivant :

1_5>< 250
100

Nombres relatifs

Les notions de nombres entiers relatifs,
de repérage de ce nombres sur une droite et
de repérage de points dans le plan sont les seules
notions abordées en sixiéme.

En cinquiéme

Nombres décimaux, calcul littéral
et priorités opératoires

Les nombres décimaux n’interviennent plus
que dans les problemes, leur structure et les
opérations s’y rapportant sont censées étre
acquises. Bien entendu, il n’en est rien pour
une partie non négligeable des éleves, et
I’expérience montre que si le professeur n’est
pas attentif a entretenir les connaissances
sur ces nombres, les éleves les désappren-
nent peu a peu. Il nous semble indispensable
de continuer a effectuer régulierement des opé-
rations qui font intervenir ces nombres, que
ce soit en calcul mental ou en posant des opé-
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rations a travers les différents chapitres du
programme, tout au long de 'année.
Ce niveau du college est primordial, car les
éleves apprennent a structurer les calculs. Le
role et l'utilisation des parentheses est rapi-
dement travaillé. Les conventions de calcul sont
apprises, a savoir la priorité de la multiplication
et de la division sur 'addition et la division
en 'absence de parentheses. Ainsi, les éleves
doivent savoir effectuer correctement le genre
de calculs suivants :
6+4x3=6+12=18

aulieude: 6+4x3=10x3=30

Remarquons que I'erreur de priorité qu’on
peut rencontrer ci-dessus se retrouve de fagcon
non négligeable dans les travaux des éleves
a propos d’un exercice fréquemment proposé
au brevet des colleges (et qu'on travaille donc
occasionnellement en classe). Les éleves effec-
tuent d’abord la soustraction dans le calcul sui-
vant :

A=

8
X =
5

w| w»n
w| N

Tres (trop ?) rapidement, le travail porte
sur la distributivité de la multiplication sur
I’addition.. Les éleves apprennent donc a
« supprimer » des parenthéses pour trans-
former un produit en une somme. L'illustra-
tion classique de cette propriété se fait en
utilisant la notion d’aire (voir Figure 4) :

kx(a+b)=kxa+kxb kx(a-b)y=kxa-kxb

Le calcul de l'aire grisée peut se faire
directement (membres de gauche des égalités
ci-dessus), ou par addition ou soustraction
d’aires (membres de droite des égalités ci-
dessus).

Ce travail sur la distributivité sera repris
en classe de quatriéme et de troisieme. L’acqui-
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Figure 4

sition de cette notion pose de nombreux pro-
blemes aux éleves, et ceux-ci commettent
beaucoup d’erreurs lors de développements un
peu complexes ou de factorisations simples a
la sortie du college. L’observation de ces
erreurs nous apprend qu’ils n’ont pas bien saisi
les mécanismes de fonctionnement de cette pro-
priété®. Le programme stipule de plus que «la
factorisation n’est pas un objectif du colle-
ge » et le travail devra se poursuivre dans les
classes ultérieures.

Nombres fractionnaires et addition

Les fractions sont sensées avoir acquis le
statut de nombre, et les éleves doivent apprendre
les opérations élémentaires s’y rapportant :
I’addition, soustraction, la multiplication, la
simplification et la comparaison. La division

13 un nouveau groupe de I''REM de Strasbourg se penche
sur ce probléme actuellement, car les conséquences de ces
dysfonctionnements sont trés sensibles et génants au lycée.
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des fractions ne sera vue qu’en classe de qua-
triéme. A ce niveau du college, les nombres
en écriture fractionnaire n’'interviennent enco-
re que peu dans les autres chapitres du pro-
gramme, et sont souvent utilisés pour étre uti-
lisés. Analysons de fagon un peu plus
approfondie ce que nous constatons dans nos
classes !

L’addition des nombres fractionnaires
telle qu’elle est abordée en classe, suppose un
implicite tres fort. On n’effectue pas les opé-
rations en respectant les priorités opératoires
comme on l’a travaillé en début d’année car
on manipule des nombres qui n’admettent
pas toujours une écriture décimale finie. Il faut
donc procéder autrement ! Dans le cadre du
programme, on peut développer l'idée sui-
vante . Pour additionner deux fractions, on
effectue des calculs sans respecter la priori-
té des opérations, et on peut factoriser I'expres-
sion numérique pour aboutir a la regle d’addi-
tion des fractions.

— en respectant les priorités des opérations :

2,3 —04+03=07

5 10
— en factorisant 'expression :
2—+i=2><i+3><1—=(4+3)><L:7><1—=l
5 10 10 10 10 10 10

Le support géométrique est parfois utili-
sé au travers des aires. La nécessité d’utili-
ser un dénominateur commun pour addi-
tionner les fractions n’est pas facile a faire
comprendre, car les exercices proposent sou-
vent ce dénominateur de maniére explicite. Si
on veut par exemple additionner les fractions
un tiers et un quart, on peut se servir des rec-

14 cette approche n’a pas été développée a notre connais-
sance. Il serait intéressant de I'approfondir.
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tangles de la Figure 5 pour trouver la répon-
se sept douziemes, mais le découpage adéquat
est fortement suggéré.

A B
D C
E F
G
Figure 5

Cette addition peut bien str étre illustrée
a l'aide d’'un rectangle quelconque en divisant
le rectangle en bandes horizontales et verti-
cales (voir Figure 6). On obtient alors de
facon naturelle ** un pavage du rectangle
unité de départ qui suggere le dénominateur
a adopter.

Le lien entre I'aspect géométrique et
numérique est peut étre un aspect a développer
pour améliorer la compréhension du mécanisme
de l'addition des nombres fractionnaires. Il
demanderait en tout cas du temps.

L’utilisation de la langue naturelle
vient encore a notre secours. Il n’est pas
possible d’additionner des tiers et des
quarts, car le partage effectué n’est pas
le méme. On doit donc choisir un parta-
ge compatible avec ces deux partages, a
savoir des douziemes. On pourra alors
naturellement additionner des douziémes

15 ce découpage n’est pas si naturel qu’il n’en a I'air ! Il est
impératif de réaliser un découpage horizontal et un décou-
page vertical pour aboutir au résultat. Cette démarche ne devrait
pas rester dans le domaine de I'implicite.
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un tiers

Figure 6

un quart

nécessité du douzieme

comme on a additionné des dixiémes en
sixiéme.

Il semble qu’un autre obstacle est présent
pour la bonne compréhension des opérations rela-
tives aux nombres fractionnaires. Le statut et
la signification du nombre fractionnaire reste
en fait mystérieux pour la plupart des éleves
et un travail important s’impose. La vision des
fractions a l'aide d’aires, bien que donnant des
résultats immédiats, reste bien insuffisante. Si
on demande aux éléves combien vaut le nombre
vingt huit tiers, beaucoup seront incapables de
donner une réponse significativement inté-
ressante. En prenant la calculatrice, il répon-
drons 9,333... avec autant de 3 que leur four-
nit leur calculatrice et seront tres satisfaits
de la réponse. Tres peu seraient capables, sans
calculatrice de situer ce nombre sur une droi-
te graduée. Que dire alors de la représentation
que se font les éleves d'une fraction du genre
de cinquante trois dix septiemes ?

Le programme ne propose aucune piste
de travail a ce sujet, et il y a ici matiere a un
travail, et une recherche pour que les éleves
s’approprient de facon beaucoup plus intime
les nombres fractionnaires. Les expériences
que nous menons depuis plusieurs années et
qui sont induites par le travail sur le pro-
gramme de sixiéme nous ont naturellement
amené a suivre des pistes que nous allons
préciser.

N

La premiére idée consiste a ne tra-
vailler qu’avec des fractions « fréquentables »,
c’est a dire des fractions dont le dénominateur
vaut deux, trois, quatre, cinq, six, et éven-
tuellement douze. Une bonne maitrise des
opérations avec ces fractions devrait induire
un traitement correct avec d’autres fractions.

Une seconde idée consiste a donner une
idée de 'ordre de grandeur d’une fraction en
décomposant des fractions sous la forme de
somme d’un entier avec un fraction inférieu-
re a I'unité a la fagon anglo-saxonne **. Ce
travail consiste par exemple au changement
d’écriture suivant :

i =4+ E

3 3
La valeur du nombre quatorze tiers apparait
ainsi beaucoup plus clairement, car le sens des
fractions inférieures a I'unité est bien maitrisé.
Ce nombre comporte donc une partie entiére,
et une partie fractionnaire que 'on comprend
bien. Les éléves donnent ainsi beaucoup plus
de sens a ce nombre que ne pourrait le don-
ner une approximation décimale.

Cette transformation est loin d’étre évi-
dente a obtenir par les éleves et demande

16 On pourra d’ailleurs faire le lien avec les disquettes de 371/2
(trois pouces et demi) et les disques de format 5”1/4 (cinq
pouces un quart) du marché de I'informatique.
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des approches variées faisant appel a divers
registres d’expression comme le suggerent
les exercices ci-dessous. Cette transforma-
tion d’écriture qui consiste a décomposer une
fraction sous forme de somme de deux frac-
tions n’est pas si anodine qu’elle n’en n’a I’air :
on transforme un quotient en une somme.
La division euclidienne (quotient et reste
entiers) est un outil privilégié pour écrire
certaines décompositions.

Un aspect qui peut étre sembler intéres-
sant pour comprendre cette manipulation de
fractions consiste a utiliser la regle d’addition
« a lenvers ». Par exemple :

45 42+3 42 3 3

—_— +_=6+—=
7 7 7 7 7

EXERCICE 18 écrire des entiers sous
forme de fraction (extraits d’exercices
variés)

1) Ecrire le nombre trois sous la forme de
cinquiemes.

2) Ecrire le nombre sept sous la forme de
quarts.

3) Compléter : 8= T

4) Compléter: 3= Z

5
5) Compléter : 2+%:3——et3+6—=4——

6) Compléter par deux entiers :
19 17
3—:...+? 7=t
7) Ecrire les nombres fractionnaires sous
la forme d’un nombre entier augmenté
d’une fraction inférieure a 1 :
17 29
5 6
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Mais I'expérience montre que cette approche
ne convient pas aux éleves. Il n’est pas évident
pour les éleves, méme ceux qui ne sont pas spé-
cialement en difficulté, qu'on peut séparer
naturellement la fraction en somme de deux
fractions pour arriver simplement au résul-
tat. L’approche au travers de la division eucli-
dienne est bien mieux comprise. C’est bien dom-
mage, car cette écriture permet d’expliquer sous
une autre forme des simplifications de frac-
tions. Une erreur fréquente est la suivante (sim-
plification abusive par 2) :

6x+7 3yt

alors que la simplification exacte peut étre envi-
sagée de la fagon suivante :

6x+7 6x 7 7
—_— + —=3x+ =
2 2 2 2 ]

En dernier point, nous remarquerons
que 'addition des nombres fractionnaires
écrits sous cette forme est agréable : les par-
tie entieres s’additionnent, les parties frac-
tionnaires s’additionnent, et on pourrait
presque se limiter a savoir additionner des
fractions inférieures a I'unité. Un contro-
le mental rapide du résultat est bien plus
facile qu’avec une écriture fractionnaire
qui ne permet pas de percevoir l'ordre de
grandeur des nombres en jeu. On est par
exemple sir que le résultat de la partie frac-
tionnaire est inférieur a deux unités, et
Tordre de grandeur de la somme est bien
perceptible. Hélas, cette approche montre
ses limites dés que 'on aborde la multi-
plication des fractions puisqu’il faudrait
utiliser la double distributivité pour mener
a bien les calculs !

Une troisieme idée consiste a travailler
les écritures décimales de ces fractions si
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EXERCICE 19

1) Placer les nombres ci-dessous sur la droite graduée :

1
5 0,75 - 2,25

4,50

=

2 2 4
+Z —

2) Donner une écriture fractionnaire et une écriture décimale des nombres repérés par une

fleche :

0 1 2

elles existent, et de savoir passer rapidement
de l'une a l'autre gréace a la décomposition pré-
cédente. Ainsi reconnaitre des quarts dans le
nombre 3,25 et des cinquieémes dans le nombre
4,6 donne du sens aux nombres fraction-
naires.

Le lecteur imaginera les exercices variés
qui permettent ce travail!

Une quatriéme idée consiste a travailler
le repérage de ces fractions sur une droite gra-
duée, en travaillant conjointement leur écri-
ture décimale comme le suggerent les exer-
cices ci-dessus.

L’expérience nous a montré qu'une fois
ce travail effectué, ’addition des fractions
était abordé dans de bien meilleures condi-
tions et avec une compréhension bien plus
profonde.

Nombres fractionnaires
et multiplication

Il semble difficile de déterminer s’il est pré-
férable d’aborder la multiplication des frac-
tions avant leur addition, ou réciproquement.
Quel que soit le cas de figure, on constate
toujours une interférence d'une des regles
opératoires a l'autre !

La regle opératoire de multiplication des
fractions peut-étre abordée de plusieurs
manieres.

La notion d’aire permet une approche
classique de la question. La modélisation géo-
métrique d’une situation fournit un support
visuel comme le montre I'exercice 20 de la page
suivante. Cette situation peut étre facilement
représentée grace a un support géométrique
(voir la Figure 7).
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EXERCICE 20

Un menuisier coupe les deux tiers d’'une
planche. Puis il coupe les quatre cinquiémes
de ce morceau. Quelle fraction de la planche
de départ a-t-il ainsi obtenu ?

Cette modélisation suppose que I'on effec-
tue les partages dans des sens différents :
une fois horizontalement et une fois vertica-
lement pour que le découpage du gateau de
départ apparaisse. Si on effectue deux décou-
pages dans le méme sens, on n’obtiendra
moins facilement le résultat. On aboutit alors
expérimentalement & la regle algébrique de
multiplication des fractions :

2.2 _2x2
375 3%5

Le probleme que l'on rencontre alors est
que les éleves ont tendance a faire un amal-
game des regles concernant 'addition et la mul-
tiplication des fractions : pour multiplier deux
fractions, ils les réduisent au méme dénomi-
nateur. Dans le meilleur des cas ils multiplient
les dénominateurs entre eux ce qui donne un
résultat correct mais avec une fraction enco-
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re bien simplifiable. Dans le pire des cas, ils
ne multiplient pas les dénominateurs entre
eux ce qui donne un résultat faux. Ces cas sont
illustrés ci-dessous :

— cas 1 : réduction au méme dénominateur
et calcul correct avec une fraction lourde a sim-
2 5 14 15 14x15
—_—X e e—X — —
3 7 21 21 21x21
— cas 2 : réduction au méme dénominateur
et erreur de principe de calcul

2 5 14 15 14x15

—X —_—
37 21 21 21

plifier

Une autre approche consiste a utiliser
la langue naturelle pour expliquer la regle opé-
ratoire de la multiplication. La lecture de la

multiplication Z_x; peut se faire de deux

manieres :

— trois quarts multipliés par cing septiemes,
mais cette lecture n’apporte rien quant au trai-
tement a effectuer contrairement a 'addi-
tion.

— trois divisé par quatre multiplié par
cinq divisé par sept. La compréhension
de l'opération s’en trouve grandement
améliorée, et on peut finir le calcul en

le menuisier coupe les il coupe les deux fraction de la planche de
deux tiers de la planche cinquiemes du morceau départ qui a été obtenue
obtenu
Figure 7

84




REPERES - IREM. N° 51 - avril 2003

langue naturelle ou avoir recours aux
opérateurs :

3> T4 [ X5 [ +7 |

L’ordre des opérateurs peut-étre interverti
sans changer le résultat'” :

s> %5 o A ol 7 |

Le fait d’avoir travaillé avec les éleves les
divisions successives (diviser par 4 puis par
7 revient a diviser par 28) permet d’aboutir
a la regle de multiplication des fractions. Le
recours a ce moyen pour donner une signifi-
cation a la regle de calcul sur les fractions semble
donner des résultats significatifs chez cer-
tains éleves.

Remarquons encore que de nombreux
ouvrages proposent des exercices analogues
a l'exercice 20 comme application des opéra-
tions sur les fractions, en faisant varier
quelques parametres (prendre ce qui reste
ou ce quon a enlevé...). La grande difficulté
est que les éleves ne savent pas, méme dans
les années ultérieures, que pour calculer les
cinq septiemes de trois quarts, il faut multi-
plier ces fractions entre elles. Il y a & ce niveau
un obstacle qui doit certainement étre traité
d’'une maniere spécifique.

17 certains colléegues m’ont fait remarquer qu’ils n’aimaient
pas ce procédé, car les multiplications et la divisions « mélan-
gées » ne sont pas associatives. Un parenthesage dans ce
genre de calcul peut aboutir & des résultats différents. Nous
pensons que si le professeur a les idées claires, ceci n’a pas
d’'importance. En effet, la division n’est que la multiplication
par l'inverse, et donc le changement de I'ordre des opéra-
tions est licite. Cette approche est la méme que celle que I'on
adopte pour une addition de nombreux entiers relatifs : on
regroupe les nombres positifs d’'un c6té et les nombres néga-
tifs de I'autre c6té pour simplifier les calculs :

—3+8-7+12-15+18=-3-7-15+8+12+18

EVOLUTION DE LA NOTION
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Nombres fractionnaires et équations

En cinquieme, les seules compétences
exigibles sont la résolution d’équations d’incon-
nue x du type :

x+a=>b cx=d A f
X

Les deux derniers types d’équation font
intervenir des nombres fractionnaires et
pourraient renforcer leur statut de nombre
en tant que solution d’'un probleme. Mais
leur caractere un peu artificiel a ce niveaun’y
fait rien.

Nombres fractionnaires,
proportionnalité et pourcentages

Les nombres fractionnaires sont encore
rencontrés a 'occasion du travail sur les pour-
centages en lien avec les tableaux de propor-
tionnalité.

Les éleves doivent a ce niveau calculer le
pourcentage que représente une fraction don-
née d’'une quantité, ce qui revient au calcul d’'une
quatrieme proportionnelle. Ils doivent également
savoir déterminer un coefficient de propor-
tionnalité entre deux lignes d’'un tableau de
proportionnalité. Suivant la facon dont sont
abordés ces deux themes, le nombre frac-
tionnaire est ou n’est pas investi de facon
profitable. Prenons un exemple artificiel pour
illustrer ce propos (cf. exercice 21 page suivante).

11 est difficile pour les éleves de trouver
le coefficient fractionnaire correct, méme si on
varie les approches :

— compléter :

20x Z2=250 (registre
numérique)
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EXERCICE 21

Compléter la valeur manquante et le coefficient qui permet de passer de la premiére a la deuxie-
me ligne dans le tableau de proportionnalité suivant :

Eléves qui portent des lunettes

20 <4

Nombre total d’éléves

250 | 100

— compléter :

<
20 ¢élevessur 250  éleves portent des lunettes. I
1 élévesur ...  porte des lunettes. < Y

. ¢léevessur 100  portent des lunettes.

Remarque générale
sur le calcul fractionnaire

Il semble en tout cas clair que le calcul
fractionnaire est per¢u comme une partie
bien a part du programme par les éléves,
et qu’ils ne ’aiment pas car il est la sour-
ce de nombreuses difficultés. Les regles de
calcul sont souvent mal apprises, réinves-
ties dans des contextes erronés par les
éleves qui ne percoivent pas son utilité. Le
professeur peut passer beaucoup de temps
sur ces chapitres sans augmenter de facon
significative les performances des éleves. Un
nombre non négligeables d’entre eux ne
maitrisera pas ces calculs a la fin de troi-
sieme et feront encore des erreurs du type
« pour additionner deux fractions, on addi-
tionne les numérateurs et les dénominateurs
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entre eux » (le lecteur curieux peut lire
[FERREOL 1999] pour découvrir des pro-
priétés de cette fagon de procéder!). Le sta-
tut des nombres fractionnaires est bien
percu comme étant particulier, mais peut-
étre pas comme le professeur le voit : pour
Téleve, c’est la difficulté d’effectuer des opé-
rations qui compte avant tout !

Nombres relatifs,
addition et soustraction

En cinquiéme, les éleves apprennent
la comparaison, ’addition et la soustrac-
tion des nombres relatifs. Le repérage
des nombres décimaux sur une droite gra-
duée , bien que proposé dans tous les
manuels, devrait étre envisagée de la
méme facon qu’en classe de sixieme en
tenant compte de tous les parametres
didactiques déja évoqués dans le para-
graphe correspondant. Il permettrait un
renforcement fort utile de la structure
du nombre décimal positif et négatif. Le
professeur peut penser a varier les
approches graphiques pour expliciter le
fonctionnement des regles opératoires :
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— Tlaspect « régle a calcul » de la figure 1, les
droites graduées sont horizontales et met-
tent en jeu la gauche et la droite, ce qui peut
poser des problemes a certains éléves « mal
latéralisés ».

— Tlaspect « ascenseur » dans lequel la droi-
te graduée est verticale et permet de se rat-
tacher a une situation concrete.

Cette appropriation des regles opéra-
toires est difficile et longue pour les éleves.
Méme si les éleves comprennent bien les opé-
rations dans un premier temps, I’étude d’'une
nouvelle opération ou son extension provoque
immanquablement une chute des perfor-
mances et une remise en cause profonde de
ce qu’'on pensait étre acquis. Ainsi, si ’addi-
tion semble comprise, dés que I'on aborde la
soustraction, beaucoup d’éleves peinent a s’y
retrouver et ne savent plus rien faire ! Une
autre difficulté est liée aux nombres déci-
maux. Si les éleves savent additionner et
soustraire correctement les nombres entiers
relatifs, ils vont remettre en cause leur savoir
faire opératoire dés que les nombres déci-
maux sont utilisés.

17-43=-26
Le calcul analogue avec les nombres déci-
maux aboutit & une réponse erronée :
1,7-43=-34
La réponse correspondant a un traitement sépa-
ré des parties entieres et décimales :
1-4=-3 ¢t 0,7-0,3=0,4,dou:-34.

Il n’est alors pas inutile de rappeler le tra-
vail effectué en sixiéme avec le nombre de
dixiemes pour rappeler que c’est I'opération
17 — 43 qui fournira la bonne réponse apres
division par dix.

EVOLUTION DE LA NOTION
DE NOMBRE AU COLLEGE

Apres avoir expérimenté diverses approches,
celle qui nous semble la plus efficace consis-
te a proposer directement aux éleves les opé-
rations courantes dont ils s’approprient faci-
lement les regles de calcul :

18-25 -15-17

Une fois les éleves familiarisés avec ces
calculs, nous leur proposons de savoir trans-
former les écritures non simplifiées, et donc
d’approcher des regles de transformation
d’écritures comportant des parenthéses qui ne
sont pas des parentheses de priorité de cal-
cul. Nous leur apprenons a effectuer les trans-
formations suivantes :

(+18) +(-25) =18 — 25
(<7) —(+18) =—7—18
(+15)— (=23) =15+23

Il semble que cette fagon de procéder qui
est & I'opposé de la démarche habituellement
proposée génere une moins grande confusion
dans l'esprit des éleves dans 'appropriation
des regles de calcul. La notion d’opposé de
nombre est abordée en lien avec I'addition
des relatifs. La regle de calcul « soustraire un
nombre revient a additionner son opposé » est
apprise a cette occasion.

En quatriéme
Nombres relatifs,
multiplication et division
Le premier chapitre numérique de qua-

trieme consiste généralement a découvrir les
regles de multiplication et de division des
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nombres relatifs. La multiplication d’un
nombre positif par un nombre négatif peut étre
abordée grace a I'addition répétée de nombres
négatifs :

(-3)+(-3)+(-3)+(-3) =-12
(par la regle d’addition)
(B)+(B)+(3) +

(par définition de la multiplication)
On en déduit que : (-3)x4 =-12

La multiplication de deux nombres néga-
tifs peut-étre justifiée en faisant appel a la dis-
tributivité :

(=5)X(7+ (=7)) = (-5)x0 =0
(=5)X T+ (=5)x(=T) = =35+ (=5)x (=7) = 0

On en déduit que (-5)x(—=7) =+35

Les regles de calcul du quotient se dédui-
sent alors de celles de la multiplication en fai-
sant le lien entre ces opérations. Remarquons
que certains éleves n’integrent que difficile-
ment que les nombres suivants sont égaux, et
ce jusqu’en fin de troisieme :

Ils voient un signe négatif qui « se promeéne »
a différents endroits du symbole fractionnai-
re. La vision la plus intéressante est 'écriture
qui correspond & ’'opposé de deux tiers quant
au sens du nombre.

Une fois la regle de multiplication appri-

se, beaucoup d’éleves commentent de nou-
velles erreurs en ce qui concerne I’addition et
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la soustraction des nombres relatifs, car ils
retiennent une regle du genre « moins par moins
donne plus » au lieu de la regle « le produit
de nombres négatifs est un nombre positif »
et proposent donc le calcul suivant :

—2+(3)=45

Cette déstabilisation de connaissance de
la regle de calcul ressemble a celle provoquée
par 'apprentissage du produit et de I’addition
des nombres fractionnaires en cinquiéme (voir
ci-dessus).

Nombres fractionnaires et opérations

L’addition des fractions est maintenant
pratiquée avec des fractions de dénomina-
teur quelconque et non plus des dénominateurs
multiples les uns des autres. La division des
fractions est abordée, et la notion d’'inverse d’'un
nombre apparait. la regle de calcul « diviser
par un nombre revient & multiplier par son
inverse » est étudiée a ce moment la.

La résolution des équations du type :
ax + b = cx + d ameéne a des solutions frac-
tionnaires. Les procédures de validation des
solutions permettent de les valider comme
nombres répondant & un probleme donné. A
ce niveau les éleves admettent plus facile-
ment de pratiquer le calcul fractionnaire en
tant que tel (ils ne calculent plus systémati-
quement d’approximations décimales). Le
statut du nombre fractionnaire est donc tota-
lement proposé a ce niveau de classe, mais stire-
ment pas acquis !

Nombres fractionnaires
et théoreme de Thales

Une version abrégée du théoreme de Tha-
les direct est abordée en classe de quatrieme.
Seule la « configuration imbriquée » est étu-
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diée. Les fractions interviennent en tant que
nombres traduisant une proportionnalité de
longueurs dans une configuration géomé-
trique particuliere, et le nouveau programme
tente de renforcer cette vision. En pratique,
les éleves sont amenés a effectuer des calculs
de longueur a partir d’'une égalité de quo-
tients. Les nombres ainsi calculés peuvent
étre entiers ou fractionnaires. On retrouve évi-
demment une erreur qu’il est difficile de cor-
riger chez certains éleves : ils calculent la
bonne valeur de la longueur cherchée, et pren-
nent la calculatrice pour donner une valeur
décimale de la réponse, méme si le nombre n’en
admet pas. Cette démarche est malheureu-
sement renforcée par la vérification que nous
proposons souvent aux éleves : réaliser une
figure grandeur réelle, et comparer la validité
de la réponse numérique a la mesure obtenue
sur la figure.

Puissances de dix et notation
scientifique, puissances d’'un nombre

Cette rubrique du programme de 4éme
est treés mal percue et comprise par les éleves.
Ils ne la raccrochent a aucune notion anté-
rieure, et elle occupe finalement peu de temps
dans 'année. De surcroit, ces notions ne
réapparaissent pas de facon naturelle dans
le programme de 4eme. Si le professeur ne
fait pas un effort particulier, ce chapitre sera
clos et aussitot oublié par les éleves. Le pro-
gramme de 3éme présente une lacune a ce
niveau, car aucune référence n’est faite pour
revoir ces notions. Au college, les éleves uti-
liserons parfois la notation scientifique en cours
de physique, avec tous les problemes qu’on
peut imaginer. Il devient alors évident que
les éleves rencontreront d’énormes difficul-
tés au lycée.

EVOLUTION DE LA NOTION
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Les erreurs rencontrées sont treés nom-
breuses et variées ! Elles montrent une incom-
préhension profonde des notations utilisées et
de leur signification. Par exemple, pour ne citer
que celles 1a :

— la confusion entre 5 x 10° et 5°

— la confusion entre (-5)% et 5-°

— la confusion entre (-5)° et -5°

— la confusion entre 52 et 5 x 2, qui resur-
git apres un certain temps ...

Plusieurs raisons sont a la source de ce
constat plutot négatif. La premiére est bien
sir intrinseéque a la difficulté de la notion et
des notations employées. La deuxiéme rési-
de dans la facon dont est souvent abordée
leur étude : un seul chapitre généralement t6t
dans I'année et plus jamais réinvesti par la
suite. La troisiéme réside dans l'utilisation de
la calculatrice, qui constitue plus une source
de blocage qu’une aide.

Deux notions bien distinctes mais néan-
moins imbriquées sont étudiées : les puis-
sances d’'un nombre d’'une part, la notation scien-
tifique utilisant les puissances de dix d’autre
part. Leur ordre d’étude en classe semble
indifférent et interchangeable. Néanmoins,
depuis plusieurs années, nous avons adopté
une approche qui a permis d’obtenir des résul-
tats significatifs dans la compréhension de la
notation scientifique, et ce dans la durée.
Leur réactivation en classe de 3¢éme montre
que les éleves se souviennent et donnent un
sens a la notation scientifique. Les puissances
d’un nombre supérieures a 3 n’étant qu’excep-
tionnellement rencontrées au college, il est dif-
ficile de les travailler a ce niveau. Nous décri-
vons ci-dessous la démarche adoptée.

L’étude des puissances est réalisée sur trois

périodes distinctes, séparées par des cha-
pitres de géométrie. Elle peuvent également
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étre abordées avant ou apres un autre chapitre
d’algebre. La progression est la suivante :

— Etude des puissances de dix d’exposant
positif, et de la notation scientifique des
nombres supérieurs a 1.

— Etude des puissances de dix d’exposant
négatif, et de la notation scientifique des
nombres (positifs) inférieurs a 1. Réactivation
des puissances de dix d’exposant positif.

— Etude des puissances d’'un nombre, d’expo-
sant positif et ensuite d’exposant négatif.
réactivation de la notation scientifique.

Pendant toute cette période, et pendant
un certain temps apres, chaque contréle com-
porte plusieurs questions sur ces rubriques.
Des remises au point sont souvent néces-
saires !

Llutilité des puissances de 10 peut étre intro-
duite a partir de la calculatrice, mais il est plus
important de faire sentir la nécessité d’'un
codage pour écrire des « grands » ou des
« petits » nombres décimaux. L’affichage des
calculatrices n’aide pas a I’écriture ni a la
compréhension de la notation scientifique.
Lorsque le résultat d’'une opération est affi-
ché en mode scientifique, I’affichage de la
puissance de 10 est simplement décalé, et
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éventuellement plus petit. Les nouveaux
modeles affichent la multiplication de la man-
tisse par une puissance dix, et ce de facon peu
agréable a lire comme le montre la Figu-
re 8 ci-sessous.

La nécessité d’'un codage pour afficher
des nombres qui ne peuvent pas étre affichés
sous forme décimale motive I'introduction de
la notation scientifique des nombres. L’utili-
sation des puissances de dix est facilement jus-
tifiée. Il reste a motiver le choix d'un nombre
compris entre 1 et 10 pour la mantisse, ce qui
demande un travail important. Un travail
sur le systeme de numération décimal utili-
sant les puissances de 10, semblable au tra-
vail effectué a I’école primaire ou en sixiéme,
est alors proposé. Des exercices de multipli-
cation et de division par les puissances de
dix est également effectué.

L’introduction des puissances de dix
d’exposant négatif se fera soit par le méme biais,
soit en utilisant la notion d’inverse d’un
nombre. L’expérience montre que ce 1’étale-
ment dans le temps de cette étude est profi-
table a une meilleure assimilation des notions.

Si les éleves sont habitués au calcul a la
main, ils manipulent relativement correcte-
ment I’écriture scientifique des nombres dans
une plage allant de l'ordre de 10 a 10,

Ancien modele

43 0N

Nouveau modeéle :

43 0%

Affichage du nombre 4,3 ¥ 10 9 sur différents modeles de calculatrice

Figure 8
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Mais au dela de cette plage, les calculs devien-
nent abstraits et ils sont perdus. Un outil
simple, mais efficace est proposé aux éleves
pour écrire des nombres sous forme scienti-
fique : l'utilisation d’un tableau, qui fonc-
tionne de facon analogue au tableau de conver-
sion des unités®. Les éléves écrivent alors sans
trop de problémes des nombres sous forme scien-
tifique a partir de I’écriture décimale et réci-
proquement.

Par exemple, le tableau ci-dessous illustre
comment écrire le nombre 3 500 sous forme
scientifique : le 0 du chiffre des unités est écrit
dans la colonne de 10°, et on lit que la puis-
sance de 10 dans la colonne du 3, chiffre des
unités de 3,5.

On obtient donc 3 500 = 3,5 x 102, De méme,
si on écrit le chiffre des unités 2 du nombre
2,7, on obtient alors I'écriture décimale du
nombre 2,7 X 102 en ajoutant le nombre de
zéros adéquat jusqu’a la colonne des unités de
10°. D’ou le résultat : 2,7 x 102 = 0,027 :

10® | 10® | 10® | 10® | 10® | 10®| 10°®

Remarquons qu’un difficulté inattendue
peut surgir a ce niveau : I'ordre des exposant
de la gauche vers la droite (... ; +1 ;
0;-1;-2;...)est’'opposé de celui de la droi-
te graduée usuelle !

18 I'utilisation d’un tableau est un outil provisoire efficace, qui
permet de donner du sens au codage d’'un nombre appelé
écriture scientifique. On peut aussi raisonner en multipliant
les nombres par les puissances de dix, avec toutes les
erreurs qui peuvent se produire a ce niveau.

EVOLUTION DE LA NOTION
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Il reste encore la notion de puissance
d’un nombre. Son utilisation au college est quasi
inexistante, si ce n’est pour le calcul littéral.
Les carrés sont souvent rencontrés, les cubes
déja moins, et les puissances quatriemes sont
Texception. Pourquoi conserver ce paragraphe
dans les programmes du college ? Seuls des
exercices tres spécifiques les font intervenir.
Nous relevons trois champs d’intervention
des puissances d'un nombre qui peuvent étre
intéressantes, mais est-il la peine de s’y inves-
tir a ce niveau ?

— le probleme des grains de riz sur un échi-
quier. On considere un échiquier. Sur la pre-
miére case , on pose un grain de riz ; sur la
deuxiéme case deux grains, sur la troisieme
case, quatre grains, et on double le nombre de
grains de riz a chaque fois. Sur la derniere case,
on aura donc la puissance soixante quatrie-
me de deux. Le nombre total de grains de riz
est énorme, et on pourrait faire une mani-
pulation avec les éleves pour essayer d’éva-
luer son poids en effectuant des manipulations
avec une balance. On pourra comparer a la pro-
duction annuelle de riz des certains pays.
Cette activité peut étre riche d’ouverture vers
d’autres champs disciplinaires.

— lexplication d’un tour de magie. On
trouvera la description compléte de I'activité
dans [OSICKI 1996]. L’idée est la suivan-
te. Un éleve choisi un nombre entier com-
pris entre 1 et 63, puis indique sur quelle(s)
carte(s) il se trouve parmi les six cartes
qu’on lui présente. Et le présentateur « devi-
ne » tres rapidement la valeur du nombre
choisi. L’explication de ce phénomeéne repo-
se sur la décomposition d'un nombre entier
dans une base de puissances de deux. L’écri-
ture binaire du nombre est déterminée par
le choix des cartes, et une simple addition
donne la réponse.
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— [lexplication des nombres qui interviennent
dans les unités de mesure des mémoires en infor-
matique . Les ordinateurs fonctionnent avec
un langage utilisant le systéme binaire. La
mémoire vive (RAM) ou la capacité des disques
durs se compte en kilo-octets, méga-octets et
giga-octets®. En réalité, ces préfixes sont uti-
lisés de fagon abusive. Le kilo-octet est la
premiere puissance de 2 qui dépasse 1000, le
méga-octet est la premiére puissance de 2
qui dépasse 1 000 000, et le giga-octet la
premiere puissance de 2 qui dépasse
1 000 000 000 (*) :

Lko =2 " octets = 1 024 octets
LMo = 2% octets =1 048 576 octets

1Go =2"octets = 1073 741 824 octets

On obtient ainsi I'explication des nombres
qui s’affichent au démarrage d’un ordina-
teur. La vérification d'une mémoire vive de 64Mo
fait apparaitre 65 536ko de RAM :

64 Mo = 64 x1 024 ko = 65 536 ko =
=65 536 %1024 octets = 67 108 864 octets

Une observation de la lecture des puissances
d’'un nombre révele que les éleéves ne cernent
pas la signification des signes et des nombres
qui entrent en jeu dans I’écriture. Il y a un pro-
bleme lié a la typographie non négligeable a
ce niveau. La position des symboles en tant

19 rappelons qu’un octet, comme son nom l'indique, repré-
sente un mot formé par huit bits. Un bit est l'unité élémen-
taire, qui ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Les premiers
microprocesseurs grand public (années 1980) maniaient des
octets. La génération suivante, des mots de deux octets, soit
8 bits. Le processeurs actuels manient des mots de 32 bits,
et la génération suivante arrive !

20 certains constructeurs peu scrupuleux ont commencé a
utiliser ces préfixes dans le sens usuel, en utilisant les puis-
sances de 10, et on a vu des publicités mensongéres, qui ne
sont détectables que par un public averti...
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qu’indice ou d’exposant n’est pas bien per-
cue et demanderait un travail qui sera utile
plus tard dans les études®. L'exercice suivant
a été proposé pour apprendre aux éleves a déco-
der le langage algébrique correspondant. Il s’agit
de remplir le tableau suivant :

Nombre 23 | 23| (-2)4 -24|(-2)4|-24

valeur de
Pexposant

signe de
Pexposant

faut-il prendre
linverse ?

nombre élevé
a la puissance

signe de
ce nombre

faut-il prendre
l'opposé du calcul ?

Calcul et résultat

Il nous semble qu’ils en aient retenu
quelque chose au niveau de I'identification des
parametres a décoder, comme nous avons
pu le constater lors de la correction du contro-
le qui a suivi. Les éleves qui avaient appris
le cours, dans lequel figurait un tableau ana-
logue n’ont fait que peu d’erreurs de com-
préhension.

Nombres irrationnels
et théoréeme de Pythagore?®

21 Nous pensons a l'indice pour écrire les termes d’'une
suite.

22 Ce paragraphe a été écrit une premiere fois, puis rema-
nié aprés lecture de COJEREM95. En effet, le hasard a
voulu que notre démarche personnelle et celle proposée
dans cet ouvrage présentent un grand nombre de simili-
tudes qui sont apparentes dans la suite de cet article.
L’approche du théoréme de Pythagore décrite dans cet
article est directement issue de cet ouvrage.
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La grande nouveauté de la classe de 4éme
est l'irruption des nombres irrationnels due
a l'utilisation du théoreme de Pythagore. La
compréhension que vont avoir les éléves de cette
catégorie de nombre est liée a 'approche qu’en
fera le professeur. Deux approches peuvent étre
proposée : une approche algébrique (la solu-
tion d’'une équation dans laquelle intervient
Iinconnue au carré), ou une approche géo-
métrique. Nous détaillons ces deux aspects ci-
apres.

La racine carrée peut étre présentée
comme étant indispensable pour mesurer la
longueur des cotés de certains triangles rec-
tangles obtenus comme solutions des équations
obtenues avec le théoreme de Pythagore. C’est
Paspect algébrique qui est privilégié et il en
résulte certainement un affaiblissement de la
signification de ces nombres. Une fois admi-
se la nécessité de ces nombres, les éléves vont
calculer des longueurs dans des configurations
variées. Il peut étre utile, surtout au début,
de leur faire calculer une valeur approchée des
irrationnels ainsi obtenus, pour confronter
le résultat de leur calcul avec une mesure
sur la figure exacte qu’ils ont tracée.

Hélas, cette pratique mal comprise par les
éleves, conjuguée au confort apporté par la cal-
culatrice, aboutira chez certains éléves a don-
ner systématiquement une réponse sous la forme
d'un nombre décimal. Pour d’autres, il est
tres difficile de percevoir un nombre dont on
ne connait pas I'écriture décimale, et ils se sen-
tent poussés a utiliser leur calculatrice pour
appréhender un ordre de grandeur de ce
nombre. Alors que ce phénomeéne, observé
également pour les nombres fractionnaires,
est atténué en utilisant I'écriture anglo-saxon-
ne des fractions (voir ci-dessus), il n’existe pas
anotre connaissance d’approche analogue en
ce qui concerne les irrationnels. Les docu-

EVOLUTION DE LA NOTION
DE NOMBRE AU COLLEGE

ments dont disposent les éleves, a savoir les
manuels scolaires, ne vont hélas pas ceuvrer
dans le sens d'une meilleure compréhension
de ces notions. La plupart des manuels * ne
donnent aucune définition de la racine carrée
d’'une nombre, et se contentent d’utiliser la nota-
tion de la racine carrée sans explications. Ils
utilisent systématiquement la touche racine
carrée de la calculatrice pour calculer une
racine carrée, ce qui donne une valeur exac-
te (parfois) ou une valeur approchée (sou-
vent). Certains auteurs vont méme jusqu’a
demander systématiquement une valeur
approchée des nombres dans leurs exercices.

Le programme propose a notre avis une
erreur d’approche fondamentale de la
notion de racine carrée, car il préconise
I’étude de la racine carrée a I'aide de la touche
correspondante de la calculatrice. Quel sta-
tut les éleves vont-ils des lors conférer a ce genre
de nombre ?

Plus rares sont les approches géomé-
triques, comme celles proposées dans les exer-
cices 22 et 23 de la page suivante.

Dans un premier temps, des exercices
basés sur des aires pourraient étre proposés.
L'exercice 13 (dessiner un carré d’aire double
de celui qui est donné) déja proposé peut étre
donné dans un premier temps. La démarche
proposée dans [COJEREM1995] nous semble
tres intéressante (voir exercice 22).

23 N'ayant conservé que les « meilleurs » manuels parmi ceux
publiés pour la rentrée 1998, cette remarque ne saurait étre
générale. De plus, ayant été confronté aux exigences des édi-
teurs de manuel en ce qui concerne le temps accordé pour
les rédiger, cette critique se veut constructive pour leurs
auteurs qui n’ont pas le temps indispensable pour réfléchir
sereinement. Mais le résultat est que les éléves ne trouvent
pas dans les manuels une référence correcte pour se forger
la notion de racine carrée en tant que nombre, bien au
contraire.
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Cet exercice se donne apres ['exercice 13
qui aura été corrigé de facon a faire apparaitre
une certaine démarche de découpage. Un pre-
mier découpage peut étre facilement modifié
pour aboutir au résultat désiré comme le sug-
gerent les deux Figures 9 et 10.

La position du point I, qui permet de
construire un carré répondant au probleme (les
coups de ciseaux sont donnés en [ID] et [IF])
fait apparaitre le triangle AIB rectangle en A.
Les cotés de I'angle droit Al et AD ont pour
mesure les cotés des carrés de départ. L’hypo-
ténuse ID est le c6té dont I'aire est égale a la
somme des aires des deux carrés ABCD et
BEFG. On réalise ainsi de fagon concréte une
vision du théoreme de Pythagore. La démons-
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EXERCICE 22

On donne deux carrés ABCD et BEFG dis-
posés cote a cote comme ci-dessous, et on
demande de construire en deux coups de
ciseaux un carré dont l'aire vaut la somme
des aires des carrés donnés.

A B E
G

D C

Figure 9 :

A B E
F
G
D C
A B E

Essai de découpage infructueux

A 1 B E
G

D C

Figure 10 :

Essai de découpage réussi
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aire du carre
de coi¢ AB :

\\§~;

H

aire du carre
de coté BC :
B2

aire du carre
de coté AC :

3

Figure 11 : Vision géométrique du théoreme de Pythagore

tration rigoureuse de I'exactitude de ce décou-
page n’est peut étre pas a faire de fagon trop
approfondie a ce niveau. C’est au professeur
de s’adapter au niveau de la classe. Mais la
syntheése doit bien dégager la vision géomé-
trique de la figure 1, et peut mettre en évidence
des déplacements .

D’autre part, rares® sont les ouvrages dans
lesquels apparait, ne serait ce que dans un exer-
cice, la vision géométrique du théoreme de
Pythagore qui traduit une égalité entre les aires
des carrés construits sur les cotés d’'un triangle
rectangle (voir Figure 11).

L’expérience montre que ce support géo-
métrique peut servir de repere a des éleves
en difficulté *. Une erreur fréquente consis-
te a écrire I'égalité de Pythagore de fagon a

24 Les déplacements en questions sont des rotations. Mais
la notion de rotation est maintenant étudiée en classe de 3eme.
25 Les nouvelles versions des manuels parus aprés la rédac-
tion initiale de cet articles semblent contredire cette affirma-
tion...

trouver le carré du c6té manquant comme
égal a la somme des deux carrés des cotés
connus. Ceci est évidemment faux si I’hypo-
ténuse est connue, et le retour a la significa-
tion de I'égalité de Pythagore a I'aide de la Figu-
re 11 permet de corriger efficacement cette
erreur. Nous pensons qu’il est utile de travailler
cette vision géométrique de plusieurs facons.

Une seconde approche géométrique peut-
étre la démonstration d’Euclide, sans ren-
trer dans les détails des égalités d’angles et
de longueur indispensables. Le professeur
devra cependant s’étre assuré que la vision géo-
métrique des parallélogrammes de base don-
née et de hauteur donnée qui ont tous la
méme aire est bien présente chez ses éleves
(on pourra lire une approche trés intéres-
sante dans [COJEREM1995].

26 il est intéressant de noter qu’un certain nombre d’éléves
écrivent naturellement la réponse de BC? en donnant le cm?
comme unité, puis proposent BC en cm.
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EXERCICE 23

1)  On choisi une unité de longueur. Construi-
re a la regle et au compas un carré d’aire 41
(remarquer que 41 = 16 + 25)

2) On choisit une unité de longueur.
Construire a la regle non graduée et au
compas un carré d’aire 33 (remarquer que
49=33+16)

D’autres exercices de construction peuvent
étre envisagés comme l'exercice 23 ci-dessus.
La formulation peut varier suivant ’habitu-
de qu’ont les éleves des reégles du jeu de la géo-
métrie a la regle et au compas.

A ce stade, le nombre irrationnel a fait son
apparition, mais sa signification et son sta-
tut restent flous chez un grand nombre d’éleves.
La seule opération qui est faite avec ces
nombres est I'élévation au carré. Leur addi-
tion, soustraction, multiplication et division
est hors programme a ce niveau. Il est d’ailleurs
significatif que le calcul de (V 3 )2 pose un réel
probléeme a de nombreux éleves de 4éme,
voire de 3eme. La nécessité de ces nombres
devient plus évidente lors de I'étude de la
reconnaissance des triangles rectangles
connaissant les longueurs des trois cotés (réci-
proque du théoréeme de Pythagore) comme
dans [l’exercice 24 :

EXERCICE 24
\/ 22¢cm B

D 3cm C

Le triangle ABC est-il rectangle ?

REPERES - IREM. N° 51 - avril 2003

Cet exercice demande le calcul préalable
de la longueur AC?grace au théoreme de
Pythagore. Il n’est pas rare de voir des éleves
calculer la valeur exacte de la longueur AC,
puis d’en donner une valeur décimale appro-
chée. Cette valeur décimale approchée sera réin-

vestie dans le calcul de AC* + CB’ . Il abou-
tira alors a la conclusion erronée que le
triangle ABC n’est pas rectangle comme sur
I'exemple ci-dessous :

2 2
AC2+CZB 1B’
=3,60> +3 ot 460"
=12,96+9 219961
=21,96

Une autre erreur peut encore apparaitre
a ce niveau : quelques éléves donnent comme
conclusion a ce calcul : « Les nombres

AC’ + CB® et AB* sont égaux a 0,1pres.
Donc le triangle ABC est rectangle... »

Une tentative de remédiation a ce phé-
nomene nous semble intéressante, mais elle
est bien sir insuffisante et son impact est
difficilement quantifiable . Elle consiste a
distinguer, de facon trés imagée, les triangles
rectangles des triangles qui sont « presque rec-
tangles », cest-a-dire dont la mesure de 'angle
est proche de 90°.

L’abus de langage (un triangle est ou
n'est pas rectangle) permet d'identifier une idée
de facon claire et rapide. Le « vrai triangle rec-
tangle » n’est reconnu que gréce a la rigoureuse

égalité des nombres AC® + CB® et AB*® .
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La connaissance ultérieure des formules d’Al
Kashi donnera un sens plus précis a cette
approche. Une meilleure acceptation du
nombre irrationnel découvert grace au théo-
reme de Pythagore passe par l'utilisation du
théoreme réciproque.

En troisieme

Nombres fractionnaires
et théoréeme de Thales

On étudie la configuration « papillon » en
plus de la configuration déja vue en 4éme. La
nouveauté réside dans la reconnaissance de
droites paralleles dans une version appelée « réci-
proque du théoreme de Thales ». Comme pour
la réciproque du théoreme de Pythagore, il est
impératif de travailler avec les valeurs exactes
des nombres qui sont soit donnés par ’énon-
cé, soit obtenus par calcul. La démarche et les
erreurs rencontrées sont similaires a celles rela-
tives a la réciproque du théoréeme de Pytha-
gore.

La difficulté réside bien dans 1’égalité
des rapports de Thales qui doit étre rigou-
reusement vérifiée. Il est vrai que si les
nombres comparés sont « proches », les droites
sont « presque » paralleles. Nous insistons sur
ce point, car nous avons recu la visite d’'un parent
de formation scientifique solide (ingénieur),
qui contestait ce raisonnement. Il disait que
la réponse qu’on pouvait donner a I'exercice
proposé (les droites sont-elles paralleles ?)
dépendait de la précision de calcul choisie, et
comme 1’énoncé ne donnait aucune indica-
tion, la réponse donnée par I'éleve était valable :
«les nombres sont égaux a 0,01 pres, donc les
droites sont paralleles ». Cette confusion est
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regrettable, et inquiétante venant de la part
d’un scientifique. L'utilisation qui est faite de
ce théoreme, a savoir le calcul d'une longueur
inconnue, masque toute la partie liée aux
proportions et donc ne renforce pas la signi-
fication du nombre rationnel.

Considérons la configuration de la Figu-
re 12:

AB=2
AC=3
AE=5
CD=6 (BE) et (CD)

sont paralléles.

Figure 12

Dans cette figure, la grande majorité des
éleves saura calculer correctement les lon-
gueurs BE et AD sous leur forme fractionnaire
alaide des égalités :

AB AE _ BE
AC 4D CD

BE
6

2 5
et ITIE

Mais beaucoup découvriront avec sur-
prise que dans cette configuration, on a les éga-
lités de longueur suivantes (aspect homo-
thétique) :

AB = 2—><AC
3

AE ZEXAD
3

BE = §—><CD
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Fractions irréductibles

La seule notion d’arithmétique abordée
a ce niveau est la notion de PGCD. Son cal-
cul est purement algorithmique® et son étude
est presque purement utilitaire®, puisqu’il s'agit
de rendre des fractions irréductibles. La
notion de nombres premiers entre eux est
abordée, sans que la notion de nombre pre-
mier ne soit théoriquement abordée. On peut
légitimement se poser la question de l'inté-
rét de cette partie du programme a ce niveau,
d’autant plus que les éleves simplifient des
fractions au maximum depuis de la classe de
cinquieme !

Nombres irrationnels®

Les propriétés des racines carrées sont étu-
diées, et les irrationnels acquiérent ainsi un
statut plus conséquent en tant que nombre a
part entiere. Les éléves sont surpris par les
notions étudiées dans ce chapitre :

— L’opposé de la racine carrée d'un nombre
apparait *. Ce nombre négatif est souvent
mal pergu, et la confusion d’écriture et de

sens entre — JE et v— 2 est fréquente et per-
sistante dans le temps.

28 algorithme des différence ou algorithme d’Euclide, plus
rarement décomposition en produit de facteurs premiers
puisque cette notion est absente des programmes. quel
sens les éléves peuvent-il donner a ces démarches ?

29 Les exercices de brevet proposent parfois son utilisation
pour calculer le nombre de carrés et la valeur du c6té du carré
de dimension maximale que I'on peut construire dans un rec-
tangle de dimensions données.

30 On (re)lira avec intérét I'article [ASSUDE 1996] qui appor-
te quelques éclairages sur les difficultés liées a la notion de
racine carrée.

31 Le programme ne dit rien en quatriéeme a ce sujet. Il
semble qu’il soit pertinent de faire remarquer aux éléves
dés la classe de 4éme que lors d’un calcul de longueur uti-
lisant le théoréme de Pythagore, on aboutit & une équation
qui admet deux solutions, et qu’on élimine la solution néga-
tive car elle ne peut pas correspondre a une longueur.
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— Les nombres irrationnels peuvent étre
écrits sous des formes qui sont différentes. Par

exemple v2 /2 et 1/ 42 sont deux écritures d’un
méme nombre. Rendre le dénominateur ration-

1
nel d'un nombre tel que ne figure plus
q it ‘/5_ gure p

au programme de troisiéme.

Les propriétés relatives aux produits et
aux quotient sont utilisées pour simplifier
des expressions. Un exercice classique sys-
tématiquement posé au brevet des colleges

consiste a écrire sous la forme aJI; (aetd

entiers) un nombre du genre :

A=27+f2 445

Le statut du nombre irrationnel n’en est pas
pour autant renforcé, car ces propriétés rele-
vent des propriétés des fonctions puissances.
Cette partie du programme est difficile et
fort mal assimilée par les éleves.

Les erreurs que font les éleves sont iden-
tiques a celles que l'on rencontre lors de
I’étude des identités remarquables :

Na+b=ofa+b

— 2 2
ot (@+by =a*+b

Un éléve nous a mis sur une piste pour
travailler ces erreurs. Il a remarqué sur des
exemples numériques que par exemple
52+ 102# 152, et « qu’il n’y avait pas de pro-
portionnalité ». Les éléves ont tendance a
appliquer plusieurs régles commodes aux
racines carrée et aux carrés, qui sont liées a
la linéarité des fonctions, étudiée dans le
cadre de la proportionnalité, et d’étendre la
propriété de distributivité de la multiplication
sur l'addition a ce contexte. Il semble qu’il y
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EXERCICE 25

1) Montrer Uégalité :

a7 =8

2) Ecrire la somme .J:; + -‘/18 sous forme

d’une racine carrée.

ait une piste a explorer dans ce sens, en uti-
lisant la notion de fonction, mais est totale-
ment hors programme a ce niveau pour l'ins-
tant.

Un autre exercice intéressant pour tra-
vailler cette erreur est proposé ci-dessus. Les
éléves sont évidemment surpris par la répon-

se de la premiére question qui n’est pas -\/37
comme ils en ont envie. Un travail analogue
al’aide des triplets Pythagoriciens peut aussi
étre envisagé pour 'erreur sur le développe-
ment du carré.

Les échanges avec les professeurs de lycée
nous montrent que ces erreurs, qui deviennent
moins fréquentes en fin de troisieme dans
des exercices simples et ciblés, réapparaissent
des que le contexte devient plus complexe a
Poccasion de I’étude d’autres notions. Les
regles de calcul ne sont pas assimilées de
facon stable et c’est une des sources des dif-
ficultés que les éleves rencontrent dans leurs
études ultérieures..

Le nouveau programme invite & montrer

que V2 n’est pas un nombre rationnel. Nous
avons testé plusieurs fois des exercices de la
démonstration classique par 'absurde de

cette propriété (supposons que \/2_ s’écrive

EVOLUTION DE LA NOTION
DE NOMBRE AU COLLEGE

sous la forme a/b, approximation de w/Z_ alaide
de fractions continuées, ...). Méme les éleves
brillants ont des difficultés a comprendre
I'intérét (il existe des nombres qui ne sont pas
rationnels) et le sens de cette démonstration.

L’idée du programme, qui consiste a
redonner la notion de nombre aux éleves est
louable 2, mais la démonstration de l'irra-

tionalité de \/2_ a ce niveau nous semble
prématurée. Il est clair que 'absence presque
totale d’arithmétique au colleége ne permet aux
éleves de saisir la substance d'une démons-
tration basée sur la décomposition d’un entier
en produit de facteurs premiers. Une autre
approche utilisant la notion de PGCD peut-
étre envisagée (voir LE BERRE 2002). Dans
tous les cas, le temps & consacrer a ces notions
semble disproportionné par rapport a leur
importance.

Trigonométrie

La notion de cosinus d’un angle aigu est
abordée en quatriéme, et est complétée en
troisiéme par le sinus et la tangente. On effec-
tue alors des calculs de longueurs et d’angle,
et on obtient donc des réponses approchées a
laide de la calculatrice. Les valeurs exactes
des angles remarquables ne sont pas & connaitre
avant la seconde. Si le professeur n’y prend
garde, I'utilisation systématique des valeurs
approchées a l'aide de la calculatrice renfor-
ce l'attitude des éleves vis-a-vis « du tout
décimal ». On peut trés bien expliquer aux éleves,
et leur demander de manipuler des valeurs
exactes telles le sinus de 40° ou la tangente
de 75° (qu’on ne sait pas exprimer 4 ’aide des

32 En classe de seconde, les ensembles Z, Q, R, ont refait
leur apparition...
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fonctions élémentaires)., voire de les réin-
vestir dans des calculs qui nécessitent plusieurs
étapes. On définit ainsi une nouvelle catégo-
rie de nombres, au statut certes mal défini,
mais qui permettent des calculs en discernant
le calcul exact du calcul approché.

Quelle notion du nombre
les éléves ont-ils construite
a la sortie du college ?

Le panorama des diverses situations ren-
contrées par les éleves dans le cadre des acti-
vités mathématiques proposées au college
suggere que ceux ci auront acquis une certaine
richesse dans la conception des nombres.
Hélas, la pratique quotidienne et les échanges
avec les professeurs des lycées et du supérieur
dénotent au contraire une pauvreté dans la
conception et les connaissances qu’ont les
éleves des nombres. Le seul nombre que les
éléves connaissent et utilisent naturellement,
de surcroit sans le maitriser, est le nombre déci-
mal. Le nombre fractionnaire se réduit trop
souvent a un nombre décimal avec une infi-
nité de chiffres dans le meilleur des cas, sinon
avec un nombre de chiffres limité a I’afficha-
ge de la calculatrice sans qu'un sens puisse
étre donné a cette écriture. Que dire des
nombres irrationnels ? Nous voyons plusieurs
raisons a ce phénomene.

Le programme de mathématiques

Bien que le contenu du programme soit
riche dans la rencontre des nombres, un
manque flagrant existe dans leur conception.
A part la classe de sixieme, les notions
d’approximation et d’encadrement ne sont
pas évoquées, alors qu’elles sont fondamen-
tales des que 'on manipule des nombres, et
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ultérieurement en analyse. Il est urgent que
ces notions fassent leur apparition de fagon
explicite et soient constamment travaillées tout
au long du college. Les professeurs de mathé-
matiques le savent bien, puisqu’ils sont nom-
breux a travailler sur les valeurs approchées®,
mais plus rares a travailler les encadre-
ments . Un autre probléme réside bien str
dans l'utilisation des calculatrices qui privi-
légie le nombre décimal comme réponse a un
calcul numérique. Nous ne pensons pas que
I'utilisation d’un logiciel de calcul formel (ou
d’une calculatrice trés perfectionnée) puisse
améliorer la compréhension du statut des
nombres a ce niveau.

En sciences physiques
au collége et apres

Les problemes d’approximation numé-
rique évoqués ci-dessus sont particulierement
sensibles dans cette discipline . Nous pou-
vons évoquer deux aspects de 'appropriation
de la notion de nombre dans cette discipline :
un aspect algébrique et un aspect expéri-
mental.

Un probleme difficile se pose avec la signi-
fication du symbole « = » dans en mathéma-
tiques et en sciences physiques. En sciences
physiques, du moins a ce niveau, il semble-
rait que les collegues utilisent ce signe alors
que sa signification serait plutot « ...est a
peu pres égal a... aux incertitudes de mesu-

33 cette absence flagrante pose méme des problemes au bre-
vet des colléges : De nombreux auteurs de sujet demandent
une valeur approchée d’un nombre arrondie a une précision
donnée, mais le programme ne précise pas quel sens don-
ner a cette notion. Bien que les professeurs soient généra-
lement d’accord, I'absence de cadre précis pese lourdement
sur les réponses acceptables a des questions de ce genre.
34 le lecteur attentif aura remarqué que les activités propo-
sées intégrent la notion d’encadrement...
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re pres. ». On est justement tres loin de 'éga-
lité mathématique ! Et 'expérience prouve que
les éleves font un amalgame qui fait que cer-
tains peuvent écrire, lors de l'utilisation du
théoréme de Pythagore réciproque : « comme
les deux nombres sont égaux a 0,01 pres, le
triangle est rectangle... ». Il existe un impli-
cite fort lors des calculs en Sciences Phy-
siques qui pousse a donner systématique-
ment les résultats sous forme décimale, méme
si on obtient un résultat sous forme frac-
tionnaire ou autre, car I’écriture décimale est
bien plus parlante que les autres. L’'incerti-
tude du résultat lié aux incertitudes de mesures
est souvent oublié (par les éleves). Les éleves
peuvent donc avoir vu écrit au tableau :

= %Q =133Q

Cette pratique pose un sérieux probleme au
le professeur de mathématiques !

Les Sciences Physiques et leur coté expé-
rimental sont un domaine privilégié pour
mesurer diverses grandeurs en pratique. La
manipulation de volumes avec des éprou-
vettes graduées est une expérience formatri-
ce pour les éleves. Non seulement ils peu-
vent prendre conscience d’un ordre de grandeur
des unités de volumes utilisées, mais ils sont
amenés a lire des graduations en gardant un
esprit critique par rapport a leurs résultats.
La mesure des grandeurs électriques (inten-
sité, tension) avait également le c6té forma-
teur de la lecture de I'indication d’'une aiguille
sur une graduation, avec une échelle a choi-
sir de fagon judicieuse. L’incertitude de la
lecture, et donc 'approximation numérique liée
au coté expérimental était présente. L’ave-
nement des multimetres a lecture numérique

35 certains collégues de Sciences Physiques percoivent ce
phénomene. Ainsi, dans notre établissement, ils ont fait le choix
de conserver et de faire utiliser les anciens multimétres a aiguille
par les éléves !
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avec choix automatique de I’échelle a fait
perdre tout cet aspect hautement formateur
des expériences que faisaient les éleves®. La
valeur décimale automatiquement affichée
par ces appareils contribue a renforcer la
domination du nombre décimal. Elle est lue
comme un nombre exact, et on peut faire une
analogie avec la lecture de I'affichage de cal-
culatrice et I'interprétation qu’en font les
éleves.

Dans le monde actuel

La dictature du nombre décimal est enco-
re renforcée dans le monde dans lequel nous
vivons. Les appareils a lecture analogique, par
exemple ceux qui donnent le résultat d’'une
mesure a 'aide d’'une aiguille ont presque
disparu au profit des appareils a affichage numé-
rique qui donnent ce résultat sous forme d’'un
nombre décimal. Et on a une tendance natu-
relle a considérer la valeur décimale lue sur
un afficheur comme étant une valeur exacte
et indiscutable !

L’exemple le plus marquant, et qui a pour
conséquence une appropriation plus difficile
de la notion des heures et minutes, est le
remplacement des montres a aiguilles par
des montres a lecture numérique. La divi-
sion d’'une demi journée en douze parties,
ainsi que la division d’'une heure en 60 minutes
qui sont « palpables » sur les montres a
aiguilles, ne sont pas du tout percues sur les
montres numériques. La notion de fraction
d’heure visualisée sur le cercle est omnipré-
sente. La lecture approximative des minutes
sur une graduation circulaire est également
tres formatrice *.

36 voir également la lecture des grandeurs électriques par
un contréleur analogique dans le paragraphe consacré aux
Sciences Physiques.
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Les autres appareils usuels (balance du
rayon fruit et légumes, pése personne, comp-
teur de vitesse, ...) ont vu progressivement rem-
placer la lecture d’'une graduation par l'affi-
chage d'un nombre. Certes, on peut rétorquer
que la précision s’en trouve augmentée et
que le confort de lecture est considérable-
ment accru. Mais a-t-on vraiment gagné
quelque chose ?

— En ce qui concerne la balance des fruits
et légumes, le progres semble effectif, surtout
en ce qui concerne la rapidité de ’obtention
du prix des denrées que l’'on achete.

— la notion de l'ordre de grandeur est par
contre complétement occulté. Le consomma-
teur dira qu’il a acheté 718 grammes de vian-
de car c’est la valeur affichée par la balance,
mais perd de vue l'ordre de grandeur qui est
de 700 grammes. Cette perception des gran-
deurs est évidente pour les « anciennes »
générations, mais l’est-elle encore pour les
«nouvelles » générations ?

— lanotion de poids est perdue : équilibrer
une balance avec des masses en étain permet
une bien meilleure perception de cette notion
et de l'ordre de grandeur des quantités en
jeu que la lecture sur une graduation, fut-elle
analogique.

— en ce qui concerne le pése personnes,
rend-t-on service a 'usager en lui indiquant
son poids a 100 ou 200g pres ? !

On peut également citer la mesure des lon-
gueurs avec un laser. La précision apportée
par cet appareil ne peut évidemment pas étre
comparée a celle que l'on obtient avec un
décametre, un metre et des décimetres. Mais
l'appropriation des ordres de grandeur des lon-
gueurs par la mesure sur le terrain avec des
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outils traditionnels est bien plus efficace que
par la lecture donnée par un appareil.

Conclusion

La mesure des grandeurs géométriques
(essentiellement longueurs et aires) est une
activité incontournable pour travailler la
notion de nombre au college. Elle peut servir
de support pour comprendre 'existence de
différentes catégories de nombres (décimaux,
fractions, irrationnels) comme nous 'avons mon-
tré dans les exercices proposés dans cet article.
La mesure des longueurs, ou de fagon plus géné-
rale la mesure d’'une grandeur physique a
I’aide d’'une graduation est un exercice incon-
tournable pour s’approprier la signification des
nombres décimaux. Cependant, ce support
concret ne suffit pas a une maitrise de I'uti-
lisation de ces nombres : il faut également tra-
vailler dans les registres algébriques et de la
langue naturelle.

Les difficultés que nous rencontrons
avec les éleves sont aussi liées au contex-
te historique dans lequel nous évoluons.
C’est bien une attitude de l'esprit que les
hommes perdent peu a peu dans la société
actuelle : la lecture et I'interpolation d’'une
graduation. Cette gymnastique de l'esprit
qui aide a la structuration des nombres
décimaux est remplacée par une lecture
passive d’'un nombre décimal. De plus, ce
nombre lu sur un afficheur est interprété
comme étant la valeur exacte du résultat,
alors qu’il n’en est rien. La notion d’incer-
titude de la mesure, et donc I'idée de valeur
approchée du nombre, est obligatoirement
percue dans la lecture d’'une valeur par une
aiguille sur une graduation. Au niveau de
la formation de 'esprit, les appareils numé-
riques nous semblent plus une régression
qu’un progres.
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Nous conclurons par une remarque de  l'esprit que l'on exploite judicieusement et
bon sens qui mériterait d’étre plus au gotitdu  que 'on profite véritablement des progres de
jour : ce n’est qu'avec une formation solide de  la technologie !
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