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Avant-propos

La seule lecture du texte qui suit ne peut rendre compte de
la richesse considérable des figures en mouvement. Il invite a
les construire et a les animer, seule facon de juger sainement
de lintérét du travail en environnement informatique.

Cet article est destiné aux lecteurs qui n'ont pas d’expérience
de travail en environnement informatique. Ou qui doutent de
lintérét de ce type d’activités. Voici ce que nous leur proposons.
Qu’ils demandent a un (ou une) collégue connaissant Cabri de
réaliser avec eux sur un ordinateur les diverses constructions
proposées dans larticle et les animations qu’il tente de décri-
re. Ils apprendront en une heure trente les principales fonctionnalités
de CABRI et ils découvriront les étonnantes images mentales
nées de la dynamique des figures crées. Ils verront que la mise
en oeuvre de Cabri n’est pas une entreprise insurmontable et
que son apport a l'enseignement des mathématiques est irrem-
plagable. Nous parions que ceux qui feront l'expérience n’en res-
teront pas la...

L’article est aussi une mise en garde. Le travail en envi-
ronnement informatique ne garantit ni la pertinence, ni l’inté-
rét d’une activité. Il est des sites mathématiques et des CDROM
qui conduisent a de véritables régressions...
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Le paysan qui défriche une nouvelle aire
bute sur d’agacantes zones empierrées qui
courent au long du champ. L’archéologue y
décele une structure ancienne que la photo
aérienne dessine dans sa globalité au soleil
rasant. Le regard informé et le choix d’'un
environnement favorable comptent pour beau-
coup dans la mise en évidence d’une situation
potentiellement riche. Il en est de méme dans
Ienseignement des mathématiques.

Voici un exercice de Seconde. Il invite a
étudier et 4 comparer des aires. Son intérét
dépend beaucoup des consignes données. Si
on exclut 'outil informatique, il met surtout
en évidence la grande difficulté d’'une majo-
rité d’éleves de Seconde a calculer des expres-
sions algébriques, a prévoir leurs évolutions
et a les comparer. Avec un grapheur, la dif-
ficulté du calcul initial demeure. Il reste a inter-
préter les courbes que trace le logiciel : com-
ment comparer deux aires dans ce cadre ? Sous
cet éclairage, le probleme demeure relative-
ment pauvre bien qu’il mette en ceuvre une
démarche qu’il est indispensable de maitri-
ser. C’est avec un logiciel de géométrie dyna-
mique (Cabri par exemple) qu’il livre sa véri-
table profondeur. Les changements de cadres
et de registres se multiplient. L’'information
prend toutes sortes de visages. Sa concen-
tration sur les différentes zones de ’écran
est impressionnante. Les liens entre les dif-
férentes natures d’information sont palpables.
Beauté, densité et variété de I'activité mathé-
matique s'imposent au plus blasé.

Ce probleme a une histoire. L’idée initiale
se trouve dans la « situation 22 » du classeur
du professeur (Belin, classe de Seconde).
Michelle Kittel en a tiré un énoncé pour le sou-
mettre aux éleves de l'option « Mathéma-
tiques en environnement informatique » du
lycée Couffignal a Strasbourg. Elle a résumé
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les observations faites en cours d’activité( on
les trouvera plus loin).

Gérard Kuntz a proposé le texte de Michel-
le Kittel (sauf la question 4) lors d’une jour-
née de formation, aux PLC2 de 'TUFM de
Clermont Ferrand, puis, plus tard, aux for-
mateurs de mathématiques (Irem et ITUFM)
de ’Académie de Créteil. L’article qui suit
résume les enrichissements successifs appor-
tés par ces différents acteurs a une situation
de départ sans relief apparent. Devant 'accueil
tres positif réservé a cette activité lors des jour-
nées de formation, Gérard Kuntz y a ajouté
des développements personnels ainsi qu'une
comparaison avec le texte de 'ouvrage de
Belin. En raison des enrichissements appor-
tés a la situation de départ, Michelle Kittel
projette de proposer une nouvelle version du
probléeme a des éleves de Premiere S'.

On trouvera dans I'encadré ci-contre le texte
élaboré par Michelle Kittel pour ses éleves de
Seconde.

Des énoncés métamorphosés

Le texte est bref. Il n’est pas découpé en
questions et sous-questions. Il décrit la situa-
tion a l'aide de figures, sans préciser ce qui
est évident visuellement. Aucune indication
de méthode. Les résultats ne sont pas suggérés.
Cette forme d’énoncé est possible car 'outil infor-
matique intelligemment mis en ceuvre, fait
naitre dans l’esprit des éleves des images
mentales, des interrogations et des conjec-

1 Cet article est une belle illustration d’'un theme d’Edgar Morin,
« I'écologie des idées ». Un texte rédigé par un auteur est
lancé dans le public. Il passe au crible de la réflexion et de
I'imaginaire des lecteurs, des débats qu'’il suscite, des articles
qu'il inspire. Le texte de départ, inspiré par les lectures,
I'expérience vécue et les rencontres de I'auteur, lui échap-
pe et vit sa vie propre, qu'’il aurait difficilement imaginée.
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TROIS DISQUES DANS UN RECTANGLE.

1) Quel est le probleme posé ?

ABCD est un rectangle ayant un coté fixe AD=3 cm et un coté variable AB=x cm.
On veut placer trois disques isométriques a lintérieur de ce rectangle comme sur les deux

dessins ci-dessous :
& 2

YT
J \.) S

H] C

AD=3,00 cm
AB=x1

Y Y
J \/} N

AD=3.00 cm

AB=x2

Le but est d’étudier et de comparer l'aire des 3 disques et l'aire restante du rectangle lorsque

le coté AB varie.

2) Expliquez ce qu’on peut trouver a Uaide de Cabri.
3) Etudiez ce qu’on peut trouver a U'aide de Graph’x.

REMARQUE.

C’est VOUS qui posez les questions et qui donnez les réponses pour arriver au but !!

4) Et si les disques n’étaient plus centrés sur la médiatrice de [AB] ?

tures qui remplacent avantageusement le
guidage tatillon des énoncés classiques.

Personne parmi ceux a qui il a été soumis
n’a émis le moindre doute & propos des non
dits de I'énoncé. Les deux figures suffisent pour
se convaincre que les cercles sont centrés sur
la médiatrice de [AB], et pour prendre en
compte les tangences observées. La persistance
de ces propriétés dans les deux figures n’est
pas étrangere a la conviction qui en résulte.

En proposant une double figure, 'auteur a tra-
duit sur papier la dynamique de la figure
informatique.

L’environnement informatique rend pos-
sible de profondes modifications des énon-
cés, et pas uniquement en géométrie. Dans le
n° 45 de Repéres-Irem, J-A Roddier récrit en
une ou deux phrases, des énoncés récents
d’arithmétique du baccalauréat?® L’usage

2 Conjectures en arithmétique.
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d’Excel ramene les textes a leur plus simple
expression. Tous les résultats (et certains
autres...) que les anciens énoncés détaillaient,
sont visibles a I'écran ! Il reste a les interpréter,
puis a les démontrer. De plus, les démonstrations
issues de l'observation de la feuille de calcul
sont bien plus « naturelles » que celles qui sont
proposées au baccalauréat (la plupart des
éleves n’y auraient pas pensé).

Le « probléme ouvert », dont les vertus ont
été maintes fois soulignées, peut assez faci-
lement émerger dans I'environnement infor-
matique?®.

Constructions de la figure
avec CABRI: et affichage
des valeurs numériques
associées

A y regarder de pres, I'énoncé contient deux
messages que 'on peut ressentir comme
contradictoires. L’affirmation de I'initiative de
I’éleve (pour poser les questions et y répondre)
se heurte a un encadrement dont la discrétion
cache mal le caractere contraignant. Les logi-
ciels (et I'ordre d’'usage) sont imposés. La figu-
re est décrite de fagon ordonnée : d’abord le
rectangle, ensuite les disques placés a I'inté-
rieur. La variable choisie est soulignée de
facon insistante (a trois 3 reprises).

Sous sa forme actuelle, le texte du probleme
induit naturellement une construction qui
en suit la chronologie. Cest ainsi que I'ont inter-
prété unanimement les PLC2° de Clermont.
Plus sensible au message de liberté proclamé

3 Il'y faut de nombreuses conditions. On verra plus loin un
contre-exemple saisissant.

4 Les collegues peu familiers de CABRI trouveront en annexe
la construction pas a pas avec le logiciel.

5 Est-ce le reflet de 'enseignement qu'ils ont recu au fil de
leurs études ? Une formation qui privilégie la docilité ?
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par le texte, 'un des formateurs de Créteil a
pris l'initiative d’'une construction a partir
du cercle central et de deux points diamé-
tralement opposés. Le rayon du cercle est
alors devenu la variable du probleme. Le rec-
tangle a été construit dans un second temps.
A-t-il trahi l'intention initiale ou en a-t-il
gommé la contradiction ? Le débat fut long et
passionné, sans véritable accord final. L'impor-
tance de la forme de I'énoncé proposé a été sou-
lignée : c’est une variable didactique fonda-
mentale. Nous jouerons sur cette variable
dans la suite de l'article.

La construction la plus fréquemment
mise en ceuvre consiste a mettre en place le
segment [AD] et sa médiatrice, puis un point
variable I de cette médiatrice (point sur un objet).
Les outils de CABRI permettent alors le tracé
du rectangle dynamique ABCD sans aucune
difficulté. Il faut ensuite partager [OI] en 3
(ou 6) parties égales (O est le milieu de [AB]).
Le tracé par O d’un droite auxiliaire (d) pour
créer une situation de Thales s’impose rapi-
dement. Mais le report de segments isométriques
a partir de O pose des problemes inattendus.
Plusieurs binémes de PLC2 se croient obligés
de reporter des segments de longueur 1 cen-
timetre. L’idée qu'une symétrie produise des
segments isométriques a partir d'un segment
quelconque ne semble pas aller de soi. La
possibilité de tracer un cercle de centre dési-
gné passant par un point désigné acheve la
construction de la figure. Le déplacement de
I sur (d) déforme la figure en maintenant les
dépendances et les propriétés (cercles iso-
métriques tangents et tangents a 2 cotés du
rectangle). La perte des propriétés quand I varie
met en évidence des erreurs de construction :
la sanction du logiciel est impitoyable !

Une autre construction évite le recours a
la situation de Thales. Elle consiste a placer
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AB=6,43 cm
AB=6,43 cm
A3D=10,82 cm? A3D=10,82 cm?
AR=8,47 cm? AR=8,47 cm?
a B
0A=1,50 1929 cm?
3 2
3,00 cm | 00 cm |
0 PIVOT) 0 WOT)
D o o \ \ C
FIGURE 1

un point E sur la médiatrice de [AD]. E est le
centre du premier cercle (il passe par O). Une
suite de symétries centrales met en place les
points utiles, y compris le point I précédent.
On peut alors compléter le rectangle et tra-
cer les cercles. Mais il n’est plus possible de
déplacer I avec la souris : c’est E qui est deve-
nu le pivot de cette figure dynamique. Cette
deuxiéme construction est plus rapide. Elle
semble moins naturelle dans le contexte pro-
posé : elle s’écarte en effet de la chronologie
implicite du texte de l’exercice (I’ordre de
construction des cercles et du rectangle est indif-
férent). Peu d’utilisateurs y ont pensé. Elle pré-

sente un inconvénient technique important :
la figure est bien plus sensible aux déplace-
ments de E qu’a celles de I (I subit un dépla-
cement six fois plus important que E). La
premieére construction permet une observation
beaucoup plus fine des variations des différentes
valeurs numériques en jeu dans le proble-
me. La mise en évidence de valeurs particu-
lieres (maximum, zéro, un) en est grande-
ment facilitée. Il faut arbitrer entre la simplicité
de la construction et celle de son utilisation.
Pour utiliser au mieux les évaluations d’aires
disponibles sur Cabri®, il faut redéfinir ABCD

6 Cabri évalue I'aire d’'un disque et d'un polygone désignés .
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comme un polygone. On obtient sans calcul ['affi-
chage dynamique des longueurs AB et AD
ainsi que celui des aires du rectangle ABCD
et d’'un des disques de la figure. La calcula-
trice de Cabri permet alors I’évaluation dyna-
mique et I'affichage de I'aire des 3 disques (A3D)
et de l'aire restante (AR), différence entre
Paire du rectangle et celle des 3 disques.

Il reste alors a I'écran la figure dyna-
mique débarrassée des constructions auxi-
liaires et des valeurs numériques devenues
inutiles (elles ont été cachées), et les 3 valeurs
numériques AB, A3D, AR (cf. copie d’écran ).
La somme d’initiatives, de connaissances et
d’outils mathématiques mis en ceuvre pour arri-
ver a ce stade, est considérable et le traitement
d’informations intense. On ne s’est vraiment
pas contenté de « faire joujou » avec 'ordina-
teur ! La figure 1 qui suit, traitement d’infor-
mations en acte, présente les constructions et
les affichages réalisés (a droite) et la figure
finale, ramenée a I’essentiel (a gauche). Il lui
manque simplement de faire défiler les valeurs
numériques quand le lecteur déplace le pivot
I de la figure !

Variables et fonctions.

Quand on pointe vers une des trois zones
de I’écran ou sont affichés AB, A3D et AR, la
méme légende apparait dans les 3 cas: « ce
nombre ». Cabri masque ainsi (comment pour-
rait-il en étre autrement ?) une dissymétrie
essentielle entre AB d’'une part, A3D et AR
d’autre part.

AB est certes un nombre, mais un nombre
variable, c’est a dire une variable. Quand on
Iintroduit dans la calculatrice, il apparait
soudain avec la dénomination habituelle (une
lettre) d’une variable: a, b et c¢. Tout ceci doit
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étre soigneusement clarifié avec des éléves de
Seconde.

A3D et AR dépendent de AB. Cela ne suf-
fit pas pour qu’elles soient des fonctions de AB.
A chaque valeur de AB (prise dans[0,9]) cor-
respond une figure unique, donc des aires
uniques : voila ce qui leur confere ce statut (le
raisonnement se substitue ici au logiciel, bien
incapable de passer en revue tous les réels entre
Oet9!).

Pour marquer la différence entre variable
et fonction, il serait judicieux de lier I'affichage
de AB ala figure et de situer A3D et AR dans
une autre zone de ’écran. Ou de séparer leurs
zones d’affichage comme sur la figure 2. On
pourrait méme écrire : ASD(AB) et AR(AB).

Les deux fonctions mises en évidence ont
des vertus intéressantes pour des éleves de
Seconde : elles existent indépendamment de
toute formule de calcul. Cela remet en cause
le lien (oh! combien solide et pernicieux dans
lesprit de trop nombreux éleves de lycée)
entre fonction et expression algébrique. Cabri
permet le passage d'un nombre a son image
par chacune des deux fonctions sans qu'’il soit
nécessaire a l'utilisateur d’exprimer A3D et
AR en fonction de AB".

On peut aussi considérer A3D et AR
comme des fonctions du point B, décrivant le
segment [OL], de longueur 9 cm, porté par la
médiatrice. C’est un pas utile vers les trans-
formations ponctuelles, fonctions de variable
ponctuelle a valeur ponctuelle. Puis vers les
fonctions d’'un ensemble quelconque vers un
ensemble quelconque®.

7 L'expression algébrique existe bien entendu. On sera obli-
gé de la calculer pour Iintroduire dans le grapheur.

8 On les rencontre tres naturellement en programmant dans
un langage structuré.
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Une derniere remarque a propos de 1’éla-
boration de la figure et des valeurs numé-
riques associées : ’énoncé indique que les 3
disques sont INTERIEURS au rectangle.
Or, telle qu’elle a été réalisée, la figure
dynamique n’interdit pas aux disques d’en
sortir, ni & A3D et AR d’exister. Fallait-il l1a
verrouiller ? Il aurait suffi pour cela de
déclarer I comme « point sur segment [OL] ».
Mais personne, dans les différents groupes
ou l'activité fut proposée, n’y a pensé au
départ. Preuve que 'environnement infor-
matique favorise, méme chez des sujets
expérimentés, ’action immédiate au détri-
ment d’une réflexion prospective.

Interpréter Uévolution
des valeurs numériques affichées

Le travail réalisé jusqu’ici permet d’abor-
der la question centrale du probleme : étudier
et comparer deux aires. Deux cadres sont mis
en évidence a I’écran : le cadre géométrique
et le cadre numérique. Ils sont liés. L'ceil
passe de I'un a I’'autre ou les embrasse simul-
tanément selon les besoins.

Point n’est besoin d’informatique pour
I’étude de A3D : l'aire d’un disque croit
avec son rayon (on peut inclure le petit
disque dans le grand). Mais A3D est indis-
pensable quand viendra le moment de com-
parer les aires.

L’évolution de AR ne releve pas de 'évi-
dence. Partant de zéro, elle commence par
croitre jusqu’a la valeur 8.59, s’y maintient
pendant que AB est compris entre 5.56 et...
5.90, puis décroit jusqu’a la valeur 5.80 quand
I varie de O a P. Il est intéressant de noter
la quasi-« stationnarité » de AR au voisina-
ge d’'un maximum. La pseudo-« stationnari-
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té » constatée est liée au fait qu'un écran
graphique est fait de gros grains, les pixels...
Voila d’excellentes observations (et questions
associées) pour les éleves.

Jusqu'’ici, le cadre numérique était suffi-
sant pour étudier la fonction non prévisible.
Mais il oblige a de pénibles contorsions visuelles
lorsqu’il s’agit de comparer A3D et AR. Il faut
repérer le (ou les) moment(s) ou deux zones
d’écran variables affichent le méme nombre,
puis échangent leur primauté... Probleme
totalement déconnecté du précédent (I'évo-
lution de chaque quantité). Et pourtant. La
bascule a lieu entre 5.72 et 5.74, donc en plei-
ne zone de pseudo-stagnation de AR ! Impos-
sible de gagner en précision (pixel oblige).
Avant la bascule, AR est supérieur a A3D, apres,
c’est 'inverse.

On peut utiliser 'outil TABLEAU (chan-
gement de registre dans le cadre numérique)
pour échapper a la difficulté d’'une observa-
tion simultanée. Mais aucun gain de précision
n’est possible : le passage d’un pixel au sui-
vant pres de I'inversion de tendance représente
un saut important pour AB : entre deux pixels
contigus, iln’y a ...rien° !

Le cadre graphique permet un intéressant
changement de regard. Il suffit de reporter AB
sur ’axe horizontal, A3D et AR sur I’axe ver-
tical, puis de construire les points P et Q de
coordonnées (AB, A3D) et (AB, AR). Le lieu®
de P et celui de Q (quand I varie) est tracé par
CABRI a la demande ! On obtient I’écran sui-
vant (voir la Figure 2 au verso).

9 Alors gu’entre deux points distincts, il y en a une infinité
d’autres...

10 Ce tres commode outil de CABRI nécessite de sérieuses
explications auprés des éléves utilisateurs. Il a sur I'outil
TRACE un gros avantage : Le lieu est un OBJET CABRI et
ace titre, il est recalculé de fagcon dynamique au fil des évo-
lutions de la figure.
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¥ FIGURE 2 FeIE R
1 0,13 0.00 0,39 AB=4,82 cm
270,48 0,06 1,37
371,06 0,29 2,88
47161 0,68 4,16
AT 1,17 5,18
62,67 1,87 6,15
i 7339 3,00 7.16
84,66 5,68 8,29
975,08 6,76 8,48 A3D=6,07 cm?
i| 5 5g 8,08 8,59 AR=8,38 cm?
P18 61 8,24 8,59
P 8,47 8,59
i35 72 8,55 8,59
4[5 79 8,79 8,59
5B, 14 9,86 8.55
6706 13,07 8,13
AR Q (AT 14,99 7,71
88,10 17.16 7.13
187" 47 18,77 6,63
%[ 78,70 19,84 6,28
P XY 70,94 589
23D . 22/ 9,00 21,19
A B
3,00 cm
0 . . 1
1
D C
482 cm  AB i

CABRI donne alors sa pleine mesu-
re : quand on déplace I, les points AB, A3D
et AR varient comme précédemment,
mais de plus, P et Q se déplacent corré-
lativement sur les courbes représentatives
des deux fonctions (les lieux de P et Q) !
On voit que les deux courbes se coupent
en un point unique (les deux aires sont
alors égales). La position relative des
deux courbes avant et aprés I'intersection
permet de comparer (avec un grand confort
visuel) les deux aires (Q au-dessus de P
équivaut a AR > A3D).
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Il convient de prendre la mesure de la den-
sité d’informations sur 1’écran précédent.
Toutes ces informations sont liées les unes aux
autres et varient simultanément avec I (le
tableau seul est inerte).

Les comprendre, les interpréter en fonc-
tion du probléme est une expertise capitale.
Les éléves qui s’y attachent ne perdent vrai-
ment pas leur temps.

Il ne leur reste plus qu’a résumer
leurs observations (c’est le difficile comp-
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te-rendu d’activité) et a en tenter une
démonstration. A moins que des variantes
intéressantes des démarches précédentes
ne relancent la réflexion.

Et si on changeait de fonction ?

Pour comparer deux nombres positifs ou
nuls, on peut suivre leurs évolutions simul-
tanées (c’est ce qui vient d’étre fait), mais on
peut aussi comparer leurs différences a zéro
ou leur quotient a un. On obtient alors '’écran
ci-dessous, qui redit a sa maniere les résul-
tats précédents (Figure 3).
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Sur cet écran, delta représente AR — A3D,

q signifie A3D

. Les coordonnées respectives

de R et S sont (AB,q) et (AB,delta). On remar-
quera que CABRI donne AB en centimetres,
delta en centimetres carrés et q sans dimen-
sion. Belle cohérence du logiciel.

Dans la nouvelle représentation, la com-
paraison de AR et A3D revient a I’étude de la
position du lieu de S par rapport a 'axe hori-
zontal ou de celle du lieu de R par rapport a
la droite A d’équation (y =1 ).

Ty AB= Delta= q=
t 1 0.19 0.54 60.87
2| a7 1.04 29.94
| 3| 0T 1.99 13,93
41,19 2.83 8.62
5167 3.55 5.87
1 (AT ] 4.02 4.35 AB=4,26 cm
i 249 4,22 1.51
t 8 318 4.26 2.64
9 392 3.72 1.93
| 10| 4,45 2.99 1.68
ii 5,03 1.85 1.28
12| w2 1.41 1.20 Delta= 3,28
1 i3 534 1.08 1.14 q=1.63
14| 540 0.94 1.12
1 i6'5 48 0.72 1.09
16| 559 0.12 1.01
| 17| n74 -0.04 1.00
i8] 52 -0.28 0.97
' S 19 6,06 -1,04 0.89
Delta 20/ B4 -1.31 0.87
b4 6.40 -2.26 0.79
| 33| B.75 -3.59 0.70
' 23736 6.26 0.56
4 24 g1z i 1018 0.41
/ 25844 ¢ -11.98 0.36
AB 9
| A B
3.00 cm m

! FIGURE 3

49



DE LA POSSIBLE
INFLUENCE ...

Ces courbes coupent respectivement (Ox)
et A en deux points dont I’abscisse corres-
pond a la longueur OI pour laquelle les deux
aires sont égales. Au moins sur le plan théo-
rique. En déplagant I, on obtient bien la valeur
q = 1, mais alors, delta vaut... — 0,04 cm?. Et
sur le pixel suivant, delta saute & 0,04 cm? Les
mathématiques de ’écran graphique ne sont
décidément pas celles du plan mathématique !
Approximation et discontinuité de I’écran
graphique apparaissent en pleine lumiére.

Il serait dommage de passer a coté d’'une
incidente de grand intérét. Le tracé du lieu de
S n’atteint pas l'origine du repére (pourquoi ?),
mais en déplacant I vers O, S parcourt 'arc
non dessiné du lieu. Il s’agit donc d’'une ques-
tion technique qu’un expert saura résoudre.

En revanche, la courbe de S s’envole vers
les sommets quand I s’approche de O. On
peut forcer q a... 432.1 avant qu’il ne vire, au
pixel suivant a « inexistant » ! Quand q est cré-
dité de la valeur 432.1, A3D s’affiche 0.08 et
AR 0 ! Quand on augmente la précision on
obtient : AR = 0.00018. On respire mieux !

Toujours est-il qu’on va faire décou-
vrir aux éleves de Seconde une situation
tres étonnante : le rapport de deux
nombres trés voisins de 0 peut devenir tres
grand. Mais si on fait le rapport dans
l’autre sens, il sera tres voisin de ...0. Le
rapport de deux nombres trés voisins de
zéro dépend de leur ordre de grandeur.

Il n’est pas inutile de rappeler que g
n’a aucun sens (« inexistant » dans CABRI).
Les images mentales créées a l'occasion
de cette situation géométrique seront pré-
cieuses quand viendra la notion de « forme
indéterminée » en Premiere et Terminale.
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Une fois encore, nous avons changé de
cadre en éclairant au passage une question
d’analyse.

Et si on simplifiait la figure ?

Sommes-nous au bout du travail en
environnement CABRI ? Que nenni !
L’inventivité des formateurs de Créteil
est sans bornes. « On aurait pu se conten-
ter d’'une figure plus simple, un rectangle
contenant un seul cercle ». Cette remarque
parait évidente une fois formulée. Il faut
croire qu’elle ne I’est pas vraiment : elle
a été proposée par un seul enseignant
parmi la cinquantaine qui ont successi-
vement étudié la situation. Elle évite
ainsi la construction de Thales. L’ordre
de construction est indifférent. On obtient
immédiatement 'aire du disque, celle
du rectangle, donc l’aire restante (cal-
culatrice de CABRI). On peut alors réflé-
chir a l'incidence d’'une multiplication
par 3 sur ’évolution d’une grandeur, sur
la comparaison de deux grandeurs, leur
différence ou leur quotient. Sur le pas-
sage des courbes représentatives issues
de la situation simplifiée a celles de la
situation qui vient d’étre traitée : les
abscisses et les ordonnées sont multi-
pliées par 3, donc les courbes sont homo-
thétiques !

Si cette réflexion parait trop rude, il suf-
fit de multiplier I'abscisse et les deux aires par
3 (outil « calculatrice ») et I'on obtient les
valeurs de la figure compléte a partir de la figu-
re simplifiée !

Bien entendu, tous les objets évo-
qués peuvent étre construits et comparés
« de visu ».
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Et si les disques n’étaient
plus centrés sur la
médiatrice de [AB] ?

Soit T un point de [OA] et 6 la perpendi-
culaire en T & (OA). Si les cercles sont centrés
sur 9, la seule chose qui change (les disques
sont intérieurs au rectangle) est leur rayon maxi-
mal TA et le segment [TM], de longueur 6TA
sur lequel I peut évoluer (il remplace le seg-
ment précédent [OL]). On passe en effet de la
situation de la figure 2 a la situation actuel-

s
le par la translation de vecteur OT . Toutes
choses sont donc égales (la translation conser-
ve les aires des disques, donc la différence des
aires, celle du rectangle étant inchangée) sauf
l'ensemble de définition des fonctions A3D1 et
AR (a nouvelles fonctions, nouvelles notations !)
Une utile réflexion sur la définition d’'une
fonction (Pensemble de définition est partie inté-
grante de la fonction).

On peut bien sir vérifier tout cela en fai-
sant une nouvelle figure CABRI... que le rai-
sonnement rend inutile.

Et si on changeait
la longueur de [AD] ?

Cela revient a introduire un paramétre,
la longueur OA. Profitons-en pour intégrer a
cette derniere figure tous les éléments mis en
lumiére précédemment. A varie sur une droi-
te verticale (OA est affiché), donc I est un
« point sur le segment » [OL] de longueur
60A. Le reste a I'identique.

A chaque choix de A (donc de OA) cor-
respondent des courbes de P et Q définies
sur le segment [0,0L] (I étant déclaré sur
[OL], I’ensemble de définition des deux fonc-
tions est pris en compte par CABRI (voir la
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figure 4 de la page suivante). Quand A (donc
OA) varie, la courbe de P ne change évidem-
ment pas : seule varie la longueur de 'arc de
parabole tracé. En revanche, la courbe de Q
est modifiée (ainsi que son ensemble de défi-
nition) : en déplagant A avec la souris, I'éleve
voit défiler une famille de courbes (paraboles)
dépendant du paramétre OA (ou AD) et des-
sinées en temps réel. Mieux que par un discours
sur les fonctions et leur ensemble de défini-
tion, I’éleéve voit cette notion « en actes », sous
ses yeux ! Il aurait été dommage de le priver
de ce spectacle créateur d'images mentales tres
suggestives.

Il reste a espérer que le lecteur, condam-
né aux figures inertes (le papier ne permet pas
encore 'animation dynamique...), compense-
ra sa frustration en construisant lui-méme la
séquence animée avec CABRI. Il pourra alors
mesurer I'impact de telles images sur qui
cherche a comprendre les mathématiques.

Influence du changement
de logiciel sur Pactivité.
Comparaison avec CABRI

Changer de logiciel, c’est se contraindre
a changer de regard sur le probléme étu-
dié. Un grapheur trace toutes les courbes
que vous voulez, pourvu que vous en
fournissiez I’équation !

Nous voici ramenés au cadre algébrique
et au calcul d’expressions algébriques. Le tra-
vail avec CABRI nous pousse a introduire
d’emblée le parametre a (AD = 2a) et a choi-
sir comme variable x = AB = OI. On obtient

2

Jors : A3D = 31 ( —)* et AR(x) = 2ax —
alors : = n(ﬁ) et (x) = ax— 15

les deux fonctions étant définies sur [0, 6a].
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AB=5,94 cm
AR=4,15 cm?®
P £3D=9,38 cm?
Q
1
1
A WB
0A=1,14 cm 0 LI
FIGURE 4 W
D
C

Pour chaque valeur de a, le grapheur trace les
courbes, qui sont évidemment celles rencon-
trées dans Cabri. Rien n’empéche d’intro-

X nx? 24a
duire delta(x) = 2ax — — ouqx)= — -1
6 X
comme précédemment, avec les mémes repré-
sentations, réflexions, et conclusions. L'expres-
sion de q(x) permet de mieux comprendre
pourquoi sa courbe décollait si fort au voisi-
nage de zéro.

Mais on a perdu, dans cet environnement
toute la dynamique des liens entre figure,
valeurs numériques et courbes représentative.
L’ensemble est devenu terriblement statique.
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Bien que l'interprétation des courbes soit une
compétence importante en mathématiques, le
sujet s’est considérablement appauvri par
rapport au travail avec CABRI.

Et si on démontrait
ce que montrent les logiciels ?

En Seconde, I’'étude des fonctions du
second degré (autres que f(x)=x?) n’est pas au
programme : il faut donc se contenter de ce
que montrent les logiciels (sauf a se ramener,
a titre d’exercice a ce cas, en mettant 'expres-
sion sous forme canonique). En revanche, la
comparaisons des aires est a la portée de qui-
conque manie un minimum de calcul algébrique.
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nx?

delta(x) = 2ax — 3 (12a — mx) et

24a

q(x) = = 1 sur [0,6a].

Résoudre delta(x) > 0, delta(x) = 0 ou
delta(x) < 0 ne représente pas une perfor-
mance exceptionnelle, x étant positif ou nul
(on est ramené a des inéquations du premier

12a
dégré). La valeur de seuil qui apparait est -

18
soit . dans le cas ot 2a = 3. On retrouve la

valeur approchée (entre 5.72 et 5.74) donnée
par CABRIL

Les résultats concordent bien str si on rai-
sonne a partir de q(x).

En tant que démonstration des résul-
tats constatés avec des logiciels, le court tra-
vail qui vient d’étre fait est indispensable. Mais
si la résolution du probleme se résumait a cette
seule démonstration, elle serait d’une pau-
vreté accablante (bien qu’irréfutable), au
regard de tout ce que recéle la situation qu’il
décrit.

Et si on proposait cette
activité a une classe de seconde ?

Michelle Kittel a fait travailler ses éleves
de Seconde sur cette activité. Voici les condi-
tions de ’expérimentation et ses principales
observations.

«Les éleves ont travaillé par deux et I'infor-
mation a circulé de groupe en groupe : il n’est
pas interdit de discuter du probleme avec
d’autres; seul le compte rendu final est
propre au bindéme. Je m’oblige a des inter-
ventions tres ponctuelles, uniquement en cas
de blocage : il est toujours difficile de ne pas
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2T

donner a I’éleve une réponse qui « tue »
Pactivité...

Le temps total consacré a ce probleme a
été de sept heure trente : 6 heures pour la
recherche (avec prise de notes en cours
d’activité), une heure trente pour le comp-
te rendu. Soit environ 4 séances de 2 heures
espacées de quinze jours .

Avec cette classe et a la période de 'année
ou l'activité s’est déroulée, je n’avais pas abor-
dé le calcul formel avec DERIVE. Lutilisation
de ce logiciel aurait apporté un volet de
plus au probleme, mais méme avec une
«bonne » classe de Seconde, ’'absence actuel-
le de familiarité avec le calcul algébrique élé-
mentaire empéche d’utiliser ce type de logi-
ciel de maniére intéressante et utile (sauf
peut-étre en fin d’année).

Face a des disques qui « sortent du rec-
tangle », les éleves ont sans difficulté trou-
vé la contrainte qu’il fallait imposer a la figu-
re (AB £9). La redéfinition du point « sur
un segment » de longueur donnée n’a posé
aucun probléme : la maitrise de CABRI était
acquise grace a des travaux antérieurs
(sans cela, la difficulté du probleme, ajou-
tée a la non-maitrise du logiciel, auraient
conduit a ’échec).

C’est seulement avec le logiciel GRAPH'X
qu’ils ont pensé a faire la différence des
aires et qu’ils ont tracé les trois courbes
(les deux aires et leur différence). Le cadre
algébrique n'est pas étranger a cette initiative :
face a des expressions algébriques expli-
cites et a des inéquations, ils ont retrou-
vé des attitudes qui ont montré antérieu-

11 L’espacement des séances (sur deux mois) oblige les éleves
a gérer la durée, ce qui est une compétence importante.

12 Avec Cabiri, I'absence de ces expressions algébriques expli-
cites a empéché I'idée d’émerger.
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rement leur efficacité dans ce cadre. J’étais
contente de les voir transformer le proble-
me de la comparaison de deux expressions
algébriques en 1’étude de la position rela-
tive de deux courbes, puis en en celle de la
position d’'une courbe par rapport a Ox : le
transfert de connaissances avait opéré.

Les compte rendus ont été parfois déce-
vants sion les compare a I'activité déployée
face aux machines (les fichiers électroniques
recueillis étaient excellents). Tout se passe
comme si, dés qu'une étape est franchie,
(« comprise » disent les éleves), elle perd de
son intérét et on peut en oublier le chemi-
nement. Sur les quinze compte rendus
d’activité, deux étaient excellents, sept cor-
rects, six franchement insuffisants.

Ces éleves ont évidemment fait des mathé-
matiques, mais ils ont de la peine a dire ces
mathématiques (ou n’en voient pas I'intérét).

Clest a la fois la force et 1a faiblesse de I'envi-
ronnement informatique, de conduire a
une activité mathématique intense et peu
explicite. Sur papier, pour faire des mathé-
matiques il faut les dire, car on ne sait pas
bien les montrer ! »

... et a une classe de troisiéme ?

Cette activité pourrait servir a introdui-
re, en fin de Troisiéme, la notion générale de
fonction et a faire découvrir, au-dela de la
droite, la courbe représentative d’'une fonction *.
La notion d’aire y est connue ainsi que le cal-
cul d’aires simples. L’affichage de ces aires avec
Cabri ne présente guere de difficultés (cela fait
partie de I'initiation au logiciel). Des lors, on
peut faire réfléchir les éléves aux questions
suivantes :

13 Ce travail reste a faire. Il n’a pas été expérimenté avec
une classe.
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a) dans quelles limites doit varier I (donc le
nombre OI) pour satisfaire aux exigences
de I’énoncé (les trois disques sont censés
étre a l'intérieur du rectangle) ? Com-
ment imposer ces limites a I dans le cadre
du logiciel ?

b) Quel est la nature du lien entre I (donc
O] et les aires affichées ?

L’existence d’une aire unique associée a
chaque point I d’'un intervalle (et a chaque
nombre de [0,9]) définit une « fonction ».

L’idée de reporter la longueur OI sur un
axe horizontal et l'aire correspondante sur
un axe vertical n’est pas étrangere aux éleves
de Troisieme : ils ont fait cela pour une fonc-
tion affine. Cabri possede la commande qui rend
ce report automatique. Les points P et Q des
figures précédentes s’obtiennent simplement.
On peut alors utiliser la commande TRACE
ou la commande LIEU (qui systématise la
trace) pour faire apparaitre un tracé, la cour-
be représentative de la fonction (avec son
ensemble de définition).

Viennent alors les inévitables questions :

1) Que signifie le fait qu’un tel tracé aille vers
la droite et le haut ? A droite et en bas ?
On aborde ainsi, sur un exemple, la notion
générale de fonction croissante ou décrois-
sante, déja rencontrée avec les fonctions
affines.

2) Que représente l'intersection des deux
courbes ? Que signifie le fait qu'une cour-
be soit « au dessus d’une autre » ?

On ne fait que généraliser des réflexions
et des connaissances rencontrées avec des
fonctions affines et des droites, mais cette
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généralisation prépare le travail a venir et conso-
lide les connaissances de la classe. Et tout ceci
se fait a partir d’'une fonction non confondue
avec une « formule algébrique » !

Et si on modifiait I’énoncé ?

Gommons la contradiction signalée au
départ de l’article et insistons sur l’initiative
des éléves et l'ouverture du probleme. Voici (enca-
dré ci-contre) une proposition...

Est-ce le méme probleme ? Présente-t-il
les mémes difficultés ? Quel est le cotit d’'une
plus grande liberté ? Nous laissons au lecteur
le soin de réfléchir a ces importantes questions.

Autre énoncé possible, sans figure. 11
pourrait s’écrire ainsi :

On veut placer trois disques isométriques Cq,
Cq, C3 a lintérieur d’'un rectangle ABCD.
La longueur de AD est de 3 cm. B est mobi-
le sur la perpendiculaire en A a (AD). Cq,
Cy, Cg sont centrés sur la médiatrice de [AD].
Cgy est tangent a Cq et C3. Cq est tangent
a (AD) et Cz a (BO).

A laide des différents logiciels dont vous
disposez, étudiez et comparez l’aire des
trois disques et U'aire restante du rectangle
(Uaire du rectangle moins laire des trois
disques).

Rédigez et démontrez vos observations.

Et si les 3 disques n’étaient pas centrés sur
la médiatrice de [AB] ?

Et si AD avait une longueur autre que 3 cm ?

Une difficulté importante est introduite
par cette rédaction pour la plupart des éleves.
Traduire un texte dense en francais courant
en figure géométrique ne va pas de soi, en ces
temps de faible maitrise de la langue...
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QUEL EST LE PROBLEME POSE ?

On veut placer trois disques isométriques a
Uintérieur du rectangle ABCD comme sur les
dessins ci-dessous. La longueur de AD est
de 3 cm. B est mobile sur la perpendiculai-
reen A a (AD).

A B

NN TN
XA

e e

8] C

AD=3,00 cm

A B

/-‘/\\Y/”\\\,/_\\
\_// }\H//‘&,/

B c

AD=3,00 cm

A laide des différents logiciels dont
vous disposez, étudiez et comparez laire
des trois disques et l'aire restante du rectangle
(Uaire du rectangle moins Uaire des trois
disques).

Rédigez et démontrez vos observations.

Et si les 3 disques n’étaient pas centrés sur
la médiatrice de [AB] ?

Et si AD avait une longueur autre que 3 cm ?

Il serait intéressant de soumettre les
trois énoncés a différents groupes d’éléves et
d’étudier leur influence (compréhension, durée
du décodage, stratégies induites etc.). Il fau-
drait voir en particulier si, comme nous le sug-
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gérons, les deux derniers textes poussent a des
constructions plus variées que le premier. Et
a des stratégies auxquelles nous n’aurions
pas penseé...

Une question jamais soulevée par les uti-
lisateurs mérite attention. Pourquoi #rois
disques ? Et pas un ou quatre ? La seule rai-
son convaincante (du point de vue de 'auteur
du texte) est que ce choix conduit habituellement
a l'utilisation de la construction de Thales
pour partager un segment. Un partage en
deux, quatre ou en une puissance de deux se
fait directement avec la commande « milieu »
de CABRI. Mais on a vu que la construction
de Thales est évitable par 'usage de symétries
centrales et que le probleme peut étre rame-
né, dans tous les cas et sans perte de généralité,
a un seul disque...

On est d’autant plus interloqué en reve-
nant a la source du probleme, la situation 22
de Belin, pages 127 et 128 (situations logicielles
sur CABRI-GEOMETRE IL.)...

Retour a la source

Voici (encadré ci-contre) le texte de Belin.
On est loin d’un probléme ouvert ! Le balisage
est contraignant. La figure dynamique est four-
nie : on perd le plaisir de la construction et
I'intéressant débat sur 1’énoncé n’a plus
d’objet. AS est imposé : 6 cm (pourquoi ?). Est-
ce qu’il va de soi que f et g sont des fonctions ?
Quand on déplace B, AB varie, certes, mais
aussi les rayons des cercles. Pourquoi la
variable est-elle nécessairement AB et pas le
rayon d’un des cercles ? Pourquoi limiter la
comparaison des aires a la seule question
posée ? (le cas ou les trois disques occupent
plus de la moitié du rectangle). Pourquoi se
priver d’autres fonctions « naturelles », dif-
férence et quotient ? Pourquoi ne pas exploi-
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ter les expressions algébriques de f(x) et g(x)
obtenues pour représenter les courbes et
comparer les deux approches ?

Pourquoi proposer (situation 21) le méme
probleme avec... deux disques et le méme énon-
cé, au mot prés ? Seule différence, dans la
figure dynamique fournie : 1a longueur AS n’est
pas indiquée ! (elle est de 'ordre de 5 cm). On
en trouve une valeur approchée en placant B
en S et en lisant la valeur affichée de AB. Cette
variante (insignifiante...) mérite-t-elle un
second énoncé ou s’agit-il de faire du « volu-
me » ? Pourquoi ne pas écrire a peu de frais,
des variantes avec 1, 2, 3, 4...,n disques ?
Tout cela est consternant.

Voila comment on transforme une situa-
tion a fort potentiel, susceptible de déve-
loppements remarquables, en un texte d’'une
pauvreté affligeante, pesamment encadré,
destiné sans doute essentiellement a assu-
rer des notes convenables a la plupart des
éleves. Certainement pas a leur apprendre
la démarche scientifique, a les former et a
les faire réfléchir.

On le voit, l'environnement informatique
ne présente nullement, a lui seul, une garan-
tie de qualité de 'enseignement des mathé-
matiques. De trés remarquables logiciels
(CABRI par exemple) peuvent étre dramati-
quement sous-utilisés, dans une activité cor-
setée et débarrassée de tout ce qui fait son
intérét! Mais la rencontre d’une situation et d'un
logiciel a fort potentiel entraine parfois des éléves
(et leur professeur), dans un climat de liber-
té et de dialogue, vers des découvertes décisives
pour leur formation scientifique. Ils appren-
nent a imaginer, a regarder, & analyser, a
établir des liens, a débattre, a donner des pro-
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ETUDE DE 3 DISQUES DANS UN RECTANGLE.
1. Définir une variable.
Ouvrir la figure FCT3DIS.FIG.
D c
A S
B 6 cm

AB=x=44,89 cm
Aire de ABCD=14,68 cm*
Aire des 3 disques=6,27 cm*

Aire restante=8,41 cm®

FIGURE DYNAMIQUE FCT3DIS. FIG FOURNIE

ABCD est un rectangle. Le point B appartient au segment [AS]. AD=3 cm.
On veut étudier les variations des aires des disques et de la partie coloriée du rectangle.
On choisit AB comme variable que l'on note x. On désigne par f la fonction qui a x fait cor-

respondre l'aire des 3 disques et par g celle qui fait correspondre & x U'aire non coloriée du
rectangle ABCD .

Déplacer B pour observer les éléments mobiles et les éléments fixes de la figure.
2. Représenter graphiquement les fonctions associées aux aires.

Sur quels intervalles les fonctions f et g sont-elles définies.

Construire les points F(x,[f(x)) et G(x,g(x)) (utiliser U'outil « report de mesure »).
Représenter graphiquement les deux fonctions f et g (utiliser Uoutil « lieu »).

3. Comparer graphiquement les aires.

Pour quelles valeurs de x les trois disques occupent-ils plus de la moitié du rectangle ? (dépla-
cer le point B et lire les valeurs recherchées sur le graphique)

4. Résoudre algébriquement le probléme.

Exprimer f(x) et g(x) en fonction de x.

Résoudre, par le calcul, I'inéquation correspondant & la partie 3.

Comparer les valeurs avec les valeurs approchées obtenues a la partie 3.
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longements au probléeme, a le formuler autre-
ment. La curiosité aiguisée, les voila qui ten-
tent de comprendre, donc de démontrer. L'envi-
ronnement informatique donne alors sa pleine

REPERES - IREM. N° 49 - octobre 2002

mesure et transforme profondément l’ensei-
gnement et Uapprentissage des mathéma-
tiques. Les voici revitalisés, ré-enchantés, rede-
venus passionnants.
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