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De réduction de programme en réduc-
tion de programme, le chapitre « équations dif-
férentielles » de Terminale scientifique a été
ramené a sa plus simple expression. En fait,
le chapitre a disparu en tant que tel et les deux
équations différentielles qui restent au pro-
gramme sont mentionnées dans le chapitre
« fonctions usuelles » | Comme chacun sait,
I’équation y’ = ay est un aspect de la fonction
exponentielle et y” + ®?y = 0 un reflet des fonc-
tions circulaires !

Les livres scolaires® ont emboité le pas a
cette joyeuse rigolade. Fractale? par exemple
sort du chapeau 1’équation différentielle :
y” + %y = 0 dans le paragraphe « dérivées
successives ». L’éleve de Terminale a droit a
une phrase unique et définitive :

1 Il s’agit des ouvrages en vigueur durant 'année scolaire 2000-
2001, ou larticle a été rédigé.
2 Editions Bordas.
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Résoudre sur R l’équation différentielle
v’ + ®?y =0, c’est déterminer toutes les fonc-
tions f, deux fois dérivables sur R telles que,
pour tout nombre x de R : {’(x)+ o?f(x)=0 .

Aucune explication sur la raison d’étre du
probléme : pourquoi traite-t-on une telle ques-
tion ? D’ou provient le probleme ? A quoi sert
cette résolution ? Pas un mot sur la radicale
nouveauté qui consiste a prendre une fonction
comme inconnue d’une équation.

Fractale considere ’équation différen-
tielle y’ = ay en fin du chapitre consacré a 'expo-
nentielle, apres sa dérivée et ses primitives.
Il ne manque pas d’humour : « Dans le cha-
pitre 2, vous avez étudié 'équation différen-
tielle y” + 2y = 0 » ! On est a la page 122, le
chapitre 2 se trouve page 35. L’éleve de Ter-
minale S n’est pas vraiment frappé par I'unité
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de la question, éclatée en deux parties fort éloi-
gnées dans le livre, sans aucune justification
et sans la moindre tentative de montrer I'inté-
rét, la nouveauté et la profondeur de la
démarche. Pas vraiment contrariant et sur-
tout préoccupé de réussite, I’éleve de Termi-
nale S conclut qu’il n’y a rien a comprendre
et qu’il suffit (une fois encore) d’apprendre les
solutions pour les « recracher » a 'examen. 11
baille, mais il sait faire ! Et pourtant, il n’est
pas bien difficile de donner a cette courte
partie du programme I’éclairage qui lui donne
sens et intérét.

Expliquer 'origine et la nature du
probléme au moyen d’exemples connus
des éléves.

Les éleves de Terminale connaissent
le principe fondamental de la dynamique.
Ils ont fait de I’électricité. Voila deux
domaines qui générent naturellement de tres
nombreuses équations différentielles. 11
faut savoir « perdre » deux heures (ou davan-
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tage) a traiter quelques problemes introductifs
qui vont montrer la radicale nouveauté,
T'unité et la puissance de la démarche.

a) Mouvement d’un point matériel
dans un champ de gravitation.

Un point matériel est soumis a la seule
pesanteur. Il part a I'instant O de l'origine du
repére avec une vitesse faisant avec 'axe des
abscisses un angle orienté (figure 1). Les éleves
savent exprimer les vecteurs vitesse et accé-
lération. En projetant '’équation sur les deux
axes, ils obtiennent les relations suivantes :
x"(t)=0 ; y'(t) =—g, avec des notations habi-
tuelles. Ces relations sont d’un type totalement
nouveau. Les fonctions x(¢) et y(¢), coordonnées
de M en fonction du temps sont inconnues (ce
sont elles qu’ont aimerait déterminer). Mais
leurs dérivées seconde obéissent aux rela-
tions que 'on vient d’écrire et qui permettent
sans difficulté, avec les seules connaissances
des éleves de Terminale (les primitives), de
remonter aux fonctions elles-mémes :

Fig. 1
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x'(t) = constante = V cos(a) ;
y'(t) = — gt + sin(a)
et
x(#) = (Vycos(a))t ;
y(@) = —(1/2)gt*+ (Vsin(a))z .

Pour calculer la valeur des constantes
qui figurent dans les primitives, les conditions
initiales (vitesse et position initiales) sont
déterminantes : on fait comprendre a ’éleve
que, parmi tous les mouvements possibles, un
seul correspond aux conditions réelles du pro-
bleme, ce qui rejoint I'intuition qu’il en a. On
peut alors achever I'exercice (de faible diffi-
culté technique) en établissant que la trajec-
toire du point est parabolique :

_gxz

= — = +xtan(o).
2V *cos*(a)

y

Il n’est pas interdit de faire remarquer que le
méme traitement s’applique au mouvement
d’un électron dans un champ électrostatique
uniforme et constant.

Pour la premieére fois, ’éléve rencontre des
relations portant sur des dérivées de fonc-
tions inconnues. Ces relations expriment des
invariants mathématiques du mouvement.
Elles permettent de déterminer une famille
de fonctions correspondant a ces invariants,
puis par les conditions initiales, les fonctions
(uniques) qui décrivent le mouvement.

On peut alors rechercher une descrip-
tion plus réaliste du probléme, en introduisant
une résistance de l'air, proportionnelle a la vites-
se. Les relations précédentes deviennent :

m%:—mg—kv_(;)

— -

d’oﬁ:%))+£ vi=-g.
m
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En projection sur les deux axes on obtient :

x"(t) + i xX(#)=0;
m

v + ﬁ y(t)=—g (kréel positif).
m

D’ou en passant aux primitives et en tenant
compte des conditions initiales :

X(¢) + E x(t) = Vycos(o) ;
m

vy + E y(t) = —gt + Vsin(a) .
m

On obtient des relations entre des fonc-
tions inconnues (x(¢) et y(¢)) et leur dérivée pre-
miere. Ces relations expriment les invariants
mathématiques du mouvement : une certai-
ne expression contenant les fonctions incon-
nues (et bien str variables), leur dérivée pre-
miere (également variable au fil du temps) et
diverses fonctions connues reste, au cours du
temps, constamment nulle !

Je me souviens de mon éblouissement,
quand je découvris cela au cours de mes
études : je venais de comprendre ce qu’est
une équation différentielle. J’étais prét a
entrer dans les diverses techniques de réso-
lution et a me servir du précieux outil pour
faire apparaitre des invariants dans le monde
mouvant de la physique. Un grand merci a
Penseignant qui prit la peine de m‘éclairer.

Les relations obtenues ci-dessus résis-
tent au traitement par les seules primitives.
Il faut quelques méthodes nouvelles pour les
résoudre. Cela justifie le bref cours sur le
sujet. Et, cerise sur le giteau, on pourra reve-
nir ensuite a ces équations pour les résoudre
entierement (avec un léger complément sur
les équations a second membre, traité en TP)
et pour mettre en évidence (grace aux courbes
paramétrées) la trajectoire asymptotique du
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point soumis a la résistance de I'air®. On trou-
ve en effet :

mV, cos(o)

k
k —en)

x(t) = (1

T, i) + "8 1 e k)-8
et y@)= A (V, sin(o)) + 5 1—e ™) % t.

Donc : quand ¢ tend vers plus l'infini, x(¢) a
une limite finie alors que y(¢) tend vers moins
Iinfini. L’équation de 'asymptote est :

mV, cos(a)
k

b) Oscillations électriques et mécaniques.

Il reste a enfoncer le clou en puisant dans
un autre chapitre de la physique pour mon-
trer aux éleves que l'outil ainsi forgé est effi-
cace dans champs trés divers ot on 'applique.
L’oscillateur harmonique fournit un bel
exemple.

L
1
N\ | A
20’ iR
Y
—LHYII——
Figure 2+

Un circuit comporte un condensateur de
capacité C, initialement chargé® et une bobi-

3 C’est encore vrai, a fortiori, avec une résistance de I'air pro-
portionnelle au carré de la vitesse.

4 On retrouve les symboles du générateur, de la capacité et
de la bobine d’auto-inductance, de haut en bas.

5 La charge du condensateur se fait par le circuit du haut, le
circuit de charge (commutateur en position 1). Le commu-
tateur est ensuite mis en position 2. Le circuite du bas est le
circuit oscillant.
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ne d’auto-inductance L et de résistance R.
Le condensateur se décharge dans la bobine.

Un courant d’intensité croissante circu-
le dans le circuit et crée une force électromo-
trice d’auto-induction. Quand la charge du
condensateur est nulle, un courant induit
charge le condensateur en sens inverse puis
se décharge a nouveau et ainsi de suite.

Soit q(¢) la charge du condensateur a
Iinstant ¢. A chaque instant, la tension aux
bornes A et B de la bobine est égale a la ten-
sion aux bornes du condensateur. Soit i(¢)
I'intensité du courant dans le circuit et e(¢) la
force électromotrice d'induction. On a les rela-
tions suivantes (que 'on trouve dans les
ouvrages de Terminale) :

i) =q@);

q(®)
V-V, = < ;
V,—V,= Ri() —e(®);
e(t) =-Li'¢)

Donc, par substitution :
e®) =-Lq"®) ; Ri(®) —e) =Rq'®) + Lq”()
Puis :
Rq'(#) + Lg”(¢) = — q(_t)
C
donc finalement :

» R ’ 1 -
q (t)+fq(t)+mq(t)—0.

Dans le cas particulier ou R est négli-
geable, on obtient une relation plus simple :

1
qQ#) + iG q(#) = 0, que le cours a venir per-

mettra de débrouiller.
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Il est particulierement éclairant de com-
parer cette relation (entre des grandeurs élec-
triques) avec celle obtenue (facilement) en
mécanique avec le pendule de torsion ou en
faisant osciller une masse au bout d’un res-
sort (en s’écartant légerement de la position
d’équilibre). La similitude des relations éton-
ne les éleves les plus blasés !

Il ne reste plus alors qu’a donner un nom
aux choses et a traiter explicitement les deux
cas particuliers qui sont au programme.

¢) Une approche interdisciplinaire
de la méthode d’Euler en Terminale.

Il arrive parfois, au cours de ’'année, que
des activités croisées avec la physique per-
mettent d’approfondir la compréhension des
éleves au sujet des équations différentielles.
Ce fut le cas quand le collegue de physique fit
analyser a notre classe commune le compor-
tement d'un modele d’oscillateur non linéai-
re® et tracer a l'ordinateur les courbes inté-
grales de ’équation de Van Der Pol :

xX(t) —e(1 —x*)x(¢) + x(t) =0
(e est une constante réelle).

Voici la maniére dont le texte remis aux
éleves (extrait de 'ouvrage de Physique de Ter-
minale S, Nathan, pages 289 et 290) propo-
sait de résoudre le probleme : elle est tres ins-
tructive sur les différences d’approches entre
les enseignants des deux disciplines. Elle
montre la nécessité de présenter aux éleves
les deux approches et de les confronter. Elle

6 La fonction x(t) peut représenter aussi bien une abscisse,
une charge électrique, ou l'intensité d’un courant suivant le
type d’oscillateur étudié. Le modele proposé aux éléves
était un circuit RLC entretenu par un montage a charge
négative (voir I'ouvrage cité, page 260).
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donne a la notion d’approximation un éclai-
rage intéressant. (voir encadré de la page
suivante)

Les éleves ne s’étaient intéressés qu’a la
partie algorithmique de la démarche’, afin de
pouvoir tracer rapidement sur leur calculatrice
la courbe annoncée ! Ils avaient complete-
ment fait 'impasse sur la démarche justifiant
le programme qu’ils cherchaient a écrire. Il est
vrai qu’elle n’est pas simple.

En reprenant avec eux le déroulement du
texte, il a été possible de retrouver quelques
reperes.

La confusion insistante entre dérivée et
taux d’accroissement a été soulignée et
expliquée : le physicien confond systéma-
tiquement la valeur exacte et une bonne
approximation de ses expressions. Ce fut
Toccasion d’un utile retour sur les débuts de
la notion de dérivée et sur le caractere
négligeable du terme ho(h) de sa seconde
définition. Le physicien le traduit en lui
donnant la valeur 0!

Les relations (3) permettent de calculer
une valeur approchée de x(¢) et v(¢) a I'instant
(n + 1)¢ en fonction d’'une valeur approchée
de x(¢) et v(¢) a I'instant nét. Elles permettent
de passer d’une position approchée, M,, , d'un
point de la courbe a I'instant ndt, & une posi-
tion approchée M,,; du point de la courbe
alinstant (n + 1)dt. Cela nécessite la connais-
sance d’une valeur approchée du coefficient
directeur de la tangente en M a l'instant nét
et permet le calcul d’'une valeur approchée de

7 Cet exemple illustre la tendance des éléves a «faire» plu-
t6t qu’a comprendre. Sont-ils seuls responsables de cette ten-
dance ? Comprendre nécessite du temps, beaucoup de
temps. |l est difficile d’approfondir quand les programmes sont
trés chargés et qu’une notion chasse l'autre, a peine entre-
vue.
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Résolution approchée de ’équation de Van Der Pol sous sa forme réduite :

X(t) —e(1 -x*@)x’®) +x@) = 0.

11 est possible d’obtenir une solution x(¢) approchée en utilisant la méthode d’Euler
décrite ci-dessous :

— On pose x'(¢) =v(t) .
— L’équation devient alors : v'(¢) = x"(¢) = (1 —x2())v(t) —x() . (E)

— Le temps est initialisé au moment ot x = 0 ; puis son évolution se fera par intervalles
Ot assez petits, de telle maniere que :
by =0t ; to=t; + 0t =208t ; tyuy=t, +t=(m+1)5t.
— La dérivée x’(t) peut s’écrire de fagon approchée :
x(¢ + 6t) — x(¢)

X(t) = — v(#) soit x(¢ + &) = v(£) = &t + x(2) . (1)

— Vv’(t) peut s’écrire de facon approchée :

Vit +8) - v(t)

v = o

X”(t) ,
ou encore, en tirant x”(¢) de (E) :

x(t +8t) = [e(1 —x2))v(t) —x@) 16t + v(t) (2)

— Si l'instant ¢ auquel les relations (1) et (2) sont écrites correspond au nieme interval-
le 8t, on aura :

X() =%, 5 vt) =vy ; X(E+0t) =xp41 ;5 V(E+ ) =vp,q -
et les relations (1) et (2) pourront s’écrire plus généralement :

Xp41 = Vp O + X 3)

Vne1 = [ &1 = xp2)vy —xp 18t + vy

Avec un nombre n d’intervalles trés grand (environ 5000), on peut obtenir par cette
méthode itérative des courbes montrant x = f(¢), tracées point par point. La solution est
d’autant meilleure que &t est plus petit. Ce travail est confié a 'ordinateur au moyen d'un
organigramme qui itére les deux relations précédentes, a partir de l'initialisation de x,
de v et de 6t ('organigramme était fourni aux éleves).
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cette quantité a I'instant suivant. Géométri-
quement, on passede M, a M, en se déca-
lant de &t a partir de M, le long de la tan-
gente (approchée) en M,, (point « approché »
lui aussi) a la courbe cherchée (Figure 3).

Ce processus trés complexe, itéré 5000 fois
(& partir d’un point initial et d’'une tangente
en ce point) donne finalement un tracé confir-
mé par l'expérimentation ! Il faut que les
erreurs soient vraiment négligeables pour
qu'une telle itération d’approximations ne
donne pas une courbe sans rapport avec la réa-
lité expérimentale.

Cette situation, issue des sciences physiques,
montre aux éléves que les subtils outils mis
au point (avec douleur) en mathématiques
permettent d’appréhender le réel dans de
bonnes conditions. La qualité des approxi-
mations effectuées explique tres largement les
excellents résultats obtenus. Elle résulte
directement des délicates réflexions sur la
seconde définition de la dérivée, en Premie-
re, et du sens tres précis donné a l'adjectif
« négligeable » dans ce contexte.

On le voit, cette activité permet a la fois
un approfondissement de la notion de dérivée
(par le regard croisé des mathématiques et de
la physique) et une premiere approche de la
méthode d’Euler, promise a bel avenir au cours
des années a venir.

L’introduction aux équations différen-
tielles que je viens d’esquisser prend, dans cette
question, autant de temps que le cours lui-méme
(c’est-a-dire pas longtemps). C’est pour moi un
passage obligé pour donner du sens a une
question qui va connaitre par la suite, des déve-
loppements considérables, dans toutes les
disciplines scientifiques.

Ma critique ne porte pas sur le fait que
le programme actuel ne retienne que deux cas
particuliers d’équations différentielles. Apres
tout, il faut faire des choix. Mais elle stigmatise
la perte de sens a laquelle conduit cette limi-
tation. Ce chapitre, méme réduit, n’est pas ano-
din. I’équation différentielle est un des outils
majeurs de la science. Le minimum d’estime
dd aux éleves consiste a leur expliquer la
nature radicalement nouvelle du probleme
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et ses enjeux avant de leur donner des théo-
remes et des formules « prétes a 'emploi ».

Nos collegues physiciens revendiquent
de plus en plus ouvertement ’enseignement
de larges parties des mathématiques dont ils
ont besoin dans leur domaine. Nous leur
avons déja abandonné la mécanique. Il est clair
que la fagon actuelle de traiter en Termina-
le les équations différentielles plaide en leur
faveur. Si nous renongons a donner du sens
aux notions que nous enseignons, d’autres le
feront aussi bien que nous (aussi mal serait
plus exact). Le risque n’est pas théorique,
nous le verrons dans un instant.

Il faut résister colite que colite aux
pressions de l'institution et des parents
pour un enseignement immédiatement effi-
cace, la seule réussite a ’examen. Notre
métier consiste d’abord et surtout a faire com-
prendre des démarches, des méthodes et des
enjeux a nos éleves. Si par fatigue ou par
commodité, nous nous contentons de diffuser
des recettes, nous ouvrons une voie royale
aux industriels de 'enseignement qui savent
tres bien le faire (c’est la seule chose qu’ils
savent faire avec les techniques informatiques
actuelles) et ’évaluer (des qecm s’y prétent
fort bien). Abandonner la quéte du sens, c’est
perdre notre raison d’étre.

D’inquiétantes perspectives qui exigent
une réaction vigoureuse.

Quand on se tourne vers les projets de pro-
gramme de Terminale S du GTD (en débat
pour la rentrée 2002), on y lit le paragraphe
suivant :

« Certaines équations différentielles (notam-

ment y’'=ay et y’ + o? = 0) sont abor-
dées dans le cours de physique, ot la métho-
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de d’Euler fera 'objet d’un travail consistant.
Dans le cours de mathématiques, on intro-
duira la notion d’équation différentielle
(équation dont les solutions sont des fonc-
tions) a partir d’exemples étudiés qualita-
tivement, en s’appuyant notamment sur
des champs de tangentes tracés par des
logiciels. Les équations différentielles, trai-
tées en complémentarité en mathématiques
et en physique, éclaireront la cohérence
naturelle entre ces deux disciplines. »

Voici un texte tres étonnant. A-t-on vrai-
ment besoin de la méthode d’Euler pour
résoudre les équations différentielles y’ = ay
et y” + w% = 0 ? Ne faudrait-il pas réserver
cette méthode a des cas moins élémentaires,
nécessitant effectivement un travail consis-
tant ? Mais si le futur cours de physique uti-
lise d’autres équations différentielles plus com-
plexes, le traitement mathématique de ces
équations différentielles ne releve-t-il plus
des mathématiques ? L’enseignant de phy-
sique est-il plus qualifié que son collegue de
mathématique pour expliquer « avec consis-
tance » la méthode d’Euler ? Ne serait-il pas
profitable aux éleves d’avoir sur cette ques-
tion le regard croisé des deux disciplines
qui se completent et s’éclairent mutuel-
lement ? L’exemple précédent en montre
I’absolue nécessité.

Nous ne pouvons pas accepter que I'ensei-
gnement des mathématiques soit dépecé et
confié aux seuls « utilisateurs », physiciens,
biologistes, économistes etc. Le regard des
mathématiques sur les outils utilisés dans divers
domaines est essentiel a leur compréhension
par les éleves ou les étudiants. Encore faut-
il que I'enseignement consacré a ces outils en
mathématiques ne tombe pas en dessous du
seuil d'intelligibilité, au niveau des formules,
voire de recettes.
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Si 'on renonce au sens des choses, elles
finissent par nous échapper. Toutes sortes
de « techniciens » prétendent alors les prendre
en charge. Le programme projeté invite au sur-
saut : il propose de traiter des exemples (méme
s’il ajoute bizarrement « qualitativement ») ;
il suggere de s’appuyer sur le champ des tan-
gentes tracées par ordinateur. Nous y ajou-
tons la méthode d’Euler, sans laquelle les
tracés précédents sont incompréhensibles.
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On peut ainsi donner du sens a ce cha-
pitre fort important. Cela prend, hélas du
temps, ce temps d’année en année plus
chichement mesuré. La réduction des horaires
de Terminale, si elle est confirmée, condui-
ra a sacrifier, une fois de plus, le sens au
profit de techniques facilement évaluables.
Et anéantira les bonnes intentions annon-
cées. Comme c’est le cas dans les pro-
grammes actuels®.

8 |l s’agit des programmes de I'année 2000-2001 ou ce texte
a été rédigé.
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