REPERES - IREM . N° 43 - avril 2001

LE GESTE GEOMETRIQUE,
OU I’ACTE DE DEMONTRER

0 - Avant-propos,
ou la genése d’un article.

La géométrie du collége (et maintenant de
la seconde) me semble un lieu privilégié pour
rendre les mathématiques vivantes aupres de
nos éléves : avec peu d’outils, pour la plupart
hérités des Grecs, on peut proposer a nos éléves
de véritables problémes’, les resituer dans un
contexte historique qui en montre les enjeux.

Cette réflexion a été a lorigine de la pre-
miere version de cet article. Celle-ci a suscité
de nombreuses réactions : au-dela de la quan-
tité, je tiens a souligner la qualité des cri-
tiques que j'ai recues. J'ai pris le maximum de
Lapport de chacun, et cet article est maintenant
un peu celui de ces collégues qui m’ont fait avan-

1 Au fil des années, j’ai proposé a mes éléves de college la
plupart des activités de ce texte, mais jamais sous cette forme
«brute» destinée a des enseignants.

Jean-Claude DUPERRET
Tufm et Irem de Reims

cer dans ma réflexion. C’est une chance que
nous avons dans les Irem que ces débats
d’idées, malheureusement réservés a trop peu
d’enseignants. En guise de bibliographie, jai
tenu a les citer pour les remercier de leur
apport . Quant a donner de fagon précise les
références de tous ceux qui m’ont au cours des
années fait avancer dans ma réflexion, jen étais
incapable ; je me suis donc contenté de flécher
au fil du texte des contributions directes.

Je vais cependant me permetire d’en mettre
deux en avant. Tout d’abord Rudolf Bkouche?,
qui m’a envoyé un texte d’une grande profon-
deur : il m’a permis de corriger certaines

2 Au-dela du texte «privé» que jévoque ci-dessus, je tiens
a signaler sa brochure «Autour du théoreme de Thalés» et
son article dans la brochure «Autour de Thalés» de la Com-
mission 1er Cycle.
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erreurs historiques, mais surtout de relier des
“gestes ” que je propose dans cet article : loutil
formidable que sont les cas d’égalité et de
similitude des triangles, qui ont été le fonde-
ment de mon apprentissage de la géométrie en
tant qu’éleve, la force des transformations, que
Jai découverte en tant qu’enseignant avec les
nouveaux programmes de 1986, la richesse de
la méthode des aires.

Ensuite Daniel Perrin’®, qui m’a permis de
faire le lien avec une vision plus moderne de
la géométrie, celle de Félix Klein dans le pro-
gramme d’Erlangen : une géométrie est un
ensemble muni d’un groupe de transformations.
Je n‘avais ni la place, ni la compétence pour
développer ici cet apport, et je renvoie le lec-
teur au “ Rapport d’étape sur la géométrie ” de
la CREM (commission de réflexion sur l'ensei-
gnement des mathématiques).

Une critique que la plupart m'ont faite était,
qu’emporté par une certaine passion, javais
tendance dans cette premiére mouture a pri-
vilégier des démarches qui m’apparaissaient
“naturelles ” au détriment d’autres qui leur
semblaient plus pertinentes. Cette critique
Justifiée faisait que mon article allait & l'encontre
de son objectif, car apprendre a nos éléves a
faire des mathématiques, c’est leur apprendre
a se déplacer pour voir la méme chose de plu-
sieurs facons. Il n’y a pas de chemins privilé-
giés, et, comme dit le proverbe russe, le chemin
le plus court est celui que tu connais.

Nos éléeves peuvent-ils découvrir seuls
ces différents chemins ? Il y a, je crois, une
certaine forme de “compagnonnage ” a avoir
avec eux pour les leur montrer (je prend le risque
d’une levée de bouclier en employant ce terme).

3 Au-dela du rapport d’étape de la CREM que je cite, je ren-
voie a son article dans le bulletin de TAPMEP de novembre
2000.
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Je suis profondément persuadé que l’éleve est
tout aussi sensible au rapport qu'a le professeur
avec lobjet qu’il veut lui enseigner qu’a cet
objet lui-méme. Limportant est d’éclairer
sans éblouir, de faire en sorte que [’éleve
comprenne a la fois comment l'enseignant pro-
céde et pourquoi il a fait ce choix, méme si
dans un premier temps il se sent incapable
de mener tout seul le travail.

L'objectif est que l’éléve puisse a terme,
devant un nouveau probléme, prendre seul
une décision raisonnable pour sa résolution.
Je rejoins ici Jean-Pierre Kahane, a qui je
dois aussi beaucoup : “ Rien n’est plus beau
en mathématiques qu’une belle démonstra-
tion, rien n’est plus bouleversant que de décou-
vrir une démonstration par ses seules forces.
Je souhaite que nous ayons en vue un objec-
tif inaccessible : que chaque enfant, que chaque
adulte, ait éprouvé au cours de sa vie la joie
de la contemplation et de la découverte mathé-
matique. ”

1 - Les enjeux d’un enseignement
de géométrie élémentaire pour tous

La démonstration : objet de luxe pour
nantis des mathématiques. C’est ainsi qu’elle
est trop souvent pergue par beaucoup de nos
éleves. C’est le souvenir qu’elle laisse chez la
plupart des adultes. Alors faut-il renoncer a
faire des démonstrations ? Mais faire des
mathématiques sans démontrer, est-ce enco-
re faire des mathématiques ?

Quelle vision nos éleves ont-ils de la
démonstration, quelle image en garderont-ils
plus tard ? Une forme d’écrit, intimement
liée a la géométrie, excroissance sans enjeu
d’un probleme qu’on a déja résolu ? Une expli-
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cation canonique, dont le rituel est de partir
des hypotheses pour aller vers la conclusion,
en utilisant des “ donc ” et des “ d’ou ” ?*

S’ils ne gardent que ce coté assez réduc-
teur de cette forme de raisonnement hypothético-
déductive comme image de la démonstration,
on comprendra leur réticence, voire leur refus
d’y adhérer. Si le souvenir qu’ils garderont des
mathématiques est cette vision, on com-
prendra que tant d’adultes nous renvoient
une image aussi négative de notre discipline.

Mais leur a-t-on donné conscience que
des qu’ils s’attaquent & un probleme, ils rai-
sonnent, et que s’ils en trouvent une issue, ils
ont fait “ acte de démontrer ”° ? Un enfant de
CM2 qui, devant le dessin d’un carré, prend
sa regle et mesure les quatre cotés et décla-
re qu’ils sont égaux, prend son équerre et
mesurant un des quatre angles déclare qu’il
est droit, et affirme alors : “ c’est bien un
carré ”, a fait “ acte de démontrer ”. Il I'a fait
avec son niveau de conceptualisation, de trai-
tement, et de validation.

Mais ne nous interdisons-nous pas dans
notre enseignement de mathématiques de
“ flécher ” cette action comme une forme,
encore naive, de démonstration ? N’atten-
dons-nous pas trop I'acces a une “ figure idéel-
le ” et a une “ argumentation uniquement
discursive ” pour oser déclarer : “ voila vrai-
ment ce qu’est une démonstration ” ? Cela
conduit beaucoup de nos éleves, qui ont pour-
tant maintes fois fait cet acte de démontrer
a quitter ’enseignement des mathématiques
avec le sentiment profond qu’ils ne savent
pas et ne sauront jamais démontrer.

4 Voir Jean Houdebine in Repéres-lrem n° 1.

5 J'emprunte cette expression a Claudine Ruget, car je la trou-
ve trés signifiante.
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Démontrer, cest un geste, ou une succession
de gestes, et en aucun cas une contempla-
tion passive d’'une figure. Le caractere spéci-
fique de la géométrie est qu’on peut “ voir ”
ces gestes. Apprendre a démontrer en géométrie,
c’est apprendre “ le geste géométrique ”. Ce
geste géométrique n’est pas unique, et chaque
probléeme rencontré pourra fournir différents
chemins d’acces vers la compréhension et la
validation : le “ meilleur ” pour chacun d’entre
nous est lié & notre expérience et a 'experti-
se que nous avons développée ; mais il ne
sera pas forcément le “ meilleur ” pour d’autres.
C’est ce que je vais essayer d’illustrer dans ce
texte.

Quel va donc étre ce long cheminement
qui va conduire a la maitrise de ce geste géo-
métrique. Lorsque I'enfant entre a 'école a trois
ans, il y entre avec sa perception du “ monde
physique ”¢: il y a appris trés tot a perce-
voir des objets (boules, balles,...). Certains objets
vont alors acquérir un statut plus particulier :
ce sont les objets de la géométrie élémentai-
re, objets plans comme le carré, le rectangle,
le disque, objets de I'espace comme le cube, la
boule. Quelle perception premieére a-t-il de
ces objets ? La ligne qui “entoure ” et/ou la sur-
face elle-méme pour les objets plans, la sur-
face qui “enveloppe ” et/ou la portion d’espa-
ce pour les objets de ’espace ?

C’est en tout cas une premier niveau
d’abstraction qu’il va alors réaliser avec la recon-
naissance de ces “ formes ” : jappelle ici
“ forme ” le couple “ objet géométrique -
contour ” (ce qui ne pose aucune ambiguité pour
les objets de la géométrie élémentaire). Le second
niveau d’abstraction sera le “ dessin ” de ces

6 Je resterai volontairement trés ambigu sur ce que je mets
sous ce vocable «monde physique», laissant au contexte le
soin de I’éclairer : monde sensible, monde concret, monde
réel, réalité abstraite sur laquelle les mathématiques peuvent
raisonnablement s’exercer...
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formes, avec une appréhension séquentielle
des gestes a accomplir pour le réaliser (je
reviendrai plus loin sur la spécificité de la repré-

sentation plane des objets de I’espace).

Pour entrer pleinement dans le “ monde
mathématique ”, une derniére abstraction
sera nécessaire : c’est le passage du “ dessin ”
ala“figure ”. Tant de choses ont déja été écrites
sur ce “ statut de la figure ”" que je préfere
en donner une définition simpliste : c’est pour
moi le couple “ dessin - regard mathéma-
tique ”. Le carré que reconnait ’enfant de
trois ans est le méme que celui qu’il construi-
ra en cycle III ou que celui sur lequel il ten-
tera une démonstration au college, et ces trois
carrés sont pourtant profondément différents.
Ce qui change , c’est le regard qu’on porte sur
cet objet, et j’utilise ici le mot regard non pas
comme contemplation, mais comme action
possible et gestes associés. Quand un éleve de
quatrieme prend sa regle pour vérifier que cest
un carré, son geste traduit qu’il ne voit pas le
carré que nous aimerions qu’il voie. C’est par
sa capacité a avoir une action raisonnée sur
la figure que nous saurons qu'’il est pleinement
entré dans le monde des mathématiques.

Vous allez trouver ces derniers propos
en contradiction avec mon introduction. Il
n’en est rien, car pour moi, le raisonnement
se fait aussi bien sur la forme, sur le dessin
que sur la figure, et 'acte de démontrer est
un constant aller-retour entre ces trois niveaux.
Du reste, devant I’énoncé “ soit ABCD un
carré ”, lequel d’entre nous se contentera de
placer les quatre points : nous “ tracerons ”
le carré sur notre feuille ou dans notre téte,
méme si notre action est purement mathé-
matique, pour “ voir ” 4 la fois le polygone plein,
le contour et les sommets.

7 Voir en particulier Raymond Duval in Repeéres-Irem n° 17.
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Le geste géométrique va associer “regard ”,
“actions ”, et “ acte de démontrer ”. Quelles
sont donc ces actions ? Je vais essayer d’en lis-
ter un certain nombre, en les séparant de
facon artificielle car elles sont toujours en
interaction. J’ai fait le choix de ne pas déve-
lopper celle qui consiste a algebriser la géo-
métrie (le repérage, le vectoriel, ...). Pour
illustrer ces actions, je vous propose quelques
“balades géométriques”, et vous les ferez a votre
guise, en flinant ou en vous hatant selon que
vous les connaissiez déja ou non : vous trou-
verez en annexe les raccourcis (#) de ces pro-
menades.

2 - Connaissance, reconnaissance et
comparaison des formes,
des grandeurs et des mesures

Connaitre une forme est la premiere
action nécessaire pour travailler dessus : cette
connaissance peut se faire soit au premier niveau
de la perception purement visuelle (voire ges-
tuelle), soit au second niveau physique du
dessin, soit au troisiéme niveau mathématique
des propriétés.

Reconnaitre une forme, c’est pouvoir la dis-
cerner des autres . La encore ce peut étre
purement visuel ; physique en utilisant une
“ caractérisation ”, qui a ce niveau peut étre
encore redondante et qu’on validera avec des
instruments comme la regle ou I’équerre ;
mathématique avec une “ propriété caracté-
ristique ” et une “ hiérarchisation ” de cette
forme par rapport a d’autres.

Mais comparer des formes, cela a t'il un
sens ? Cela peut se faire a tant de niveaux :
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e “ggalité ” de deux formes,

e différenciation primaire : un triangle et
un carré n'ont pas le méme nombre de cotés,...

e (différenciation au niveau des grandeurs :
longueur, aire, volume, angle,...

e différenciation numérique par la mesure.

Attacher a une forme une ou des grandeurs,
a ces grandeurs des mesures, 4 ces mesures
des nombres en passant par 'unité est un
apprentissage long, difficile et indispensable
pour amener a changer le premier regard
naif de 1’éleve vers une forme porteuse de
plusieurs attributs sur lesquels vont s’exer-
cer les mathématiques. Il est donc indispen-
sable de “ sonder ” régulierement les éleves
sur quels attributs ils fondent leur différen-
ciation ou leur comparaison de deux formes.

Prenons les exemples suivants pour éclai-
rer mon propos :

A B

Si I'on demande a des éleves en début de
college quel est le plus “ grand ” de ces deux

LE GESTE GEOMETRIQUE,
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segments, tous répondront sans hésiter [AB].
C’est évidemment au niveau de la longueur
qu’ils auront effectué cette comparaison, de
fagon purement perceptive.

Devant les deux segments suivants, ils
seront amenés a utiliser un geste géomé-
trique, ici celui du report (avec un compas, une
regle, et pourquoi pas une ficelle). Déclarer qu’ils
sont “ égaux ” relevera alors d’'une convention
tacite qui prend en compte 'approximation du
geste physique (a 'épaisseur de la mine pres,
au mm pres,...).

La “ grandeur ” d'un segment est donc natu-
rellement la longueur, et “ I'égalité ”, qui ne
peut étre ici que de I'ordre du “ physique ”, est
liée aux limites de leur perception ou de leurs
instruments de mesure.

Si maintenant on leur demande quel est
le plus grand des deux triangles ci-dessus, leur
hésitation sera beaucoup plus grande. Mais,
expérience faite, j’ai toujours constaté que la
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majorité choisissait le triangle EDF. Et si on
leur fait expliciter leur choix, c’est en géné-
ral parce qu’il “ tient plus de place ”. Nous les
attendons sur périmetre et aire, et ils sont sur
le registre de “’encombrement ”. On peut du
reste parfaitement donner un sens mathé-
matique a cet encombrement avec la notion
de diametre d’une partie.

En l’absence de toute donnée, comparer
leur périmetres et leurs aires sera la encore
du domaine du physique, mais avec un pas-
sage mathématique par report, mesure et
formule.

Prenons le dernier exemple ci-dessous,
ou I’égalité des angles est indiquée. Devant
la méme question, aucun éleve n’hésitera, et
tous déclareront que le plus grand des deux
triangles est EDF. Ils sont donc tous sensibles
a la notion de “ méme forme ” (selon la ter-
minologie du nouveau programme de secon-
de, a laquelle je préfererai “ semblable ”
lorsqu’on est dans le registre des mathé-
matiques), et intuitivement ils compren-

REPERES - IREM . N° 43 - avril 2001

nent que les trois grandeurs ci-dessus auront
des mesures qui conduiront a la méme répon-
se pour la comparaison.

3 - Opérations sur les formes

Je parle d’opérations sur les formes, et non
sur les figures, car ces opérations sont a la fois
associées a des gestes physiques et a des
gestes mathématiques. Je les rangerai en
quatre catégories :

Transformation isométrique :

Tres tot un enfant utilise de telles trans-
formations dans I’espace sur des puzzles ou
tres vite il comprendra que telle piece doit aller
a telle place : ce geste raisonné repose sur deux
informations, “ 1’égalité ” reconnue a priori
de deux formes, le “ mouvement ” qui permettra
de valider ce choix. Cela nous renvoie au
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débat actuel sur les “ cas d’égalité ” des tri-
angles qui apparaissent comme un choix
contre les transformations. Il n’y a pas lieu
d’opposer ces deux approches, mais d’en mon-
trer la complémentarité : avec une isométrie,
je suis str d’obtenir une “ copie conforme ”
de mon objet. Si j’ai les moyens d’affirmer que
deux objets sont “ copie conforme ”, je sais qu’il
y a une isométrie qui me permet de passer
de 'un a I'autre. Il faut du reste distinguer
le “mouvement ” qui permet de définir I'éga-
lité des figures et la notion d'isométrie. Le geste
géométrique se constitue de ces différents
aspects.

Agrandissement, réduction :

On retrouve dans cette seconde action
les aspects vus ci-dessus : agrandir ou rédui-
re un objet, acte qui en préserve les “ pro-
portions ”, pouvoir justifier que deux objets sont
“semblables ” (la caractérisation de deux tri-
angles semblables par I'égalité de leurs angles
est 4 mon sens tout a fait a la portée d’éleves
de college). Cette seconde action est liée au numé-
rique avec le modele de la proportionnalité et
va pleinement devenir un geste géométrique
avec “ Thales ”.

Pliage, découpage, puzzle :

Il s’agit 1a de “ manipulations physiques ”
auxquelles nous allons donner un statut
mathématique. Découpage et puzzle nous
rapprochent des mathématiques chinoises,
avec leur technique de “ rapiécage ”. Toutes
les activités que I'on peut faire avec le “ Tan-
gram ” sont extrémement formatrices. Ces
actions sont au centre de la premiere balade
que je vous propose.

LE GESTE GEOMETRIQUE,
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Le mouvement “ pliage ” est intimement
lié a 'isométrie “ symétrie axiale ”, et pour-
tant ils sont deux actes profondément diffé-
rents, méme si leur “ conclusion ” est la méme :
la symétrie axiale est une isométrie indirec-
te du plan, le pliage est un mouvement de I'espa-
ce qui se traduit mathématiquement par une
isométrie directe de ’espace. Mais ce passa-
ge physique dans I'espace éclaire pleinement
I’action mathématique dans le plan. La com-
binaison des deux participent la encore a
Tacquisition du geste géométrique.

Déformation

Déformer, c’est modifier la forme, tout
en en gardant des caractéristiques et en s’atta-
chant a certains invariants. C’est par défor-
mation que I’enfant va construire de nou-
velles formes a partir d’anciennes : partant de
la figure équilibrée qu’est le carré, il va la désé-
quilibrer pour en faire un rectangle : il consta-
tera qu’il a gardé les quatre angles droits,
I’égalité des longueurs des diagonales, donc
la cocyclicité, et qu’il a perdu la symétrie par
rapport a ces diagonales, c’est a dire une pos-
sibilité de pliage. A cet instant de son appren-
tissage, un carré ne peut étre un rectangle,
et ce n’est que plus tard qu’il apprendra a réor-
ganiser toutes ces nouvelles formes (rectangle,
losange, parallélogramme) pour y réintégrer
le carré.

C’est certainement un des gestes les plus
difficiles, mais les plus porteurs de la géométrie :
passer du cercle a l'ellipse, du triangle équi-
latéral au triangle isocele par affinité ortho-
gonale, et s’assurer ainsi de l'invariance des
rapports d’aire par cette déformation ; défor-
mer un triangle en s’attachant a conserver son
aire,...
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Premiére balade... dans les aires®

J’ai plus avant posé la question de com-
parer deux triangles ABC et DEF. Je vais
préciser maintenant que je souhaite compa-
rer leurs aires. Pour cela, revenons a la métho-
de des aires qui permet, via le “ découpage ”
des figures et leurs “ recombinaisons ”, de
comparer les aires de deux “ formes ” différentes.
C’est cette méthode qui permet d’établir les
formules usuelles. On la trouve dans les Elé-
ments d’Euclide. Je vous propose comme pre-
miere promenade de découper un triangle
pour en faire un carré de méme aire. Cela illus-
trera certaines actions dont j’ai parlé dans le
paragraphe précédent, I'obligation des diffé-
rentes “ actions ” étant de conserver l'aire.

Du triangle au parallélogramme :

A

B Cc

4

# “ Découper ” le triangle ABC pour en “ faire’
un parallélogramme de base [BC] de méme aire.
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Du parallélogramme au
parallélogramme :

# Les parallélogrammes ABCD et BHIJ
(figure ci-dessous) ont deux “bases ” de méme
longueur (AB = BH). Le parallélogramme
ABCD a été découpé en 4 pieces en utilisant
la direction de (BJ) : ABE, AEF, EGC, DCGF.
“ Reconstituer ” le parallélogramme BHIJ
avec ces quatre pieces.

Du parallélogramme au rectangle :

C’est évidemment un cas particulier de ce
qui précede, une des directions de découpa-
ge s’en trouvant “ simplifiée ”.

Du rectangle au carré

(voir figure page suivante)

# Il faut déja construire un tel carré BEFG qui
ait méme aire que le rectangle ABCD.

# Il faut ensuite trouver un découpage du
rectangle qui permette de reconstituer le
carré

c

A

A B

8 Les # renvoient a une solution proposée en Annexes “ Premiere balade ”.
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imaginer les découpages. Pour ce

second travail la prise d’infor-
mation sur le dessin est abso-
lument nécessaire, car ce sont les
“bords ” qui vont guider notre
action : recherche simultanée
de “ pieces isométriques ” et du
“déplacement ” correspondant.
Les mathématiques nous garan-

D C

tissent alors que le “ découpage ”
que nous avons effectué est un
bon “ puzzle ”, c’est-a-dire qu’il
ne laissera pas de “ vide ” ni de
“ superposition ” entre les pieces
lorsque nous retournerons dans
le découpage physique.

Du polygone au carré :

# Nous savons maintenant découper un tri-
angle pour en faire un carré ; tout polygone
se découpe en triangles. Le probleme devient
donc : comment, a partir de deux carrés “ faire ”
un carré, et comment découper ces carrés
pour reconstituer ce troisiéme carré. A vous
de jouer !

Bilan des “ opérations ” :

Le probléme que nous venons de résoudre
est pour moi un “ vrai ” probléme, ou prend
pleinement sa dimension le geste géomé-
trique : que d’'opérations, que d’aller-retour entre
figure et dessin, entre coups de ciseaux phy-
siques et coups de ciseaux mathématiques.

La démarche a été double : d’abord construi-
re les objets “ convoités ”, en utilisant et vali-
dant par “ Thales ” pour le passage du rectangle
au carré, par “ Pythagore ” pour le passage de
deux carrés a un troisiéme carré ; ensuite

Le résultat mathématique est d’'une gran-
de force : deux polygones de méme aire sont
“puzzle-équivalents ” (théoreme de Bolyai®).

Mener une telle activité avec des éleves
de college nécessite de revenir effectivement
au probleme physique, et procéder au décou-
page ™.

Thales, Pythagore, c’est qui ?

Je ne peux ici m’empécher une petite
pause, en laissant la parole a Denis Guedj, qui,
dans son livre “ Le théoreme du perroquet ”,
fait dire, dans le chapitre 3 “ Thales, ’homme
de Pombre ”, & un de ses jeunes héros, Jona-
than :

“Comme tous les éleves du monde, Jona-
than avait croisé Thales a plusieurs reprises.

9 Ce résultat ne subsiste pas dans I'espace : on ne peut pas
découper un tétraédre régulier pour en faire un cube.

10 Jai souvent proposé cette activité & mes éléves, mais jamais
d’'un bloc : en quatriéme, c’étaient les passages triangle-paral-
lélogramme-rectangle ; en troisieme le passage rectangle-
carré.
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Chaque fois, le professeur leur avait parlé
du théoreme, jamais de ’homme. D’ailleurs,
en cours de maths, on ne parlait jamais de per-
sonne. De temps en temps, un nom tombait,
Thales, Pythagore, Pascal, Descartes, mais cétait
seulement un nom. Comme celui d’un fro-
mage ou d’une station de métro. On ne par-
lait pas non plus de ot ni de quand c¢a s’était
fait. Les formules, les démonstrations atter-
rissaient sur le tableau. Comme si personne
ne les avait créés, comme s’ils avaient été la
de tout temps, comme les montagnes ou les
fleuves. Encore que les montagnes, elles,
n’avaient pas été 1a de tous temps. Et 'on arri-
vait a ceci que les théoréemes avaient l'air
plus intemporels que les montagnes ou les
fleuves ! Les maths, ce n’était ni ’histoire, ni
la géographie, ni la géologie. C’était quoi au
juste ? La question n’intéressait pas grand
monde. ”

“Faire Pythagore” sans en parler, “faire
Thales” sans en parler, “faire les équations”
sans parler d’Al Khwarizmi, faire des mathé-
matiques sans jamais leur redonner leur
consistance historique, c’est enlever au geste
mathématique beaucoup de sa légitimité, et
perdre l'occasion d’en faire une “matieére vivan-
te” aupres de nos éleves. Au dela des aspects
anecdotiques, ce sont les aspects problématiques
auxquels répondent ces théoremes qui permet
de donner du sens a leurs enjeux.

Thaleés, Pythagore, c’est quoi ?

Je les ai “ employés ” sans aucune préci-
sion. Le théoreme de Pythagore apparait tres
souvent dans notre enseignement comme un
lien entre le géométrique (le triangle rec-
tangle) et le numérique (la relation liant la lon-
gueur de ’hypoténuse et celles des cotés de
I’angle droit). Cette seule vision ne permet pas
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de trouver le passage ci-dessus de deux car-
rés a un troisieme. Il faut donc revenir a
I’enjeu historique de ce théoréme, qui est
celui de la quadrature de la figure formée
par deux carrés, et a la configuration associée.

Le théoréme de Thalés énonce lui, soit des
égalités de rapports de longueur (énoncé géo-
métrique), soit des égalités de rapports de
mesures de longueurs (énoncé numérique). Au-
dela de son énoncé, “ Thalées ” pose un certain
nombre de questions d’enseignement :

e Est-ce une configuration ? Oui, dans la
mesure ou c’est une figure prototypique
déclenchant un réflexe de reconnaissance.

¢ Est-ce un théoreme ? Oui, pourvu qu'on puis-
se s’appuyer sur des résultats déja éta-
blis, et avec une méthode de démonstration
reconnue.

e Est-ce un modele ? Oui, ou plutot Thales
recouvre un certain nombre de modeles :
le modele géométrique (affine, vectoriel,
transformations....) ; le modele propor-
tionnalité — linéarité avec la formalisation
du lien entre parallélisme et égalité de
rapports ; le modele des grandeurs, avec le
passage du commensurable a I'incom-
mensurable ; le modeéle numérique, avec le
passage du rationnel au réel.

e Est -ce un concept ? Oui, un concept fédé-
rateur de tous ces modeles : la perception
du monde et la géométrie élémentaire sont
fortement liées a la notion de figures sem-
blables : que la notion vague de “ méme
forme ” conduise a des relations de pro-
portionnalité est un des points fondamen-
taux de I'enseignement de la géométrie au
college.

Voila ce qui va étre le fil conducteur de
la suite de ce texte.
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4 - La vision géométrique

C’est un des points les plus délicats.
Comment savoir ce qu'un éleve “ voit ” ?
Nous pouvons le deviner en partie en le
regardant agir : se contente-t-il de regar-
der, prend-il un instrument de tracage
ou de mesure, est-il déja en train d’écri-
re les propriétés de la figure, par exemple
en la codant ?

Existe-t-il des moyens pour aider
I'éleve a acquérir ce regard mathématique
qui va transformer son dessin en figure ?
Je crois que oui, et je vais essayer d’en
cibler trois ici.

Les configurations :

Je viens d’en donner une définition :
figure prototypique déclenchant un
réflexe de reconnaissance. Illustrons
cela avec trois exemples :

LE GESTE GEOMETRIQUE,
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Voila deux droites paralleles :

En y ajoutant une sécante, on crée une
configuration, porteuse d’égalités d’angles :

N\

Voila un triangle

En y ajoutant un demi-cercle de
diametre [BC], on crée une
configuration liée au triangle rectangle.
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Voila un triangle

/[

B cC

En y ajoutant une parallele a (BC)
C’est Thales !

Mais rester a ce stade de la reconnaissance
est insuffisant : il faut arriver au stade de I'action,
avec la mise en ceuvre des propriétés portées
par la configuration. Et 1a intervient un ordre :
qui était le premier ?

¢ Dans la premiere configuration , était-ce
la parallele ou les égalités d’angle ?

¢ Dans la seconde, était-ce le triangle rec-
tangle ou le demi-cercle ?

Pour que ces configurations aident vrai-
ment I’éleve dans son regard, il faut qu’elles
deviennent dynamiques : il faut lui apprendre
a retrouver la suite des “ gestes ” qui 'ont amené
a cette configuration.

Un regard dynamique :

Avoir un regard dynamique sur une figu-
re ou une configuration, c’est en voir les
geneéses possibles : cela permet la meilleure
expertise des problémes rencontrés, en choi-
sissant la meilleure stratégie. Illustrons cela
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avec la troisieéme configuration, celle de Tha-
les™:

laspect “ projection ” :

A

B C

Cet aspect met en évidence le “ passage ”
de la droite (AB) a la droite (AC) dans la
direction de (BC).

AC _AE

Il donne I'égalité de rapports : —

AB _A_:D .Clest

11 Voir Jean-Claude Duperret in Repéres-lrem n° 20.
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le rapport de projection, qui donnera le cosi-
nus. Du point de vue de la proportionnalité,
c’est un rapport “ externe ”.

laspect “ homothétie ” :

A

B C

Cet aspect met en évidence le passage du
triangle ABC au triangle ADE.

11 donne I’égalité de rapports : f:—g = i—g .
C’est le rapport d’homothétie. Du point de
vue de la proportionnalité, c’est un rapport
“interne ”.

Cet aspect permet une action sur le troi-
siéme coté de ces deux triangles, et au niveau
de la trigonométrie, il donnera le sinus et la
tangente.

Avoir cette double vision dynamique de
Thalés ' permet de choisir la mieux adaptée
dans un probleme.

12 Ce double regard conduit a deux configurations de Tha-
les (pour autant qu’elles appartiennent a Thales, ce qui
semble douteux) ; mais I'aspect projection «s’éclaire» bien
mieux avec la configuration de deux droites «découpées
par des segments paralléles».
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Ajoutons que si ces deux aspects sont
équivalents dans le plan, il n’en est plus de
méme dans l'espace. En prenant trois plans
paralleles, et deux droites sécantes a ces
plans, on retrouve la conservation des rapports :
c’est 'aspect “ projection ”. Mais si ces deux
droites sont non coplanaires, il n’y a pas
d’homothétie ! Il est dommage que les nouveaux
programmes de troisieme aient évacué cet
aspect projection, le seul qui résiste dans
Tespace.

Une aide possible, les logiciels
de géométrie :

Les logiciels de géométrie sont un outil par-
ticulierement formateur a ce regard mathé-
matique dont je parle. Leurs possibilités dyna-
miques permettent de multiplier les exemples,
de s’intéresser aux cas particuliers, et, par 1a,
de conjecturer en situation de résolution de
probleme. Et pour construire les quelques
“figures ” de ce texte, il valait mieux que je
connaisse un peu de géométrie !

Mais ce n’est qu'un outil, et le retour au
“ papier-crayon ” est souvent indispensable pour
la validation. C’est 1a que peuvent arriver
les difficultés : ’émergence trop rapide et
sans réflexion d'une conjecture peut étre un
obstacle a sa validation.

Prenons 'exemple suivant, bien classique
pour les géometres : soit (Cc) un cercle de
centre O, B et C deux points fixes de ce cercle,
A un point variable de ce cercle ; soit H 'ortho-
centre du triangle ABC. Quel est le “lieu” de
H quand A décrit (Cce) ?

Devant le dessin de cette figure, diffé-
rentes gestes géométriques peuvent nous gui-
der vers une solution, ceux-ci étant liés a
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notre habitus, a notre intuition (au sens car-
tésien du terme), & notre plus ou moins longue
pratique. Pour moi, ma pratique me conduit,
par la présence du cercle, 8 m’intéresser au
point A’ diamétralement opposé a A, et alors
a “ voir ” un parallélogramme : A’BHC. Ma
conclusion est que le lieu cherché est le cercle
symétrique de (Cc) par rapport au milieu I de
[BCI.

La fonction “lieu ” de certains logiciels de
géométrie permet d’avoir instantanément le
lieu cherché. Qu’avons-nous alors devant les
yeux : deux cercles sécants en B et C. Le
geste géométrique naturel pour valider (en tout
cas chez les éleves de college) sera la symé-
trie axiale par rapport a (BC) : me voila bien
éloigné de ma démarche, alors que ceux qui
auront comme pratique l’angle inscrit s’y
retrouveront sans probléme.

Utilisons alors la fonction “ trace ” (bien
meilleure par son c6té dynamique) : le mou-
vement nous fait alors penser a une transla-
tion, mais comment “ repérer son vecteur ” .
Ayant résolu le probleme, je sais que j’ai effec-
tué une double symétrie centrale pour aller

.
de A a H, et la réponse est donc 2 Ol . Mais
il est plus facile de composer deux symétries
centrales (c’est au programme de troisiéme)
que de décomposer de fagon intéressante une
translation ! On peut cependant alors s’en
tirer avec le théoréme des “ milieux ”.

Seconde balade... dans Pespace

Une des principales difficultés de la vision
dans l'espace, est que justement on ne peut

13 Les # renvoient a une solution proposée en Annexes
“ Seconde balade .
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voir entierement l’'objet ! Il faut donc, soit le
faire tourner si c’est possible, soit tourner
autour. La connaissance de l'objet va nous per-
mettre d’économiser nos mouvements en
“imaginant ” ce qui est caché. C’est un des
apprentissages fondamentaux du début de
la scolarisation.

La seconde étape va étre la représenta-
tion plane des objets de l’espace : c’est un
apprentissage auquel nous ne consacrons pas
assez de temps, et nous considérons trop sou-
vent la “ perspective cavaliere ” comme “ natu-
relle ” chez nos éleves de college.

L’utilisation de logiciels de géométrie est
la sans conteste un outil d’aide a la vision de
Pespace, par la possibilité qu’il donne de faire
tourner les objets, ou plus exactement leurs
représentations planes.

De I’espace au plan : ’ombre
Une des spécificités de la “ géométrie de
l'espace ”, est que le raisonnement précede
le dessin, que 'acte de démontrer est souvent
nécessaire a la réalisation de la figure.
Pour illustrer cela, je vous propose I’acti-

vité suivante, certainement classique pour beau-
coup d’entre vous :

# ABCDEFGH est un cube (figure en haut
a gauche de la page ci-contre).
Une lampe est située en L.

P est la projection orthogonale de L sur le
plan ABCD

Dessiner 'ombre du cube sur le plan ABCD.
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L géométrie plane. Par exemple la transitivi-
té de “ 'équipollence ” “ s’éclaire ” avec la
vision d’un prisme droit...

# Soient trois cercles de méme rayon, de
F G centres respectifs A, B, C, et qui sont sécants
en un point D.

A D

Quel est le probleme : comment construire les
intersections de (LE), (LF), (LG), (LH), avec
le plan ABCD.

# Mais au fait, quelle est la forme de cette
ombre ?

Soient E, F, G les autres points d’intersec-
tion de ces cercles.

Montrer qu’il existe un cercle passant par
E, F, G (¢ca, ce n’est pas un scoop) de méme
rayon que les trois autres.

Du plan a I’espace : les trois cercles

Qubliez les trois cercles, et “ regardez
bien les points ”. Faites apparaitre des losanges :
vous voyez mieux.

En éduquant la vision plane des objets de Plongez alors dans l'espace a la recherche

Iespace, on peut avoir une appréhension par-  du point caché. Ramenez-le dans votre plan,
ticulierement dynamique de problemes de et démontrez !
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Ces deux exemples supposent que 'on
sait voir dans une figure plane la projection
d’une figure de I'espace. Ils illustrent deux pro-
priétés de Desargues :

e La configuration définie par la donnée
de deux parallélogrammes contigus est la
projection d’un prisme.

e La configuration définie par les trois
losanges DAEB, DBGC, DFCA est la projec-
tion d’un cube.

5 - Démontrer :
convaincre ou éclairer ?

Convaincre ou éclairer : voila un vieux
débat du 17 eme siecle, mais qui me parait tou-
jours d’actualité dans notre enseignement.
C’est en tout cas une question qui est loin d’étre
simple. Tout dépend en effet du regard que 'on
porte sur la situation que l'on étudie, autre-
ment dit le regard mathématique est multiple,
ce qui laisse entendre que les modes de com-
préhension d’une situation géométrique sont
multiples. Parler de démonstrations “ éclai-
rantes ” nous renvoie donc au probléme sui-
vant : la source d’ou jaillit la “ lumiere ” n’est
pas la méme pour tous. Au-dela de convaincre
ou éclairer, pour moi démontrer c’est avant
tout donner du sens.

Je vais essayer d'illustrer cela avec les théo-
remes de Pythagore et Thales. Ces deux théo-
remes ont pour support la forme-clé de la
géométrie plane élémentaire : le triangle.
Cette présence constante peut se résumer

14 J’ai choisi de ne pas développer I'aspect historique de ce
débat : je renvoie aux travaux d’Evelyne Barbin, qui ont
donné lieu a plusieurs articles dans la revue Repéres-Irem
et dans le bulletin de TAPMEP.
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avec le constat suivant : donnez-moi trois
points, et je vous tiens le plan.

Pour démontrer, il faut des outils, et jen
vois trois fondamentaux pour le college, que
je vais aller chercher dans Euclide. Ces outils
permettent une action de comparaison entre
deux triangles placés dans une position par-
ticuliere.

Des outils et des positions

Outil 1 : les cas d’égalité des triangles.

J’ai déja dit que je ne les opposais pas aux
transformations, mais que je les mettais en
interaction. Il est souvent plus facile de mon-
trer que deux triangles sont “ isométriques ”
que d’exhiber I'isométrie qui permet de pas-
ser de 'un a l'autre. On peut méme aller
jusqu’a parler d’unicité d’'une forme triangu-
laire a une isométrie pres (passage a la clas-
se d’équivalence).

Je dirai que deux triangles égaux sont en
position 1 : cette position me garantit “’iden-
tité des triangles ” a un “ déplacement ** ”
pres.

Outil 2 : la proposition 38
du livre I d’Euclide.

“ Les triangles construits sur des bases
égales et entre les mémes paralleles sont
égaux entre eux ”. (page suivante en haut)

15 Je n’emploie pas ici le mot «déplacement» dans son
sens mathématiques.
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A B
aire (ABC) = aire (ABD)

A B E F
aire (ABC) = aire (DEF)

“égaux ” s’entend ici au sens des aires ! Le
mouvement qui permet de passer d’un tri-
angle a un autre est une “ déformation ” qui
conserve les aires.

(D’un point de vue actuel, c’est 'inva-
riance de l’aire par une transvection).

Je dirai que deux tels triangles sont en posi-
tion 2 : cette position me garantit I’égalité des
aires.

Outil 3 : la proposition 1 du livre VI
d’Euclide.

“ Les triangles qui ont la méme hauteur
sont entre eux comme leurs bases ” (ci-dessous).
Cet outil permet de passer des rapports d’aires
aux rapports des longueurs. (D’un point de vue
actuel, c’est une dilatation).

Je dirai que deux tels triangles sont en posi-
tion 3.

B C D

aire (ABC) _ BC
aire (ABD) =~ CD

B C E F

aire (ABC) _ BC
aire (DEF) =~ EF
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Il y a un quatrieme outil fondamental :
les cas de similitude. L’'un d’eux est revenu en
classe de seconde, mais il me semble que cet
outil aurait sa place en college, avec la posi-
tion de triangles semblables.

Comme tout outil, il faut s’en servir régu-
lierement, sinon on est obligé de revenir a la
“notice d’emploi ” et focaliser sur l'outil et non
sur son utilisation dans un probleme qui le néces-
site .

Démonstrations du
théoréeme de Pythagore :

Démontrons le théoreme dit direct : “ Dans
un triangle rectangle, le carré de I’hypoté-
nuse est égal a la somme des carrés des deux
autres cotés ”.

Démonstration 1

C’est la démonstration classique qu’on
trouve dans la plupart des manuels :

16 Ces outils sont un héritage des Grecs : le fondement de
la métaphysique est de mettre en place la nécessaire har-
monie entre le discours rationnel et le monde réel.
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En disposant “ quatre fois ” le triangle rec-
tangle comme ci-dessus, on montre qu’on
obtient deux carrés, et on calcule l'aire du
grand de deux facons .

La méthode usuelle pour arriver a la
“relation de Pythagore ” est alors de passer
par l'algebre. J’y vois trois inconvénients :

e Pour pouvoir la rédiger sans avalanche
d’écriture, on est amené a appeler a la lon-
gueur de I'hypoténuse, b et ¢ les longueurs
des cotés de I'angle droit, et la relation obte-
nue :
“a?*=Db?+c?”

éloigne définitivement du triangle, les noms
des sommets n’apparaissant plus.

e La relation de Pythagore s’obtient par
un tour de passe-passe algébrique : la dispa-
rition du double produit.

e (Cette démonstration est certes convain-
cante, mais elle éloigne du sens profond de
Pythagore, a savoir son aspect géométrique
que j’ai rappelé plus avant.

Mais si a partir du découpage ci-dessus,
on va jusqu’au bout de la démonstration
indienne, on peut par un nouveau découpa-
ge , en décomposant et recomposant les figures,
“montrer ” que l'aire du carré de coté a est
égale a la somme des aires des carrés dont les
cotés ont pour longueurs respectives b et c.
Cette lecture géométrique rend cette démons-
tration tout a fait éclairante.

Démonstration d’Euclide
en quatre mouvements

H et K sont les projections orthogonales de A
sur (BC) et (I1J) :
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Premier mouvement :
découpage.

En découpant le carré BCIJ
en deux rectangles BHKJ et
HCIK, le probléme se rame-
ne a déformer le carré ABDE
en le rectangle BHKJ avec D
conservation de l’aire.
Avec un nouveau découpa-
ge, le probleme se rameéne
a déformer le triangle ABD
en le triangle BHJ avec
conservation de l’aire.

Second mouvement :
déformation.

Avec loutil 2, je déforme
ABD en CBD : ces deux tri-
angles sont en position 2,
donc ils ont méme aire.

Troisieme mouvement :
quart de tour.

Par un quart de tour autour
de B, BDC se transforme
en BAJ : ces deux triangles
sont en position 1, donc a for-
tiori ont méme aire.

K I

Quatrieme mouvement : déformation.
Avec de nouveau l'outil 2, je déforme ABJ en
HBJ : ces deux triangles sont en position 2,
donc ont méme aire.

J’utilise dans cette démonstration des
quarts de tour 1a ou Euclide utilise les cas d’éga-
lités des triangles. Voila un exemple ou I'iso-
métrie peut étre explicitée : I'avantage est
qu’on voit ces deux carrés “ se fondre ” dans
le troisieme. En utilisant rétroprojecteur et cou-
leurs, ou la dynamique de l'ordinateur, on
donne toute sa vie a cette démonstration
aupres des éleves.

Elle m’apparait plus éclairante que la
précédente, mais l'est elle pour tous ? Cela ren-
voie de nouveau au regard que I’on porte sur
la figure.

Démonstrations
du théoréme de Thaleés :
Démontrons le théoréme dit direct :
« Dans un triangle, toute parallele a un c6té

découpe les deux autres en “ segments pro-
portionnels ” ».
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Démonstration d’Euclide en trois mouvements

Dans le triangle ABC, M [AB], N < [AC] , (MN) // (BC) .

Mouvement 1 A

On passe d’'un rapport de longueurs a un
rapport d’aires :

Les triangles NMA et NMB sont en posi-
tion 3, donc : M N

MA _ aire(NMA)
MB = aireNMB) °

oy}
O

Mouvement 2
On passe du coté [AB] au coté [AC] :

Les triangles BMN et CMN sont en
position 2, donc : M N

aire(NMB) = aire(MNC) .

w
O

Mouvement 3 A

On passe d’un rapport d’aires a un rap-
port de longueurs :

Les triangles MNA et MNC sont en
position 3, donc : M N

aire(MNA) _ NA
aire(MNC) ~ NC B c
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Cette démonstration est convaincante,
éclairante pour des mathématiciens, car ils
savent qu’ils y a eu un lourd tribu a payer avant
d’y arriver, sur lequel je reviendrai un peu plus
loin. Mais est-elle éclairante pour des éleves,
qui auront 'impression que ce passage par les
aires est un tour de passe-passe qui les éloigne
du sens de “ leur Thales ” : relation entre
parallélisme et proportionnalité de longueurs ?

Démonstration
de Clairaut (17éme siecle) :

Abandonnons Euclide, et faisons un saut
de 20 siécles, et suivons Clairaut dans ses “ Ele-
mens de Géométrie ”, ot il reprend pour “ Tha-
lés ” une argumentation d’Arnault (Nou-
veaux éléments de géométrie) :

Notre théoréme des “ milieux ” :

A

B P C

M est le milieu de [AB], (MN) // (BC)
On construit (NP) // (AB)

Par parallélisme : AMN = AEB = NEC ;
AﬁM = NEP . En utilisant milieu et paral-
lélogramme : AM = MB = NP . Les triangles

AMN et NPC sont en position 1 (on a méme
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de fagon évidente le déplacement : une trans-
lation), donc AN = NC, d’ou1 N est le milieu de
[AC] .

Au dela du fait que cette démonstration
m’apparaisse comme particulierement éclai-
rante pour des éleves de college, Clairaut
vient de se construire une procédure auto-repro-
ductible, et donc une méthode. Suivons le
plus avant :

Notre théoréeme des tiers

A
M N
M' N'
P
B P Cc
Deux fois et demi
A
M N

/ AN
[ AN

B C

Je viens de résumer, avec une adaptation
treés moderne, et sans les nombreuses justi-
fications de Clairaut, les pages 42 et 43 de ses
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“ Elemens de Géométrie ”. A partir de ces
trois exemples, Clairaut laisse imaginer la géné-
ralisation du procédé, et considere achevée cette
démonstration de Thales.

Clairaut a des doutes :

Retrouvons Clairaut a la page 98 : “ Mais
de ce que plusieurs lignes sont incommensu-
rables avec d’autres, peut-étre pourrait-il
naitre quelque soupgon sur l'exactitude des pro-
positions qui nous ont servi a constater la
proportionnalité des figures semblables...Il faut
donc que nous revenions sur nos pas ”.

A

AN

Clairaut prend alors ’exemple suivant :

soit un triangle ABC ou AB = V2 , soit b le
point de [AB] tel que Ab = 1, et ¢ le point de
[AC] tel que (bc) // (BC). 1l fait alors le rai-
sonnement suivant :

“Supposons Ab divisé en 100 parties ; ce
que AB contiendra de ces parties se trou-
vera entre 141 & 142. Contentons nous
donc de 141 et négligeons le petit reste. 11
est clair que AC contiendra aussi 141 des
parties de Ac”.
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J’ai exemplifié avec le dessin ci-dessus ou
j’ai choisi un partage en 10 parties. Les his-
toriens noteront d’autre part que je n’ai pas,
comme Clairaut, fait la distinction entre A et
a, cela pour que ce soit clair aux non spécia-
listes.

Clairaut recommence alors en divisant Ab
en 1000 parties, et dit alors :

“De plus, ces restes comme nous venons
de l'observer, seront de part & d’autre
d’autant plus petits que le nombre des par-
ties de Ab sera plus grand. Donc il sera
permis de les négliger, si on imagine la
division de Ab poussée jusqu’a l'infini. ”

Nous venons de passer dans le monde de
I’analyse. Nous venons de passer du com-
mensurable a 'incommensurable, du ration-
nel au réel. Nous venons surtout de changer
notre regard sur Thales :

Les pages 42 et 43 sont pour le college et
la seconde, les pages 98, 99, 100 et 101 sont
pour les classes suivantes, car Clairaut éclai-
re ici autre chose que Thales !

Mais ou est passée
Pincommensurabilité :

Mais alors pourquoi la démonstration
d’Euclide est-elle aussi simple ? Ou est pas-
sée I'incommensurabilité ?

En mathématiques, il faut toujours payer
quelque part, et le vrai nceud du probléme est
la proposition suivante : “ Deux rectangles
de méme hauteur sont entre eux comme
leurs bases ”.

Si la démonstration de cette proposition
est simple dans le cas commensurable, elle est
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plus sophistiquée si les bases sont incom-
mensurables. On peut comparer les textes
d’Euclide et de Legendre (1823) : ce dernier
utilise la double réduction a 'absurde qui est
Pautre aspect de la théorie des proportions
d’Eudoxe, utilisée par Euclide et plus tard par
Archimede.

La formule de l'aire du rectangle est alors
conséquence de l'utilisation combinée de la
méthode des aires et de la théorie des pro-
portions.

Finalement, établir I’aire du rectangle :
aire du rectangle = longueur x largeur

Et le reste vient tout seul ! Mais I'aire du
rectangle est une telle évidence dans nos pro-
grammes !

Quoique !...

Troisieme balade... dans Uirrationnel

V2 est irrationnel :
comment le “ montrer ” 4 nos éléves ?

Deux problémes a priori distincts sur-
gissent : un probleme géométrique, celui de
doubler un carré, un probleme arithmétique,
celui de trouver une fraction dont le carré
vaut 2.

Un probléme géométrique

qui “ améne ” V2 o

17 Les # renvoient a une solution proposée en Annexe “ Troi-
siéme balade ”.

2 D’un point de vue historique, la méthode ci-dessous peut
faire penser a la démonstration géométrique du doublement
d’un carré popularisée par le “ Ménon ” de Platon, mais cette
derniéere est d’un autre ordre, car il n’y avait pas de “ nombre ”
dans cette démonstration.
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Prenons un carré de coté 2. Son aire est 4.

Plions le comme ci-dessus ; on obtient un
nouveau carré d’aire moitié du précédent,
c’est a dire 2.

Le coté de ce carré est donc un nombre dont
le carré est 2.

Ecrivons le V2 . Ce cOté est aussi la dia-
gonale d’un carré de coté 1.

L’irrationalité de V2 :

La méthode la plus pratiquée est la
démonstration arithmétique par le pair et
I'impair. C’est une démonstration exemplai-
re pour les questions d’irrationalité numé-
rique. Mais celle-ci éloigne alors du probleme
géométrique ci-dessus.

Adaptons une idée qu’on pouvait trou-
ver de fagon dynamique sur le site du colloque
de Grenoble EM 2000.

Supposons que V2 soit rationnel, alors
V2 = p/q , avec p et q entiers.

“ Agrandissons ” alors le carré de coté 1
avec un rapport q ...
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On obtient un carré ABCD de c6té entier
q et de diagonale entiere p . Faisons alors les
pliages ci-dessous :

B F Cc

A D

deux pliages par rapport a (AF) et (AG) rame-
nant les cotés [AB] et [AD] sur la diagonale
[AC], puis un pliage par rapport a (FG).
Déplions tout, revenons dans le monde des
mathématiques et examinons la figure obte-
nue :

B F Cc

A D

# Montrez que le carré EFCG est aussi a c6té
et diagonale entiers...
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Une “ descente infinie finie ” :

Le procédé est auto-reproductible :

B F Cc

A D

on a donc une “ descente infinie ” de carrés de
plus en plus petits.

Mais les cotés de ces carrés sont des
entiers naturels.

Une suite strictement décroissante d’entiers
naturels est finie.

C’est absurde !

Une seule marche :

Pour ceux qui craignent les trop grandes
descentes, ils peuvent se contenter d'une seule
étape, en choisissant p/q irréductible.

Ils obtiennent alors une contradiction
dans le carré EFCG de coté entier p’< p et de

diagonale q’< q et qui vérifient V2 = p/q =

P/q ...
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Développement de )
en fraction continue :

La descente infinie me parait plus éclai-
rante que la seule marche. Pour des éleves de
collége, on peut exemplifier la démarche :
partant d'un nombre entier q (par exemple 48),
on peut leur faire constater qu’au bout de
n+1 pliages maximum (49) le carré n’existe plus,
alors qu’il existe toujours !

Cet algorithme est a rapprocher de I'anthy-
phéreése qui conduit au développement de

V2 en fraction continue :
# Soit un carré de coté q et de diagonale p (p/q
n’est pas rationnel d’apres ce qui précede). En
reprenant les notations ci- dessus, et en posant
p’= EC et g’= FC, montrer que :
Poiv17a1+ B,
q q
En déduire le développement en fraction

continue de V2 (réitérer le procédé).

En conclusion :

L’acceés a Uirrationnel passe par
Uabsurde etlou Uinfini

6 - Une configuration européenne

Cosinus ou Thalés, lequel choisir ?

Enseigner le cosinus avant Thales est un
contre-sens historique, et démontrer Thales
avec le cosinus devient un contre-sens épis-
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témologique. Mais lorsque les deux sont en place,
ce choix devient-il important ?

Considérons pour commencer cet exerci-
ce proposé dans un manuel de troisiéme au

chapitre “ trigonométrie ” :

ABC est un triangle isocele en A.

A

B H Cc

AB = AC=10 ; BC=8. K est la projection
orthogonale de B sur (AC), H celle de A sur
(BC). Que vaut KC ?

Que font la plupart des éleves ? Ils calculent

le cosinusde ACH dans le triangle ACH, qu'ils
trouvent égal a 0,4 ; puis prenant leur calcu-
latrice, un « petit coup de “ shift cos (ou inv
cos, ou 2nd cos) ” » leur permet d’avoir acces
ala mesure de cet angle qu'’il arrondissent a
66° ; travaillant alors dans le triangle BKC,
ils en déduisent la longueur de KC en multi-
pliant 8 par cos(66°), ce qui leur donne envi-
ron 3,25... Cette démarche n’est pas ininté-
ressante, car elle suppose un enchainement
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d’actions et de validations. Mais ce passage
cosinus-inverse du cosinus a un double incon-
vénient : faire jouer a la calculatrice le role d'une
boite noire ; ne pas obtenir le résultat “ exact ”.
Ce peut étre l'occasion d’un travail sur la cal-
culatrice pour garder la précision maximale.

Le véritable enjeu de cet exercice est
d’écrire le cosinus de ACH de deux facons
sans “ calculer ” cet angle pour arriver a I'éga-

C—H—C—K ui donne
AC ~BC Y

finalement CK = 3,2 .

lité des rapports :

Avec les nouveaux programmes de secon-
de, cette égalité s’obtient en montrant que les
triangles ACH et BCK ont “ méme forme ”.

Mais on peut deés le college “illustrer ” cette
égalité

A

B Cc

en “ déplacant®®” le triangle BKC pour ’ame-
ner en AB’K’ (la validation du “ mouvement ”
se fait par “ constat ” de “ I’égalité ” des deux
triangles).

19 La encore, je n’emploie pas ce terme dans son sens
mathématique.
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La configuration qui apparait est celle
de Thales ; elle amene a I'égalité :
AB ~ AC
Un tel geste demande une pratique que n’ont
pas les éleves.

Son seul objectif est de leur permettre de
faire le lien entre Thales, trigonométrie... et
triangles “ de méme forme ” pour les éleves
de seconde.

Thalés en Europe :

Revenons alors sur notre premiere bala-
de. Pour découper un rectangle pour en faire
un carré, j’ai utilisé le résultat : dans un tri-
angle rectangle, le carré de la hauteur rela-
tive a ’hypoténuse est égale au produit des
longueurs des segments qu’elle détermine
sur cette hypoténuse, et j’ai dit : “ c’est Tha-
les ”. Promenons-nous en Europe® :

En Angleterre :

“ Theorem of Thales ” :
“ An angle inscribed in a semi-circle is a right
angle ”.

En Allemagne :

“ Ders Satz des Thales ”
“Jedes Dreieck tiber einem Durchmesser in
einemHalbkreis ist rechtwinklig ”.

En Suisse : c’est la propriété de la hauteur que
j’ai énoncé ci-dessus...

Une configuration européenne :
Si 'on veut “ montrer ” le “ théoreme

suisse ”, c’est-a-dire 1’égalité AH* = BHxCH,
on peut utiliser le fait que les tangentes des

4 Avec Henry Plane in Brochure “ Autour de Thales ” déja
citée.
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angles ABH et AEH sont inverses I'une de
lautre.

Soyons dynamiques, et faisons “ tour-
ner ” le triangle ACH d’un quart de tour
autour du point H . Il “ devient ” le triangle
HA’C’, et nous retrouvons notre “ Thaleés fran-
cais ”, celui des “lignes proportionnelles ”. L'éga-
lité ci-dessus se déduit alors de I’égalité des
rapports :

CH _HC _HA _AH
AH AH BH BH'
Nos amis d’outre Manche et d’outre Rhin

retrouveront aussi dans cette configuration leur
Thales.

Encore une fois il ne s’agit pas ici de nier
la force de la trigonométrie, et sa facilité
d’acces aux éleéves, mais de montrer la com-
plémentarité que peut apporter 'aspect dyna-
mique du mouvement a I'éclairage du probleme?.
Mais on peut réver en multipliant les occasions
de cette géométrie de mouvement d’installer
chez les éleves des gestes qui peuvent deve-
nir des méthodes.

C’est ce que je vous propose d’illustrer dans
la quatrieme balade...

21 On peut aussi montrer ce résultat avec Pythagore !
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Quatrieme balade... dans le triangle
rectangle®

Une configuration porteuse de suite :

Lorsque I'éleve découvrira les suites géo-
métriques, et qu’il comprendra que tout terme
est moyenne géométrique de celui qui le pré-
ceéde et de celui qui le suit, peut-étre se sou-
viendra-t-il de la configuration ci-dessus, qui
“ fait voir ” cette moyenne géométrique.

Connaissant U, et Uy, il pourra alors
“ positionner ” HC = U, et HA = U; comme
dans la configuration précédente, et construi-
re HB = U, . Utilisant alors la combinaison
de cette configuration et la “ répétition ” de
notre Thales, il pourra construire des suites
géométriques connaissant les deux premiers
termes sans connaitre la raison de cette suite :
c’est ce que je vous propose de faire :

# Construire la suite géométrique de premier
terme U et Uj.

0 uo U1

Il y a moyenne et moyenne :

Moyenne arithmétique, la plus simple et
la plus classique, liée aux phénomenes de
“ progression arithmétique ”, et base des indi-
cateurs statistiques ; moyenne géométrique,
liée a tous les phénomenes de “ progression

27 Les # renvoient a une solution en Annexes “ Quatrieme
balade ”.
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géométrique ”, et si présente dans notre quo-
tidien (qui n’a pas un prét en cours ?) ; moyen-
ne harmonique, liée a “ I'inverse proportion-
nalité ”, et qui nous fait maudire les bouchons
sur 'autoroute lors de nos départs en vacances
qui réduisent tant notre “ vitesse moyenne ” :
comment sont-elles liées ?

Replongeons dans notre triangle rec-
tangle et considérons le triangle rectangle
ABC ci-dessous :

B O H C

Soit H la projection orthogonale de A sur
(BC), K celle de H sur (OA).

SoitHB=aet HC=b.

OA représente la moyenne arithmétique
de a et b. AH représente la moyenne géomé-
trique de a et b.

# Montrez que AK représente la moyenne
harmonique de a et b.

Cette configuration nous permet d’affirmer :

moyenne harmonique < moyenne géomé-
trique < moyenne arithmétique

la double égalité ayant lieu si et seulement si
a = b . On peut évidemment montrer ces
inégalités par I'algebre, mais la configura-
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tion ci-dessus lie étroitement ces trois moyennes,
et nous permet de visualiser pour a+b constant
la sensibilité de chacune de ces moyennes a
Pécart entre a et b.

7 - Un théoreme extrémement
simplificateur

Je vais terminer ce “ parcours géomé-
trique ” par un théoréeme fondamental :

“Tout triangle est isocele ”.

Un corollaire immeédiat est :

“Tout triangle est équilatéral ”.

Vous ne me croyez pas ! En voici une
démonstration :

Le triangle ABC ci-dessous est a priori quel-
conque.

A

e —

I est le point d’intersection de la bissectrice
issue de A et de la médiatrice de [BC]. H et
K sont les projections orthogonales de I sur
(AB) et (AC).
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I étant sur la bissectrice, IH = IK. Les tri-
angles rectangles AIH et AIK sont donc
“égaux ”. Donc AH = AK.

I étant sur la médiatrice de [BC], IB =1IC.
Comme IH = IK, les triangles rectangles IBH
et ICH sont donc aussi “ égaux ”. Donc HB =
KC.

On en déduit : AB = AH+HB = AK+KC = AC.
Donc le triangle est isocele en A.

Vous ne connaissiez pas ce résultat, et vous
avez repris la démonstration, sans y trouver
de “faille ”. Votre inquiétude grandit a 'idée
d’avoir a “ balancer ” tous votre cours de géo-
métrie, ainsi que cet article qui n’a plus lieu
d’étre !

Rassurez vous : refaites un dessin et vous
verrez la supercherie. Ce que jai en fait
montré ici “ par 'absurde ”, c’est que si le tri-
angle n’est pas isocele en A, ce point I est a
Pextérieur du triangle (H et K sont 'un a
Iintérieur du c6té, 'autre a ’extérieur).

J’ai souvent entendu que le propre des
mathématiques était de pouvoir raisonner
juste sur une figure fausse : oui, mais pas trop
fausse ! Cela m’ameéne a deux points de
réflexion que je trouve fondamentaux :

e Une démonstration n’a pas pour objec-
tif de prouver qu’une chose est “ vraie ”,
mais de vérifier que le cheminement qui a
conduit a la conclusion a partir des hypothéses

est valide.

e On évacue presque toujours les notions par-
ticulierement délicates d’intérieur et d’exté-
rieur, de convexité, de connexité, en les gom-
mant par une prise d'information sur le dessin.
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8 - La maison des mathématiques

Nous avons suivi des chemins qui proposent
un aller-retour constant entre le monde phy-
sique et le monde mathématique, entre la
forme et ’objet mathématique, entre le des-
sin et la figure, entre la “ connaissance natu-
relle ” et 1a “ connaissance évoluée ”. C’est vers
la “maison des mathématiques ” que condui-
sent ces différents chemins.

Mais y sommes nous vraiment entrés ? Pre-
nons lactivité suivante :

D C

A B

Considérons le carré ABCD ci-dessus, la
“rampe ” [AC], et “ ’escalier ” qui va de A a
C avec des marches de “ pas ” 1/n. Notre intui-
tion, notre perception naive, nous font penser

que: lim («escalier ») = « rampe » .

n —oo

Mais pour tout n, la longueur de l’escalier
est 2. Donc :

lim (« longueur de 'escalier ») = 2

# V2

= «longueur de la rampe » .
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Reprenons notre exemple de découpage
d’un triangle pour en faire un carré, et posons-
nous la question : peut-on reconstituer un
cercle a partir d’un carré par “ dissection ” et
“ déplacements ”. Le probleme ainsi posé dans
les années 1920 par Banach et Tarski ” s’appel-
le la quadrature géométrique du cercle. Natu-
rellement, dans ce dernier cas, on ne peut
pas espérer faire des partitions a I'aide de ciseaux
car un disque a une frontiere “ bombée ” que
ne possede pas le carré !

Laczkovitch, mathématicien hongrois, a
donné une réponse positive a cette question :
il a montré que de telles partitions du carré
et du disque étaient possibles et que I'on pou-
vait passer des morceaux du disque aux mor-
ceaux du carré par des translations’.

Les mathématiques a cet autre niveau vont
donc aller contre notre intuition, contre notre
perception : c’est Cantor qui, venant de
construire une bijection de R sur R?, écrit a
Dedekind : “ Je le vois, mais je ne peux le croi-
re ”. De maniere plus générale, la science
peut aller contre notre intuition, et je laisse
le soin a Rudolf Bkouche d’exemplifier cela :
“Toute la science moderne sest construite autour
de cette “ vérité ” paradoxale : la terre tour-
ne autour du soleil.. On ne I’a jamais expéri-
menté méme si on sait I'expliquer ; en fait c’est
bien plus ’harmonie qui se dégage de I'hélio-
centrisme qui a fait la force de cette théorie,
ce qui n’empéche pas de considérer la terre
comme notre repére naturel et de vivre comme
si elle ne se mouvait pas. ”

Exhiber les exemples mathématiques ci-
dessus a nos éléves est sans doute prématu-
ré sil’'on considere que ’enseignement scien-

23 Voir Jean-Pierre Kahane in Repéres-Irem 29.
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tifique est moins de raconter la “ modernité ”
que d’en donner les clés d’acces, mais leur don-
ner la possibilité d’aller plus loin chaque fois
que l'occasion s’en présente peut donner a
certains I'envie de mieux connaitre cette “ mai-
son des mathématiques ” : cette curiosité peut
étre le début d’'une “ vocation scientifique ”.

Mais revenons dans le cadre de notre
texte, c’est-a-dire celui d’'un enseignement
pour tous : son objectif est de tracer des che-
mins qui meénent a cette “ maison des mathé-
matiques ” ; libre alors a chacun de vouloir la
visiter plus a fond, ou au contraire de ne pas
la trouver a son goiit. L'important est que
tous en connaissent des acces, et soient
capables de les retrouver un jour s’il en ont
besoin.

Ces chemins ne sont pas faciles, et il est
important de les baliser réguliérement par une
hiérarchisation progressive des niveaux de
conceptualisation, de traitement, de valida-
tion. Ceux de la géométrie élémentaire que j’ai
essayé d’explorer ici reposent sur la conviction
suivante : le voir, le croire et le savoir se
construisent ensemble dans la plus gran-
de intimité.

Un grand merci @ :

Evelyne Barbin, Rudolf Bkouche, Francoise
Chamontin, Marie-Claire Combes, Jean-Pier-
re Kahane, Marc Legrand, Madeleine Marot,
René Mulet-Marquis, Daniel Perrin, Mireille
Sauter,

pour leurs contributions a ce texte.
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ANNEXE 1 : Premiére Balade

Du triangle au parallélogramme :

Une symétrie centrale vient aisément a bout
du probleme :

Du parallélogramme
au parallélogramme :

B H

On utilise la direction de (BC) et des trans-
lations immédiates.
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Du rectangle au arré :

On construit sur (AB) le point M tel que :
BM =BC
et B appartienne a [AM].
On construit le demi-cercle de diametre
[AM]. Soit E I'intersection de ce demi-cercle

avec la droite (BC).

Le triangle (AEM) est donc rectangle, et
[EB] est la hauteur relative a I’'hypoténuse.

D’apres Thales (voir plus loin), on a donc :

BE2=AB xBM =AB x BC

[BE]est donc le c6té d’'un carré de méme aire
que le rectangle.

D’ou la fin de la construction
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Pour le découpage :

On construit le triangle AND
avec AN = EF

On construit le triangle EPF
avec EP = AD

On est ainsi assuré d’avoir
construit deux triangles égaux qui
se déduisent 'un de ’'autre par une
translation.

On fait de méme avec les tri-
angles BQC et BRG.

Il ne reste plus qu’a montrer
que BNDQ et BPFR sont deux paral-
lélogrammes ayant méme base et
méme hauteur, ce qui nous rameéne
au découpage précédent.
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De deux carrés a un troisiéme :
“ Merci Pythagore ”

Le découpage ci-contre est lié aux
bords du triangle rectangle, donc des trois
carrés.

On passe la encore des deux “ petits
zZ

carrés ” au “ grand carré ” par transla-
tion des piéces.

On peut trouver ce puzzle dans le livre
de Steinhaus “ Les instantanés mathé-
matiques ” (voir l'article de Jean-Pier-
re Kahane dans le “ Reperes 29 ”).

Il existe de nombreux autres “ puzzles
de Pythagore
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ANNEXE 2 : Seconde Balade

L’ombre :

Les droites (AE) et (PL) étant toutes
deux orthogonales au plan ABCD sont
paralleles.

Les points A, E, P, L sont donc
coplanaires. Les droites (PA)
et (LE° sont donc sécantes, E
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I'intersection
de (LE) et du

et leur intersection A’ est
3 /
plan ABCD

On obtient
de méme
les points
B, C,D.

Al
La forme de 'ombre A’'B’C’D’ est un carré,
car homothétique du carré ABCD. Peut-étre
avez-vous hésité sur cette forme. Rassurez-vous,
c’est le cas de la plupart, qui pensent que
pour que ce soit un carré, il faut que P soit centre
du carré ABCD. Seule la démonstration
peut ici nous permettre d’affirmer cela.

Je vous laisse admirer 'omniprésence
de Thales...

Les trois cercles :

On fait apparaitre un paral-
lélépipede rectangle en pers-
pective cavaliere. Le sommet
caché O est le centre du qua-
trieme cercle, et le rayon de ce
cercle OE a la méme longueur
que les trois autres cercles.
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ANNEXE 3 : Troisieme & Quatriéme Balades

L’irrationalité :

En utilisant les symétries axiales, on
montre aisément que EFCG est un carré. Par
symétrie, Al =AB =q, donc IC =p—q;donc
EC est un entier.

Par symétrie, BF=FI ;or FI=IC=p—-q;
donc BF est un entier, donc FC est un entier

Le développement
en fraction continue :

donc :
> %9 99 i
L T LS R L
p p pPq pq q
d’ou le résultat...
On a de méme : L,—l #,, ,

¢ " Ti+ph
et ainsi de suite,... D’ol1 le développement

en fraction continue de V2 .

Moyenne harmonique :

.p _AC _AI+IC
Ona: qg BC  BC Avec Thales, ... ou le cosinus, on montre :
’/2 1 & — ﬁ .
=]_+pT =1+2%,. AH A0~
dou 1 _AO _(M_l(l+l)
Or q _BF+FC_p2+q AK "AH?*™ ab 2 a b’
p p P D’ou le résultat.
Construction d’une suite géométrique :
us
Uz 4
u1
£
1] a 1] L u2 ua U]
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