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Dans le présent article nous donnons un
apercu d’'un projet d’enseignement destiné
aux éleves des deux dernieres années du
secondaire ( équivalentes de la premiere et de
la terminale en France) dont 'objectif est de
faire fonctionner les premieres notions de
I'algebre linéaire dans I'enseignement de la géo-
métrie analytique et du calcul linéaire. Un autre
objectif est de proposer une alternative a
Ienseignement de la géométrie analytique
dans l'espace habituellement limité aux objets
plats (droites, plans,..) et sous forme d’une pro-
cédure de calcul : équation vectorielle — équa-
tions paramétriques — équation(s) carté-
sienne(s) et une alternative a I’enseignement
du calcul matriciel et de la résolution d’'un sys-
teme d’équations.

L’expression calcul linéaire est utilisée
dans le sens du calcul sur les polynémes du
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premier degré, homogenes ou non, et a pro-
pos des problemes liés aux équations linéaires.

Dans ce projet d’enseignement, la géo-
métrie analytique de I'espace se construit sur
des connaissances de la géométrie synthé-
tique de l'espace et les représentations en
perspective cavaliere des situations spatiales.
Notre attention est portée plus particuliere-
ment sur la notion d’équation d’un objet géo-
métrique, la notion de parametre, l'intérét
de contraster des lieux algébriques linéaires
avec des non-linéaires, I'appui substantiel
sur le mode de raisonnement de nature syn-
thétique-géométrique et les passerelles entre
le mode de raisonnement synthétique d’une
part et analytique-algébrique d’autre part.

Quant au calcul linéaire, nous avons lié
les systemes d’équations linéaires et leurs
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résolutions aux positions relatives des plans
en privilégiant la méthode de Gauss et le cal-
cul matriciel a I'étude des transformations
affines.

Dans cette approche le recours aux vec-
teurs géométriques et a leurs composantes n’est
pas indispensable.

L’élaboration de ce projet trouve ses
racines dans le travail d'un sous-groupe du GEM
dans le cadre d'un mémoire de fin d’études en
1984 (2) dirigé par Nicolas Rouche a 'UCL.
Ce travail a bien avancé en 1997 lors de
I’encadrement d’un autre mémoire du fin
d’études (3) dirigé par Maggy Schneider aux
FUNDP. A cette occasion-la, nous avons réor-
ganisé le projet de ’enseignement de la géo-
métrie analytique dans I’espace, nous I'avons
amarré a 'enseignement des systémes d’équa-
tions linéaires et au calcul matriciel.

1. Objets géométriques dans
P’espace caractérisés
par leurs équations cartésiennes

Les éleves auxquels le projet s’adresse
sont déja familiarisés avec la géométrie syn-
thétique' de I'espace. Ils ont également pra-
tiqué un peu la géométrie analytique a pro-
pos des équations des droites dans le plan.

1.1 De ’équation vers I'objet

Dans un premier temps, on propose aux
éleves d’identifier les lieux de points de I'espa-
ce satisfaisant aux équations données, équa-
tions dans lesquelles n’apparaissent qu'une
ou deux des trois variables x, y et z.

1 Dans la géométrie synthétique, on raisonne directement sur
des objets géométriques connus par un ensemble de propriétés
dont certaines déterminent I'objet. Cette géométrie prend des
racines a travers des observations, des manipulations, des
constructions et des représentations des objets simples.
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Quels sont les points, dans I'espace, dont
les coordonnées vérifient les équations ou
systemes d’équations suivantes ?

a) 2x+3y=0
x=0

b)
y=z

c) z=y2

x2+y2+Z2=4

d)
y=1
Quelle est I'écriture générale des
coordonnées des points vérifiant ces
équations ?

Les difficultés recensées de certains éleves
sont les suivantes :

— l'interprétation géométrique des équations
ci-dessus comme contraintes imposées aux
coordonnées des points dans l’espace;

— linterprétation géométrique de ’absence
d’une variable dans une équation. Souvent des
éleves considerent que cette variable est nulle.

— l'idée persistante selon laquelle une équa-
tion linéaire dans I'espace est celle d’'une droi-
te, surtout si cette équation est en x et en y.

1l est intéressant de citer ici des arguments
d’éleves qui leur permettent d’établir le lien
entre le cadre algébrique et le cadre géomé-
trique. Prenons, par exemple, la premiere

équation: 2x + 3y =0 Voici quelques avis et
arguments proposés par les éleves :

— il s’agit de ’ensemble qui contient la droi-
te d’équation 2x+3y=0 dansle plan xOy ;

— il s’agit de l'ensemble qui contient tous les
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points de coordonnées (0,0,7), donc l'axe Oz ;

— il S’agit de la droite 2x+3y=0 dans le
plan xOy et de toutes les droites paralléles situées
aux différentes altitudes puisqu’il n’y a aucu-
ne contrainte sur Ualtitude z. L'ensemble de telles
droites est coplanaire car elles sont paralléles
entre elles et sont sécantes avec la droite Oz ;

—ilsagitdeladroite 2x + 3y =0 dansleplan
x0y et de toutes les droites verticales (paral-
leles a l'axe Oz) passant par les points de cette
droite. L’ensemble de telles droites est copla-
naire par le méme argument que ci-dessus.

La question sur I'écriture générale des coor-
données des points du lieu amene la notion
du parametre, une sorte de variable indé-
pendante : chaque fois qu’on fixe les parametres
en leur donnant une valeur, on obtient un tri-
plet.

A partir de ces quelques questions on
peut formuler plusieurs conjectures importantes
qui seront confirmées plus tard :

— les plans et les surfaces sont caracté-
risés par une équation cartésienne. Plus par-
ticulierement un plan est caractérisé par une
équation linéaire ;

— l’expression générale des coordonnées
des points vérifiant une équation cartésien-
ne utilise deux parametres qui correspondent
a deux degrés de liberté ;

— les droites et les courbes sont carac-
térisées par deux équations cartésiennes ;
plus particulierement une droite est caractérisée
par deux équations linéaires;

— l’expression générale des coordonnées
des points vérifiant deux équations carté-
siennes utilise un parametre qui correspond
ici & un degré de liberté ;
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— le nombre de parametres, autrement
dit, le nombre de degrés de liberté, peut étre
considéré comme la dimension de I'objet géo-
métrique étudié ; le nombre d’équations car-
tésiennes qui le caractérisent est égal a la dif-
férence entre la dimension de I’espace et la
dimension de l'objet.

1.2 De I'objet vers I’équation

Dans un deuxiéme temps, on demande aux
éleves de faire la démarche inverse : 'objet est
défini géométriquement, on leur demande de
le caractériser algébriquement.

Caractérisez au moyen d’équations ou
de systeme d’équations

a) le plan Oxy,

b) 'axe Oy,

¢) le plan parallele a Oyz passant par
le point (2,0,0)

d) un plan parallele a 'axe Ox,

e) le cylindre de la Fig. 1.

<

A

Fig. 1

Dans chacun des cas donnez I’écriture
générale des coordonnées des points.

Les deux démarches, I'une inverse de
lautre, de ’équation vers I'objet dans le pre-
mier cas et de I'objet vers ’équation dans le
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second cas, permettent a I'éleve d’approfon-
dir et mieux comprendre la relation entre
Pobjet et son expression algébrique.

La prise en considération d’autres équa-
tions que des équations linéaires et d’autres
objets que des droites et des plans permet de
mieux préparer 'association entre les polynémes
du premier degré d’'une part, des droites et des
plans d’autre part.

Le passage du cadre géométrique vers le
cadre algébrique s’établit a l'aide des évi-
dences suivantes :

— un point est entierement déterminé par ses
coordonnées (x,y,z).

— l’ensemble de points satisfaisant la condi-
tionz=c (resp.x=a ety =>b)estun plan
parallele au plan xOy (resp. plan parallele au
plan yOz , plan parallele au plan xOz ).

2. Etude des point alignés

Soient trois points de coordonnées sui-
vantes :

0(0,0,0),A(1,2,1) et C(3,6,3)

Ces points sont-ils alignés ?

Si oui, trouvez 'écriture générale des
coordonnées des points qui appartiendraient
a la droite formée par les trois points don-
nés.

Voici les arguments proposés par les
éleves :
— « On laisse tomber une des dimensions et
on utilise les deux autres pour vérifier si les
pentes (!) sont les mémes. »
— «On projette les points dans deux plans for-
més par des axes. Si les projections sont ali-
gnées alors les points initiaux le sont également
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car ils sont situés a lintersection de deux
plans. »

— « Pour se déplacer du point O vers le point
A il faut avancer une unité sur l'axe Ox, deux
unités sur laxe Oy et de nouveau une unité sur
laxe Oz, pour se déplacer du point O vers le
point B il faut avancer trois fois plus d’unités
aussi bien sur l'axe Ox que sur les axes Oy et
Oz. Cela veut dire que la pente (!) de OA et de
OB est la méme. »

L’un des arguments cités peut étre exploi-
té en classe de la maniere suivante. Les points
(0,0,0), (1,2,0) et (3,6,0) sont alignés dans le
plan xOy : la relation entre les abscisses et les
ordonnées s’exprime sous forme de 1’équa-
tion y = 2x . Une telle équation dans I’espa-
ce représente un plan perpendiculaire au
plan xOy . Ce plan contient les points A, B et
C car d’une part leurs coordonnées satisfont
a ’équation, d’autre part les points de coor-
données (0,0,0), (1,2,0) et (3,6,0) sont des pro-
jections orthogonales de ces points sur le plan
x0y. Mais cela ne permet pas encore de conclu-
re que les points A, B et C sont alignés. Alors
on recommence le procédé et on vérifie que les
points (0,0,0), (1,2,0) et (3,6,0), les projections
orthogonales des points A, B et C sur le plan
yOz, sont alignés. La relation entre les ordon-
nées et les altitudes s’exprime sous forme de

I’équation z = % .

Cette équation représente dans 'espace
le plan perpendiculaire au plan yOz. Les
points A, B et C appartiennent a ce plan éga-
lement. Les deux plans ne sont pas paral-
leles car ils ont des vecteurs normaux de
directions différentes, donc ils sont sécants.
Leur intersection est la droite qui contient les
points A, B et C, donc ils sont alignés. On abou-
tit, par cette voie, a deux conditions a impo-
ser sur les coordonnées d’'un point quelconque
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Vi
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xo x]
Fig. 2

Fig. 3

pour qu’il appartienne a la droite OA ou OB :

y=2x
=2
2.

Ces deux conditions ou équations sont la tra-
duction algébrique du fait qu’en géométrie
synthétique, une droite est a 'intersection
de deux plans. Comme en plus, il y a une
infinité de telles paires des plans, on doit
s’attendre d’avoir une infinité des paires
d’équations d’une droite.

En projetant la droite sur le troisieme
plan des axes on aurait trouvé la troisieme équa-
tion x =z qui est la combinaison linéaire de
deux autres.

Un autre argument cité est ’extension a
Iespace d’un résultat établi dans le plan,
selon lequel la proportionnalité des coordon-
nées correspond a l'alignement des points
avec lorigine. Comme cette extension est
vraie, il est difficile de convaincre les éleves
de l'intérét a la légitimer. Le lien entre la
proportionnalité des coordonnées et I’aligne-
ment des points s’appuie sur le théoreme de
Thales et sa réciproque utilisés dans deux

plans différents, et elle n’est pas du tout tri-
viale.

Dans le plan, la figure qui soutient cette
propriété est donnée a la Fig. 2 et dans l'espa-
ce a la Fig. 3 . Cette voie conduit a la forme
paramétrée des coordonnées des points de la

droite : (axo , 0, 02, )

3. Etude des points coplanaires

Soit le plan © déterminé par les trois points
non alignés :

0 (0,0,0), A(0,1,1) et B(1,2,4)

On additionne les coordonnées de A et
de B pour obtenir celles d’un point C(1,3,5).
Ce point appartient-il au plan «t ?

Déterminez les conditions sur les coor-
données des points pour qu’ils appartien-

nent a ce plan et une maniere générale de
les écrire toutes.

Voici quelques réactions des éleves. Cer-
tains voient dans cette addition celle des com-
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posantes des vecteurs qui est transposée auto-
matiquement en addition des vecteurs eux-
mémes, ceci par analogie avec ce qui a été éta-
bli dans le plan. Comme, géométriquement,
Paddition des vecteurs correspond a la loi du
parallélogramme, ces éleves tirent la conclu-
sion que le quatrieme point est le sommet
d’un parallélogramme dont les trois autres som-
mets sont les points O, A, et B. Certains
éleves en doutent car, selon eux, il n’est pas
slr qu’on obtient ainsi un parallélogramme
plan : ils pensent a une sorte de parallélogramme
gauche dont la diagonale sortirait du plan
formé par les cotés issus du méme sommet.
Pour les convaincre du contraire il est néces-
saire de revenir aux définitions d’'un paral-
lélogramme (un quadrilatere dont les c6tés sont
paralleles, deux a deux) et de deux droites paral-
leles dans 'espace ( deux droites coplanaires
et paralleles dans le plan qui les contient).

D’autres éleves considerent qu'une méme
translation envoie le point (0,0,0) sur le point
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(1,2,4), et le point (0,1,1) sur le point (1,3,5)
parce qu’on ajoute « la méme chose » aux tri-
plets (0,0,0) et (0,1,1) pour obtenir les tri-
plets (1,2,4) et (1,3,5).

La Fig. 4 suggere comment trouver les coor-
données d’'un quatrieme sommet d’'un paral-
lélogramme dans le plan ;

B
C
ﬁL
o >
K
Fig. 4

le nombre de pas horizontalement ( vers la droi-
te si le nombre est positif et vers la gauche si
ce nombre est négatif) et verticalement ( vers
le haut si le nombre est positif et vers le bas
si ce nombre est négatif) est le méme de C a
B quede O aA.

(2+1 5+8.0)
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La Fig. 5 aide a calculer 'abscisse et
Pordonnée du point C : elles sont les mémes
que celles du quatrieme sommet du parallé-
logramme qui est la projection orthogonale du
parallélogramme OACB sur le plan xOy.

La Fig. 6 suggére comment calculer I’alti-
tude du point C : cette altitude est la méme
que celle du quatriéme sommet du parallélo-
gramme obtenu par la projection orthogona-
le du parallélogramme OACB sur le plan yOz.

Pour trouver d’autres points du plan
considéré, les éleves proposent différentes
pistes.

IIs commencent par les points des droites
OA ou OB : leurs coordonnées sont de la
forme respectivement (o,2a,40) et (0,0,0).
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Pour trouver des points au dehors de ces
deux droites, ils somment leurs coordonnées
et ils obtiennent les triplets (o,30,50.). Ces coor-
données sont celles des points de la droite
OC, ce qui est cohérent avec le résultat obte-
nu auparavant : quand la forme générale de
coordonnées des points d’'un lieu contient un
parametre dans une expression au premier degré
alors il s’agit des points d’'une droite. La
consigne de trouver des points du plan au
dehors des droites OA, OB, et OC permet de
prendre conscience que le parametre o doit
varier sur I'une des deux droites indépen-
damment de sa variation sur 'autre. Pour rendre
cette variation indépendante on décide d’uti-
liser deux parametres différents et on convient
de noter les points de la droite OA par (o,20.,401)
et ceux de la droite OB par (0,3,8). La pré-
sence de deux parametres indépendants est

(2,0,4)
(2; 5) 4)/ 7
e
} (2+1.0.4+(-2))
|
|
\ = 2 >
// //
> |
|
L 1,0,-2)
(1,8,-2)
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une expression des deux degrés de libertés dans
le plan. C’est également une prémisse de
I'indépendance linéaire des vecteurs non-coli-
néaires de l'espace.

Pour trouver des points au dehors des
droites OA, OB et OC, les éleves calculent les
coordonnées du quatriéme sommet d'un paral-
lélogramme dont les trois autres sommets
sont (0,0,0) , (a,2a,4a) et (0,3,P) et ils obtien-
nent le triplet (0,20 + B,40 + B).

Mais obtiennent-ils ainsi tous les points
du plan ? Dans la réponse on utilise 'argument
géométrique : tout point du plan peut étre consi-
déré comme extrémité de la diagonale d’'un paral-
lélogramme dont les cotés appartiennent a deux
directions données et dont 'autre extrémité
est placée a l'origine. Ce fait est la prémisse
de la notion d’'une base dans le plan vectoriel.

Une des conséquences des problemes
posés ci-dessus est d’apporter un sens géo-
métrique aux opérations algébriques sur les
triplets :

O((xo,yo,zo):(O&xo,ay(,,azo) 1

(xo’yo’zo) +(x1’)’1’21)=
(xo + X5,V T )13 +Zl) (2)
L’égalité (1) s’interpréte comme l’aligne-
ment des points de coordonnées (xo 2 Yo %o ) et

(axo , Oy, 07, ) avec l'origine. L’égalité (2)
traduit sur des coordonnées le fait que les points

(0,0,0) , (xor)’ovzo), ('xl’yl’zl) et

(x0 + X,V tV,% T3 ) forment un parallé-
logramme. Finalement, la forme générale des

points d’'un plan passant par (0,0,0), (xo Vo Zo )
et (xl,yl,zl) est:
(ODCO +,Bx1,05y0 +ﬁyl’azo +le)
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qui, compte tenu des propriétés (1) et (2),
peut s’écrire sous forme

a(x():}’(wzo)+ﬂ(x1,)’|’zl)- (3)

La caractérisation analytique d’'un plan
peut étre obtenue plus rapidement par d’autres
raisonnements, comme par exemple celui qui
s’appuie sur le produit scalaire. Le raisonnement
développé ci-dessus garde son intérét dans le
cas ou on veut privilégier 'apprentissage de
premiéres notions de 'algebre linéaire par rap-
port a celles de la géométrie analytique.

La question suivante propose une démarche
qui s’appuie sur le produit scalaire nul.

Soit A(1,-2,3) un point donné. Déterminez
un point B; qui forme avec O une droite per-
pendiculaire & OA, un autre point By qui véri-
fie la méme condition, encore un autre point
Bs, ...

Quelle relation doivent vérifier les coor-
données (x,y,z) de tous les points tels que
By, By, B3 ... 7

En utilisant le produit scalaire nul comme
condition de perpendicularité des droites OA
et OB les éleves établissent la condition

x—2y+3z=0. Pour s’assurer que tous les

points By, By, B3 ... appartient 2 un méme plan
et que I’équation de ce plan est donnée par la
condition ci-dessus, il faut faire appel a la
géométrie synthétique et vérifier que lensemble
des droites perpendiculaires a une droite don-
née et passant par un point donné de cette
droite forme un plan.

Pour résoudre des problemes d’aligne-
ment et de la coplanarité, ’'outil vectoriel
n’est pas indispensable. Son introduction pré-
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coce risque d’évacuer le sens a cause des pro-
cédures qui accompagnent le calcul vectoriel
comme celui qui précede le calcul des équa-
tions des droites ou des plans.

De plus, I'extension du vecteur dans le plan
au vecteur dans l’espace ne va pas de soi.
Les figures planes qui illustrent des opérations
algébriques sur des vecteurs dans le plan doi-
vent étre remplacées par des figures spa-
tiales.

La difficulté d’appréhender un vecteur
comme classe des segments orientés se mani-
feste dans la difficulté de comprendre que
deux vecteurs dans l’espace sont toujours
coplanaires, surtout dans le cas ou les segments
orientés qui les représentent sont non copla-
naires (Fig. 6).

Cette difficulté apparait également quand
les éleves doivent établir que certains points
sont coplanaires a partir des vecteurs copla-
naires associés et réciproquement.

Fig. 6

4. Un systeme de trois équations
a trois inconnues

Les systemes d’équations linéaires sont
Pobjet de I'algebre linéaire et le rang est un
concept important de cette théorie. La pro-
blématique de résolution d’un systeme d’équa-
tions peut prendre un aspect particuliere-
ment intéressant dans « 'ambiance » des
équations des plans et des droites.
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4.1 Positions relatives des plans

1. Les plans &, , m, et m,caractérisés par

les équations cartésiennes ci-dessous sont-
ils sécants ?

T 2x+z=1
a) m,:4y—-3z=8
mT:x+y=0
m:2x+3y+z=1
b) m,:5x+4y—-3z=8
m:Tx+7y—-2z=9

Si oui, quelle est cette intersection ?

Les objectifs de ces questions sont les
suivants : prendre conscience que I’étude des
positions relatives de trois plans et la résolution
d’un systeme de trois équations a trois incon-
nues sont deux facettes d'un méme probleme
et préparer le terrain pour établir les opéra-
tions algébriques sur des systémes qui conser-
vent ’ensemble de solutions et ainsi amener
la méthode de Gauss de résolution d’un sys-
téme linéaire.

Dans le cas du systeme a), chaque plan
est parallele a 'un des axes. Il en résulte que
ces plans sont sécants en un seul point. La
recherche des solutions le confirme : le sys-
teme admet une solution unique qui est le tri-

plet (E,_E,_mj.
2 2

Dans le cas du systeme b), on peut remar-
quer que la troisieme équation est la somme
des deux premieres. Les éleves éprouvent les

difficultés a interpréter cela géométrique-
ment. Ils préferent calculer « la solution ».
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Voici un exemple de leur calculs :

Dans le systeme d’équations

2x4+3y+z=1
Sx+4y-3z=8
Tx+7y—-2z=9

ils isolent l'inconnue z dans les deux pre-
mieres équations, cela donne le systéme sui-
vant :

z=1-2x-3y
e=(8-5x-4y)(—1)
Tx+T7y—2z=9
IIs éliminent z des deux derniéres équations :
z=1-2x-3y
1=2x—3y=(8—5x—dy)(-1)
7x+7y—2(1—2x—3y)=93
et ensuite ils réduisent les expressions algé-
briques :
z=1-2x-3y
3-6x—-9y=-8+5x+4y
Tx+T7y-2+4x+6y=9

z=1-2x-3y
—11x-13y=-11
1Mx+13y=11

Dans ce systéme, les deux derniéres équa-
tions sont stirement équivalentes; 'une d’elles
est donc inutile. Ainsi, le systeme se réduit a
deux équations utiles

z=1-2x-3y
Ix+13y=11"

Ceci est une occasion pour introduire la
notion du rang d’'un systéme comme le nombre
d’équations utiles.

(D
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Pour résoudre le systeme (1), les éleves
proposent de le faire par rapport a deux des
trois inconnues, par exemple par rapport a y
et z. On obtient alors le résultat suivant :

11 11 20 7
et z=——74+—x.
13 13 13 13
Le résultat est inattendu : le systeme
admet une infinité des solutions, dont la forme
générale est :
( 11 11 20 7
X,———X,——+—x
13 13 13 13 .
L’inconnue x change ici de statut puisqu’elle
devient un parametre, autrement dit une
variable indépendante telle qu’a chacune de
ses valeurs correspond un triplet. GEométri-
quement, le lieu des points dont les coordon-
nées sont de la forme :

( 11 11 20 7
oO,——-—o,——+—a
13 13 13 13 ,
est une droite.

A ce stade, I'interprétation géométrique
de la position relative des trois plans est
immédiate : ces plans sont sécants en une droi-
te commune (Fig. 7) :

If

Fig. 7

Ce résultat peut étre directement établi
a partir du fait que la troisieme équation est
la somme des deux autres. En effet, toute
solution des deux premieres équations est
également une solution de la troisieme. Géo-
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métriquement cela signifie que tout point
appartenant a l'intersection des deux pre-
miers plans appartient également au troi-
sieme plan. Comme les deux premiers plans
ne sont pas paralleles le troisieme plan contient
leur intersection (Fig. 7).Ce type de raison-
nement semble étre inhabituel et difficile
pour la majorité des éleves.

2. Pouvez-vous déterminer I'existence et le
nombre de solutions de chacun des sys-
temes suivants sans le résoudre ?
2x+3y+z=1
a) 5x+4y—-3z=8
7x+7y—-2z=10

2x+3y+z=1
5x+4y—-3z=8
15x+12y -9z =24

Exercice 2 (voir ci-contre)

b)

Le systéme a) n’a pas de solutions, il est
représenté par trois plans sécants deux a
deux (Fig. 8). 2x+3y+z=1
Fig. 8 c) 5x+4y—-3z=8
15x +12y -9z =20
2x+6y+4z=38
x+3y+2z=4
3x+9y+6z=12

plans, dont deux sont confondus ; une des

L. , . X . x+3y+2z=4
deux dernieres équations est inutile.

3x+9y+6z=0

e)

Fig. 9
7x+4y—-z=8
y+3z=1
2=k

3

2x+3y+z=0
5x+4y-3z=0
Tx+7y—-2z=0

g)

Le systeme b) est représenté par trois {23( +6y+4z=8

Le systéeme a une infinité de solutions —
coordonnées des points appartenant a la droi-
te d’intersection de deux premiers plans (cf.
Fig. 9). Le systeme c) est représenté par trois
plans dont deux sont paralleles non confon-

Dans chacun de cas, établissez le nombre
d’équations utiles pour calculer des solutions.

Conjecturez le lien entre ce nombre et
le type de solutions.
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dus ; un tel systéeme n’a pas de solutions (Fig.
10).

‘ Fig. 10

Le systeme d) est représenté par trois
plans confondus, il admet une infinité de
solutions — coordonnées des points du plan
commun. Dans ce cas, il n’y a qu’'une équation
utile.

Le systéme e) est représenté par trois
plans paralleéles dont deux premiers sont
confondus, il n’a pas de solutions.

Le systéme f) représente trois plans
sécants en un point (Fig. 11), il admet donc
une solution unique — les coordonnées de ce
point.

Fig. 11

En effet, la deuxiéme équation est repré-
sentée par un plan parallele a ’'axe Ox parce
que le coefficient de x est nul, la troisiéme équa-
tion est représentée par un plan parallele au
plan xOy et la premiére équation représente
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un plan qui n’est parallele a aucun de ces
deux plans.

Le systeme g) est représenté par trois
plans contenant une droite passant par l'ori-
gine et paralleles aux trois plans représentant
le systeme a) (Fiig. 7). Il admet une infinité de
solutions qui sont les coordonnées des points
de la droite d’intersection.

L’existence ou non de solutions, et leur
nombre dépendent des positions relatives des
trois plans. Cela motive la question suivan-
te.

3. On veut étudier les solutions d’'un systeme
de trois équations a trois inconnues, leur exis-
tence et leur nombre. A quels résultats
peut-on s’attendre ?

On peut choisir plusieurs criteres de clas-
sement de positions relatives de trois plans.
Ici, le critére qui convient le mieux est celui
qui prend en considération le type d’inter-
sections simultanées possibles entre trois
plans.

Trois plans sont soit concourants, soit ils
n’ont aucun point commun. Quand ils sont
concourants alors cela a lieu
— soit en un point (Fig. 11),

— soit en une droite (Fig. 7),
— soit en un plan.

Dans le contexte algébrique ce classe-
ment se traduit par le fait que
— le systéme peut avoir une solution ;
— le systéme peut avoir une infinité de solu-
tions — coordonnées des points d’une droite ;
— le systéme peut avoir une infinité de solu-
tions — coordonnées des points d'un plan ;
— le systeme peut ne pas avoir de solution.
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Les questions 4 et 5 généralisent le rai-
sonnement déja utilisé dans le but d’établir
des regles qui permettent d’obtenir des sys-
temes équivalents.
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4. Considérez deux plans 7, et 1y respecti-
vement d’équations cartésiennes

2x+3y+z=1et 5x+4y—-3z=8
et un troisieme plan ng d’équation
k(2x + 3y + z) +K'(5x + 4y — 3z) =k + 8K’

ou k et Kk’ représentent deux nombres
quelconques non-nuls simultanément. Quel-
le est 1a position du plan nt3 par rapport aux
plans ©t1 et mg ?

Résolvez quelques uns des systemes
proposés en les ramenant a un systeme
équivalent qui a la forme du systeme f).

Etablissez le lien entre le nombre de
parametres dans 1’écriture générale des
solutions, le nombre d’équations utiles (ou
le nombre d’inconnues principales) et la
dimension de 'ensemble de solutions.

5. Considérez le systeme d’équations suivant :

2x+y—z=1
x+3y+4z=2
—x+2y-3z=-3

a) Donnez des exemples de systémes qui lui
sont équivalents, c’est-a-dire des systémes
ayant le méme ensemble de solutions. Expli-
quez pourquoi.

b) Déterminez les opérations algébriques sur
les systemes d’équations qui ne modifient
pas I'ensemble des solutions.

La question 6 prépare la mise en place de
la méthode de Gauss de résolution des systémes
linéaires d’équations.

6. Lequel parmi les systémes proposés en
2 serait-il le plus facile a résoudre ? Pour-
quoi ?

A

Il n’y a aucun doute que le systeme f) est
le plus facile a résoudre.

Le systéme a) ramené a la forme f) et
représenté sous forme symbolique d’'un tableau
donne le résultat suivant :

RERT
2 2| 2
n| on
01 —|-—
T 7
00 0] 1

La derniere ligne
0x + 0y +0z=1.Une telle équation est impos-
sible. On en conclut que le systéme n’a pas de
solutions.

signifie que

Dans le cas du systeme b) on obtient le
tableau suivant :

3011
1___
2 2|2
1l 1
01 —|-—
7| 7
00 0|0

La derniére ligne représente 1’équation

0x+0y+0z=0 ; tout triplet est sa solu-
tion. Le systéeme peut se limiter aux deux
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premiéres équations. Dans leurs solutions il
y aura un parametre.

Le systéme c) devient

RERSI!
2 2|2
11 11
01 —|-—
T 7
00 0|4

N

La derniére ligne confirme qu’il n’a pas de solu-
tions.

Le systeme d) devient

1 3 2|4
0 0 o0j0

0 0 00

La seule équation utile x+3y+2z=4 admet
une infinité de solutions avec deux para-
metres.

Le systéme e) devient

1 3 2|4
0 0 00

0 0 0[-12

La derniére équation n’a pas de solutions.

A ce stade 13, on peut conjecturer que
tout systeme de trois équations linéaires a trois
inconnues peut étre remplacé par un syste-
me équivalent représenté par une des formes
symboliques suivantes :

1 a bl|c 1 1 a blc
0 1 dje 0 1 dje 0 1 dle
00 1|f 00 0|f O 0 0f0

i) ii) iii)

a blc
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1 a bjc 1 a bl|c 0 0 Ofc
0 0 Ole 0O O 0O/O O 0 Of0
0 0 0[0 0 O 0/0 O 0 0Of0
iv) v) vi)
0 0 0f0
0 0 0}0
0 0 0f0

vii)

Le tableau i) représente un systéeme avec
une solution unique, et il correspond a trois
plans sécants en un point : les trois équations
sont utiles (rang 3) et dans la solution il n’y
a aucun parametre.

Les tableaux ii) et iii) sont apparentés :
la derniere ligne des coefficients est compo-
sée de 0. Le systeme ii) n’a aucune solution;
géométriquement, le systeme initial corres-
pondait a trois plans formant une tente (Fig.
8) Le systeme iii) a une infinité de solutions
et il correspond a trois plans sécant en une droi-
te (Fig. 12) : les deux premieres équations sont
utiles (rang 2) et dans I’écriture générale des
solutions du systéme on utilise un para-
metre. Géométriquement, on peut passer du
systeme ii) au systéme iii) par la translation
de l'un des trois plans vers le plan passant par
la droite commune des deux autres.

Les tableaux iv) et v) sont apparentés
car deux lignes de coefficients sont composées
de 0. Le systéeme iv) n’a aucune solution :
géométriquement le systeme initial corres-
pondait a trois plans paralleles distincts. Le
systeéme v) a une infinité de solutions et il cor-
respond a trois plans confondus : une équa-
tion seulement est utile ici (rang 1) et dans
Pécriture générale des solutions du systeme
sont utilisés deux parametres. Géométrique-
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ment, on peut passer du systéme iv) au sys-
téme v) par les translations de deux plans vers
le troisieme ce qui revient a ajuster les termes
indépendants dans leurs équations.

Les tableaux vi) et vii) sont apparentés car
les trois lignes de coefficients sont compo-
sées de 0. Le systéme vi) n’a aucune solu-
tion, mais tout triplet est solution du syste-
me vii) : aucune équation n’est utile (rang 0)
et dans I'écriture générale des solutions on uti-
lise trois parametres.

De tout cela on peut conjecturer le lien entre
le rang d’un systéme et le nombre de solutions
dans le cas ou le systeme admet des solu-
tions :

trois équations utiles
&> une solution (avec zéro
parametres) ;
deux équations utiles
¢ une infinité de solutions
avec un parameétre ;
une équation utile
<> une infinité de solutions
avec deux parametres ;
aucune équation utile
¢ une infinité de solutions
avec trois parametres.

A partir des résultats obtenus en géo-
métrie analytique on a l'interprétation géo-
métrique des solutions :

— deux équations utiles ou une infinité de solu-
tions avec un parametre correspondent a une
droite ;

— une équation utile ou une infinité de solu-
tions avec deux parameétres correspondent a
un plan ;

Par l'intermédiaire des vecteurs normaux
des plans, on peut porter un autre regard sur
les rapprochements entre les tableaux ii) et
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iii), iv) et v), vi) et vii). Ce point de vue est déve-
loppé a partir de la question suivante.

7. Discutez les conditions d’existence et le
nombre de solutions d’un systeme d’équa-
tions 3 X3 en fonction des positions rela-
tives des vecteurs normaux de trois plans.

Quand les vecteurs normaux ne sont pas
coplanaires, alors les plans correspondants sont
sécants en un point unique. Le systeme d’équa-
tions a une solution unique (tableau 1)).

Quand les trois vecteurs normaux sont
coplanaires ( et au moins deux non multiples
entre eux), les plans correspondants sont soit
sécants en une droite (Fig. 7), soit ils forment
une «tente» (Fig.8). Dans le premier cas, le sys-
teme d’équations admet une infinité de solu-
tions avec un parametre ; dans le second cas,
il n’a aucune solution (tableaux ii) et iii)).

Quand les trois vecteurs sont multiples
entre eux, les plans correspondants sont soit
tous confondus soit au moins deux entre eux
sont disjoints. Dans le premier cas, le syste-
me d’équations admet une infinité de solutions
avec deux parametres ; dans le second cas, il
n’a aucune solution (tableaux iv) et v)).

Si trois vecteurs dans ’espace sont tous
multiples entre eux, on dira que leur rang est
égal a 1.

Si trois vecteurs dans I'espace sont copla-
naires et au moins deux ne sont pas mul-
tiples entre eux, on dira que leur rang est égale
a2.

Si trois vecteurs dans l’espace ne sont

pas coplanaires, on dira que leur rang est
égal a 3.
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En rapprochant le rang d’'un systeme
d’équations du rang d’'un systeme de vecteurs
(normaux), on peut établir qu’ils sont égaux
quand ils correspondent & une méme position
relative de trois plans. Les questions trai-
tées dans cette section montrent que ’étude
des systemes d’équations linéaires ne deman-
de pas d’outils algébriques sophistiqués tel le
déterminant et qu’elle peut s’appuyer effica-
cement sur la géométrie synthétique et ana-
lytique de 'espace et se limiter a l'utilisation
de la méthode de Gauss.

5. Transformations de I’espace
et leurs expression analytiques

Les deux questions suivantes permettent
de rencontrer quelques isométries de I'espa-
ce et de se familiariser avec leurs expres-
sions analytiques.
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La question 3 a pour but d’établir le lien
entre les invariants d’'une transformation
affine tels que la conservation d’alignement,
du rapport de section, du parallélisme, et son
expression analytique.

1. Considérez trois plans orthogonaux deux
a deux. Imaginez les symétries par rap-
port a ces plans et par rapport a leurs inter-
sections et composez-les entres elles. Tra-
duisez l'effet de ces symétries sur les
coordonnées d'un point quelconque.

3. Considérez une rotation de 120°.

a) Quelles sont les coordonnées du point P’
image du point P par cette rotation quand
son axe est la droitex=y=2?

b) Quelle est I'expression analytique de la
rotation si son axe devient 'axe Oz?

Question subsidiaire pour b) : Construisez
des images des points (1,0,0),(0,1,0) et
(0,0,1), représentez les dans le plan xOy vu
d’en haut et calculez leurs coordonnées.

Comment, a partir de la, pouvez-vous
construire les images des points (1,1,0) et

3
( 3 ,2,0), et ensuite calculer leurs coordon-

nées ?

2. Caractérisez les transformations de I'espa-
ce correspondant aux expressions ci-dessous.

fil..2)=(x.33.2)

H(x,y,2)=(x,2,~y)
fi(x,y,2)=(x,2-y,-2)
fa(x,9,2)=(0,y,1)

1 1
B3, = (G5 (x+9).2)
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X/
Fig. 13

a) Le cube unitaire attaché au systeme d’axes
permet de visualiser la rotation. Mais pour cela
il faut bien connaitre le cube et ses rotations
de 120° qui le conservent (Fig. 13). A partir
de 13, on peut observer que 'axe Ox est envoyé
sur Oy, I'axe Oy sur Oz et 'axe Oz sur Ox. En
classe, cela suffit pour que les éleves affirment
que f(x,y,z) = (z,x,y) sans se soucier des
autres points dans I’espace que ceux qui sont
situés sur les axes.
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b) Cette fois-ci la réponse n’est plus évi-
dente et sans indications la classe ne pro-
gresse pas. Les coordonnées des points I’ et
J’ sont calculées a I'aide de la trigonométrie :

LB olet (-2 Lo,
2 2 22

Les coordonnées de M’ , quatrieme sommet du
rectangle, sont égales a4 la somme des coor-
données des points I’ et J° (Fig. 14) :

(_i_ﬁ,ﬁ_l,oﬂ

2 272 27,
d
I'yJ M
M‘
I
Jl
Fig. 14

Les coordonnées des points A’ et B’ sont égales

_ \
a: (_lxi EXE,OJ et [_gxz,_%xz,o .

2°2'2 2 )
Y
B C
M
c'< M
A X
BI
Fig. 15

Les coordonnées du point C’ (Fig. 15), quatrieme
sommet du rectangle, sont égales a la somme
des coordonnées des points A’ et B’.
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Ainsi, les coordonnées de I'image d’un
point quelconque (x,y,z) son égales a

( 1 A3 V3 1 )
—— XY,/ X——Y,Z|.
27 27727 2

La réponse a la premiere question permet
de mettre en évidence la structure du calcul
sous forme de 1’égalité suivante :

f(x,y,z) = xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + z(0,0,1) (L).

Elle est 'expression analytique des inva-
riants de la rotation : I’'alignement des points
et le parallélisme des droites.

Cette égalité est confirmée dans le cas de
la deuxieéme rotation. Elle signifie que les
expressions analytiques des deux rotations étu-
diées sont entierement établies a partir des
images des points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) ( T'ori-
gine (0,0,0) est 'un des points fixes de la
transformation).

La question suivante permettra d’insti-
tutionnaliser cette procédure et de délimiter
son champ d’application.

4. Pour trouver I'image d’un point quel-
conque par la rotation considérée nous nous
sommes servis de la propriété (L) suivan-
te : pour tous les triplets (x,y,z)

fix,y,z) = xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf(0,0,1) (L).

C

A \ -
B
Fig.16

a) Sur la Fig.16 on représente les points A,
B et C images des points de coordonnées
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(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) par une trans-
formation qui satisfait a la condition (L).
Construisez I'image du point de coordonnées
(1,1/3,1/2).

b) Quelles propriétés géométriques doivent
étre satisfaites par une transformation
pour que son expression analytique satis-
fasse (L) ?
¢) Notons (1,0,0) , f(0,1,0) , f(0,0,1) respec-
tivement par (aj,ag,as) , (by,bg,bg) et
(cq,c9,c3). Comment a partir de 1a peut-on
établir 'expression de f(x,y,z) ? Comment
peut-on la noter d’'une maniere compacte ?
d) Voici I'expression analytique d'une trans-
formation de ’espace donnée par :
f(x,y,z) =

X y z

x2+y2+z2 ’x2+y2+z2 ’x2+y2+zz

Peut-on la représenter matriciellement ?
Pourquoi ?

La construction demandée a la question
a) est représentée a la Fig. 17. Elle permet de
mieux prendre conscience des propriétés géo-
métriques présentes derriere la condition (L).

C

A 7\
B
Fig. 17

b) L’égalité (L) exprime la conservation
de la structure linéaire de 'ensemble des tri-
plets. Elle est la conséquence de la conservation
de l’'alignement et des rapports de section et
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la conservation du parallélisme. De telles
transformations s’appellent transformations
affines. Remarquons que la condition (L)
impose que I'image de (0,0,0) est (0,0,0), donc
il s’agit des transformations qui ont, au moins,
un point fixe : une translation, par exemple,
est une transformation affine sans point fixe,
donc elle ne satisfait pas la condition (L).

¢) La condition (L) permet d’établir, dans
un repere donné, 'expression analytique géné-
rale d’'une transformation affine qui conser-
ve lorigine :
f(x,y,z) =
x(al ,az,a3) + (b ,bz,b3) + z(cl ,02,03)
=(ax +by+cz,ax + by +

+ 0,2, a3 + byy + ¢32)

L’expression de chacune des composantes
est un polynéme homogeéne du premier degré
en x, y et z. Cette condition permet égale-
ment d’associer une représentation matri-
cielle a chaque transformation affine avec au
moins un point fixe :

a b
a b o
a3 by c3,

Cette représentation dépend de choix du repe-
re, mais elle implique que I'image de l'origi-
ne est toujours l'origine.

d) La transformation définie par les for-
mules :
flx,y,z) =
X y Z
Xy +2 Xy 4 xRy 4
envoie (1,0,0) sur (1,0,0), (0,1,0) sur (0,1,0) et
(0,0,1) sur (0,0,1). Ainsi la matrice éventuel-
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le de la transformation serait la matrice iden-
tique donc la transformation elle méme serait
identique. Cela n’est pas le cas car, par
exemple, 'image du plan z = 1 est la sphere

d’équation X2+ y2 + 12 =z ou d’équation :
1 1
X+ ¥+ (=) =Z.

Pour la méme raison, cette transforma-
tion n’est pas affine car elle ne conserve pas
Palignement des points. D’autre part, son
expression analytique n’est pas du premier degré
en x, y et z. Ce contre-exemple permet de
mieux comprendre le lien entre les proprié-
tés affines d’une transformation, le premier
degré dans son expression analytique et sa repré-
sentation matricielle.

On peut définir le rang d’'une transformation
affine (avec un point fixe) de la maniere sui-
vante :

— quand les triplets f(1,0,0) , f(0,1,0) et
(0,0,1) sont multiples entre eux, ou quand
les points correspondants sont alignés avec l'ori-
gine, le rang est égal a 1,

— quand 'un des triplets (1,0,0), (0,1,0) et
(0,0,1) est la combinaison linéaire des autres
sans étre tous multiples entre eux ou quand
les points correspondants sont coplanaires sans
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étre alignés avec l'origine, alors le rang est 2,
— quand aucun des triplets n’est combinai-
son linéaire de autres ou quand les points
correspondants ne sont pas coplanaires alors
le rang est 3.

L’écriture matricielle d'un systeme d’équa-
tions 3 X 3 permettra de conjecturer que le rang
d’une transformation, le rang d’'un systéme
d’équations et le rang d’'un systeme de vecteurs
sont égaux quand la transformation et le sys-
teme d’équations sont représentés par une méme
matrice, et le systeme des vecteurs est celui
des vecteurs normaux.

6. Conclusion

Les prémisses des concepts fondamen-
taux de I'algebre linéaire comme la dépendance
et 'indépendance linéaires, le rang d’un sys-
téme ou d’'une matrice, la structure linéaire
et sa dimension, peuvent étre présentes dans
un enseignement du calcul linéaire au niveau
de l’école secondaire. L’étude des lieux qui
s’appuie sur deux cadres, géométrique et algé-
brique, y contribue d’une manieére significa-
tive. Les raisonnements synthétique-géomé-
trique et analytique-algébrique sont
concomitants et complémentaires.
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