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LES SPIRALES

André STOLL
Irem de Strasbourg

« Quelle spirale, que I'étre de
I’homme. Dans cette spirale,
que de dynamismes qui s’inver-
sent. On ne sait plus tout de
suite si I'on court au centre ou si
I’on s’en évade. »

BACHELARD, Poétique de I'espace.

1. Introduction

Les spirales ? Elles sont présentes partout.
Dans le monde animal ou végétal, admirez la
forme superbe d’un nautile ou d’une coquille
d’escargot. Admirez également la fleur de la
marguerite. Celle-ci est composée d’une cen-
taine de fleurons élémentaires jaunes, disposés
en son ceeur selon une double gerbe de spirales
droites ou gauches. Vous en trouverez égale-
ment dans les tableaux de Léonard de Vinci,
de Diirer et autres artistes peintres, en archi-
tecture, en ferronnerie, en mécanique... Sur
une pellicule photo, un banal escalier hélicoidal
devient une spirale. En astronomie, nul ne peut
ignorer les galaxies en forme de spirale.

Cette figure est présente dans toutes
les cultures. Elle est chargée de signification
symbolique. C’est un motif ouvert et opti-
miste. Elle représente les rythmes répétés
de la vie, le caractere cyclique de 1’évolu-
tion.

Léonard de Vinci : I'Annonciation

Ce texte est un résumé de la conférence donnée
le 28 mars 1998 a la régionale Alsace de 'APMEP. 73
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Paradoxalement pourtant, dans la langue
frangaise, on ne parle d’elles que pour évoquer
un échec, une crise... la spirale du chomage,
la spirale de la violence...

Paradoxalement encore, si ces courbes
sont si présentes dans notre environnement,
elles sont presque complétement oubliées
dans 'enseignement des mathématiques.
Pourquoi ? Difficile de répondre de maniere
précise a cette question. Certains disent
qu’elles sont trop difficiles a tracer. C’est évi-
demment une fausse raison. D’ailleurs a l’ere
des calculatrices graphiques et autres tra-
ceurs de courbes cette raison ne peut pas
expliquer leur absence.

Dans l’histoire des mathématiques, ces
figures sont intervenues comme solutions de
probléemes fondamentaux et extrémement
variés. Et trés souvent, elles apparaissent la
ou on ne les attendait pas !
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Au cours de T'article ci-dessous, je sou-
haiterais d’'une part présenter quelques spi-
rales en les remettant dans leur contexte his-
torique et d’autre part, montrer ce que I'étude
de ces courbes peut apporter 4 un enseignant
de mathématiques.

2. Die «Quadratwurzelschnecke» 1
ou spirale de Théodore de Cyreéene.

2.1. De 'incommensurabilité de la diagonale
du carré a la spirale de Théodore.

Dans l'ouvrage de Platon qui porte son nom,
Théétete affirme que son maitre, Théodore, a

étudié V'irrationalité des nombres v 2 ,

V3 ,\7 5,...jusqu’a V17 , et qu’il a construit
ces nombres devant lui (voir encadré de la page
suivante). Comment ?

Pourquoi Théodore s’est-il arrété a V17 ?Nous
ignorons les réponses a ces questions. Depuis
plus de 2 millénaires, les mathématiciens et
les historiens se posent ces questions
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et, encore de nos jours, les spéculations conti-
nuent.

Une réponse, pleine d’imagination, a été don-
née, il y a environ 70 ans par un mathéma-
ticien allemand, J.H. Anderhub. Celui-ci ima-

gina que Théodore construisit V2 s V3 ,\/ 5
al'aide d’une suite de triangles rectangles dont
I'un des c6tés de I'angle droit mesure une
unité et I'autre coté de 'angle droit est I’hypo-
ténuse du triangle rectangle précédent, le
premier triangle étant rectangle et isocele
(voir plus loin, figure 1.)

1 Die "Quadratwurzelschnecke": I'escargot de la racine
carrée
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Il est aisé de démontrer a ’aide du théo-
réme de Pythagore que les hypoténuses des

triangles ainsi construits mesurent V2,

V3 ,\/5 ,... J.H. Anderhub observa que V17

est ’hypoténuse du dernier triangle rectangle
avant que la figure ne se superpose a elle-méme.
En poursuivant la construction, nous obtenons
une spirale que J.H. Anderhub dénomma
« die Quadratwurzelschnecke » c’est-a-dire
«l’escargot de la racine-carrée » pour rappe-
ler que ’hypoténuse du n-ieme triangle est

v n+1 . En Thonneur de Théodore de Cyrene,
elle est aussi appelée « la spirale de Théodo-
re ». Il se pourrait ainsi que cette spirale,
tout en étant une découverte récente, soit la
plus ancienne des spirales.

2.2. Construction de la spirale
de Théodore.

La spirale de Théodore est une spirale dis-
crete. Pour la tracer, nous construisons un tri-
angle rectangle et isocele (OA,A,) puis, par récur-
rence, les points A;, A,, As,... tels que :

— les angles OA,A,,, sont droits :

OAA, = OAA, = OALA, = ... = 1 droit,
— les cotés [A A, ] ont tous méme longueur :

OA, =AA, =AA, = ...

En prenant comme unité de mesure la lon-
gueur commune des cotés [A A, ], il est
facile de montrer, 4 'aide du théoréeme de
Pythagore, que la longueur du segment [OA,]

est\7n:

OA,=vV1 ,0A,=vV2 ,0A,=V3 , ...
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THEODORE DE CYRENE
(fin Ve - déb. IVe siecle av J.C.)

Mathématicien grec, qui enseignait
a Cyrene. D’aprés Diogéne Laérce,
Théodore de Cyréne aurait connu et
méme instruit Platon, lors de son pas-
sage a Cyréne. Platon fait d’ailleurs
de lui un des personnages de la trilo-
gie du Théétete , en le présentant a la
fois comme ami de Socrate et comme
ami de Protagoras (un disciple de
Pythagore). Dans le catalogue d’Eude-
me conservé par Proclus, Théodore
est cité aprés Hippocrate de Chios. I
figure également dans la liste de Jam-
blique comme pythagoricien. C’est, en
tout cas, de la grande découverte pytha-
goricienne de 'incommensurabilité de
la diagonale et du c6té du carré (raci-
ne carrée de 2) qu'’il est parti pour étu-
dier ce que nous appelons actuelle-
ment lirrationalité des racines carrées
des nombres de 3 & 17, sans doute par
des procédés géométriques comme
nous pouvons le lire dans le “Thééte-
te ” de Platon :

THEETETE. - Théodore [...] avait
fait, devant nous, les constructions
relatives a quelques-unes des puis-
sances, montré que celles de trois
pieds et de cinq pieds ne sont point,
considérées selon leur longueur, com-
mensurables a celle d’un pied, et conti-
nué ainsi a les étudier, une par une,
jusgu’a celle de dix-sept pieds : il s’était,
je ne sais pourquoi, arrété la.

[Platon: Théétete 147d]
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2.3. Pour les enseignants :
quelques sujets de réflexion.

La construction de la spirale de Théodo-
re est, sans aucun doute possible, a la portée
d’un éleve de college. Mais, en faisant preu-
ve d’'un peu d’imagination, elle peut susciter
des questions dont le niveau peut dépasser le
niveau d’une classe préparatoire. En voici
quelques-unes dont les réponses ne sont pas
toujours connues de 'auteur de ces lignes.

Exercice 1. Dans le repere orthonormé direct

O, i , j ) ou i= OTA>1 ,on appelle z, 'affixe
du point A,

76
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Fig. 1

. Z .
Montrer que z,,,1 =7, +i — . Retrouver le résul-
[ Zp|

tat ci-dessus, c’est-a-dire : |z,|= vn .

Montrer qu’'un argument de z_ est, pour n>2:

-1

arg(z,) = kZl arctan(1/vk ).

Exercice 2 : Construction de n points de
la spirale de Théodore a I'aide du logiciel
«Maple». Voici un programme de construc-
tion de la spirale de Théodore a I'aide du logi-
ciel de calcul formel « Maple »

(il faudra bien str donner une valeur a n)
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> restart:Digits:=15:A[n]:=[x(n),y(n)]:

> calculpoints:=proc(n)

> global A,S,z; local k;

> A[0]:=[0,0];A[1]:=[1,0]; z:=1.0;

> for k from 2 to n

do z:=z+I*z/abs(z);A[k]:=[Re(z),Im(z)] od;
> S:=[seq(A[k] , k=0..n)];end:

>ni= ;

> calculpoints(n):
>plot(S,scaling=constrained,color=black,axes=no
ne);

Fig. 2

Exercice 3 : Prolongement « par conti-
nuité ». La spirale de Théodore est une spi-
rale discrete. Le but de cet exercice est de la
transformer en une spirale continue en simpo-
sant bien évidemment certaines contraintes.

Une premieére idée, trés simple, consiste
arelier les points A, par un segment de droi-
te. Malheureusement, dans ce cas, nous ne pou-
vons pas généraliser la propriété qui a donné
naissance a cette spirale. En effet, on voudrait
que si le point M est sur la courbe, alors le point
M’ tel que MM’ = 1 et que le triangle OMM’
soit rectangle soit également sur la courbe. En
langage des nombres complexes, cette propriété
se traduit par : la courbe est invariante par

i
la transformationl :z —z.(1 + — ).
1Z|
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D’ou I'idée suivante : on relie les points A, et
A, par une courbe (C) quelconque et on applique
la transformation I" & chaque point de cette
courbe (C). La figure 2 et la figure 3 montrent
le résultat lorsque (C) est un segment de droi-
te ou un demi-cercle.

Fig. 3

Ecrire un programme permettant a des logi-
ciels de calcul formel comme maple, derive...
de tracer les courbes correspondantes et tra-
cer la courbe obtenue lorsque (C) est un seg-
ment de parabole. (Une solution est proposée
en Annexe 1). Les spirales ainsi obtenues ne
sont pas assez « réguliéres » (comment défi-
nir correctement ce terme ?). D’ou la deuxie-
me question : trouver 'équation d’ une cour-
be (S) « bien réguliere » qui passe par tous les
points A, et telle que si le point M est sur (S)
alors le point I'(M) y est également. (Une
réponse se trouve en Annexe 2)

Exercice 4 : Nombre de tours... Au dix-sep-
tiéme point, la spirale a presque fait un tour
complet. Montrer que le nombre de spires
réalisées lorsque n>18 est égal a la partie entie-

n-1 _
re de : i 2 arctan(1/vk ).
21 K=1

Calculer, par exemple, le nombre de tours
lorsque n = 10°.
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2.4. Pour le plaisir : généralisons !

Pour construire la spirale de Théodore, nous
avons pris une succession de triangles rectangles
dont I'un des c6tés mesure 1 unité (en langage
des nombres complexes, ceci correspond a la

. iz .
transformation z — z + — . Généralisons en
1Z|

prenant, non plus un angle droit, mais un angle
quelconque et le coté A A, quelconque (Soit

. zZ
une transformation delaformez —z+b —
1Z|
ot b est un nombre complexe quelconque). Géné-
ralisons encore d’avantage par la transformation

z—>az+b % ou a et b sont deux nombres
z

complexes quelconques. Le lecteur inspiré
pourra encore généraliser en prenant par
exemple a et b dépendant de n. Les résultats
sont parfois spectaculaires. La figure 4 et la
figure 5 ci-contre ont été obtenues en pre-
nant : a = exp(in/4), b = exp(-in/4) (nombre
de points : 300 )eta=1,b =0,5. exp(in/2)
(nombre de points : 500).
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3. La spirale d’Archimede.

11 est fort probable que c’est en cherchant
les solutions des problemes de la trisection de
I’angle et/ou de la quadrature du cercle
qu’Archimede eut I'idée d’introduire la spirale
qui porte désormais son nom.

Celle-ci mériterait a elle seule un long expo-
sé. Aussi, me contenterai-je de ne donner que
quelques résultats concernant la spirale
d’Archimede *
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3.1. Définition. Dans le « Traité des spi-
rales », Archimede nous donne la définition
suivante : « Lorsqu’une [demi] droite tourne
uniformément dans un plan pendant que I'une
de ses extrémités reste fixe et qu’elle revient a
sa position initiale, et si sur cette droite en rota-
tion un point se déplace uniformément a par-
tir du point fixe, le point décrira dans le plan
une spirale. »

2 Le lecteur intéressé pourra consulter I'ceuvre d'Archimé-
de : Editions "Les Belles Lettres" - texte établi et traduit par
Charles Mugler - Tome Il. Les enseignants quant & eux pour-
ront consulter la brochure de I''REM de Strasbourg - "Acti-
vités géométriques pour le college et le lycée présentées dans
une perspective historique" - janvier 1996.
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Il est tout a fait remarquable que si la défi-
nition que nous donne Archimede est
purement mécanique, ses démonstra-
tions quant a elles sont purement géo-
métriques !

Archimede a-t-il utilisé la
mécanique pour découvrir les
résultats concernant la tan-
gente et d’autres propriétés de
la spirale ? La réponse nous est
inconnue. Toutefois, replacant
le traité de la spirale dans
I'ensemble de son ceuvre, cela est
fort possible.

3.2.La spirale d’Archimede et

le probléme de la trisection de
Pangle. En fait, cette spirale permet
de partager un angle en n angles égaux.

En effet, pour partager 'angle xOy enn
angles égaux, il suffit de :

— faire coincider le sommet de 'angle avec 'ori-
gine de la spirale. (Sur la figure 7, n’a été tracé

que l'arc de spirale AB ouA (resp. B) est l'inter-
section de Ox (resp. Oy) avec la spirale).

— Le cercle de centre O et de rayon OA coupe
la demi-droite [Oy) en C. On partage le seg-
ment [CB] en n segments de méme longueur
(sur la figure,n=3):CD=DE =EB.

— Les cercles de centre O et de rayons OD

et OE coupent la spirale en F et G.
— On démontre que :

xOF = FOG = GOy

(La démonstration est lais-

LES SPIRALES

Fig. 6

sée au lecteur)

) == N
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3.3. Tangente a la spirale d’Archimede
et quadrature du cercle.

Poursuivant la lecture du traité des spi-
rales, nous trouvons la proposition suivante :

« Et si une droite est tangente a la spirale
en son extrémité atteinte en dernier lieu, et
qu'on éléve, sur la droite ayant tourné et repris
sa position initiale, la perpendiculaire a
Lextrémité restée fixe jusqu’a sa rencontre avec
la tangente, je dis que le segment de droite
ainsi mené est égal a la circonférence du
cercle.»

Sur la figure ci-contre, cette proposition
se traduit par : soit T le point d’intersection
de la tangente a la spirale en A et de la per-
pendiculaire a (OA) en O ; Alors la longueur
OT est égale a la circonférence du cercle de
centre O et de rayon OA

Ainsi la construction d’'une tangente a la
spirale est un probleme équivalent au probleme
de la rectification (donc de la quadrature) du
cercle. La démonstration que nous donne
Archimede de ce théoréme offre un bel exemple
de la méthode géométrique des Anciens. Elle
présente certes des longueurs, mais celles-ci
sont nécessaires. Elle est remarquable par sa
rigueur et se trouve dégagée de tout usage de
considération d’infini.

Au début du XVII-eéme siécle, G. P. de
Roberval utilise la composition des vitesses pour
aboutir au méme résultat. Le calcul suivant
illustre sa méthode avec des notations contem-
poraines et la notion de vecteur qui est plus
récente.

Supposons, pour fixer les idées, que la demi-

droite Ox tourne autour de O a la vitesse
constante de 1 tour par seconde. Le mouve-
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Fig. 8
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Fig. 9

Fig. 10

ment du point A résulte d'un mouvement

linéaire représenté par le vecteur AC et de
la rotation de Ox représentée par le vecteur

AR (voir la figure 8 et 1a figure 9). La direc-
tion du mouvement du point A, qui est la
tangente a la spirale en ce point, est donnée

par le vecteur IE = A_C>f + ﬁ% .
Les triangles rectangles (ACS) et (AOT)
sont semblables, d’ou :
CS R

or=0A.55 _oa. AR _or0A.
CA AC

Nous retrouvons ainsi le résultat démon-
tré par Archimede il y a plus de deux mille ans.

3.4. Aire d’un segment de spirale.

Apres avoir étudié la tangente a la spirale,
Archimede s’intéresse a 'aire d’'un segment

de spirale. Il énonce la proposition suivante :

«Jedis, deés lors, que Uaire comprise entre la
spirale et la droite revenue a sa position ini-
tiale est égale au tiers du cercle décrit autour
du point fixe comme centre avec un rayon égal
au segment de droite parcouru par le point
pendant une révolution de la droite. »

(Sur la figure 10, cette proposition se traduit
par : aire de la surface hachurée est le tiers
de l'aire du disque de centre O et rayon OA)

Pour démontrer ce théoréme, Archimede
partage le cercle en un certain nombre de
secteurs angulaires. Il encadre alors I'aire A
a calculer par deux aires X; et X5 dontla
différence est aussi petite que 'on voudra. Puis
par un double raisonnement par I’absurde, il
en déduit le résultat.

L’exercice ci-dessous traduit la méthode
d’Archiméde en utilisant les notations contem-
poraines et, contrairement & Archimede, le
recours a la notion d’infini.
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Exercice 5 : calcul de ’aire d’un segment
de spirale. Soit p un nombre entier quelconque,
on partage le plan en p secteurs angulaires :

woOwy, w1Owy, ..., Wp.00wWp 1, Wy 10wy

(cf. figurel2, sur laquelle on a pris p=9).

Si 0 <n <plademi-droite [Ow,) coupe la
spirale en M,, . (pour les notations, voir la
figure 12). L’aire A & calculer est alors égale
a la somme des aires des segments de spira-
le OM M, .{)=4,:

n=p-1

A= n§0 a,.

(voir figure 11).

Exprimer en fonction
de l'angle 6 et du rayon O
r = 0OA = OB l'aire du sec-
teur angulaire (OAB).
(réponse : (r2.0)/2)

Exprimer en fonction de p et de n les
angles orientés ([Owy),[Ow,,1)) et ([Ox),[Ow,)).

En déduire la longueur OM,, et laire des
secteurs (OMyR,,1) et (OP,M,,1).

Trouver un encadrement de 4, et en

déduire :
n=p-1 ) n=p-1 )
cX Meg<cc > @D
n=0 p? n=0 p%

ou C désigne l'aire du cercle de centre O et de
rayon OA.

n=p-1

S o (p-Dp(2p-1)

Démontrer que
n=0 6

En déduire ’encadrement suivant de 4 :
1 1 1 1 1 1
( +— ) ( ).

3 2p 6p: 3 2p 6p2

<q <C
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Que se passe-t-il lorsque p tend vers “ plus
I'infini ” ? En déduire le résultat annoncé par
Archimede.

Transcrit en algorithme moderne, 'obten-
tion de ce résultat ne pose aucun probléme.
En effet, dans un repére orthonormé conve-
nablement choisi, une équation de la spirale
d’Archimede en coordonnées polaires est :

OA
p=kbouk= —.
2n
L’aire de la premiere spire est égale a
I'intégrale définie :

2n 2n
1 s 1 K7 )
0 0
2 2n 372
ﬂ[:li[GS] _ 8’k
6 0 6
- TCOAZ‘
3

Malheureusement cet algorithme nous fait
oublier les raisonnements géométriques qui
sont les fondements du calcul intégral. Nous
Pappliquons machinalement & un grand
nombre de courbes dont nous connaissons
une équation sans nous préoccuper de la
décomposition de l'aire a calculer en tranches
et de l'inscription et de la circonscription de
celles-ci. Il n’en est pas de méme pour les
Anciens pour lesquels chaque probleme de
quadrature est un probleme spécifique qui recoit
une solution particuliere.

3.5. Longueur d’'un segment de spirale.
Au XVII-éme siécle, a ’'aide de 1a métho-

de des indivisibles, les mathématiciens démon-
trent que le probleme de la rectification d’'un
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Fig. 12

arc de la spirale d’Archimede est équivalent
ala rectification d’un arc de parabole (voir figu-
re 13 de la page suivante).

La méthode des indivisibles étant contes-
tée, Blaise Pascal démontre ce résultat a
laide de la méthode des Anciens : « [...] et sans
m’arréter, ni aux méthodes des mouvements,

ni a celles des indivisibles, mais en suivant celles
des anciens afin que la chose ptt étre désor-
mais ferme et sans dispute. Je U'al donc fait,
et j’ai trouvé que M. de Roberval avait eu rai-
son, et que la ligne parabolique et la spirale
sont égales l'une a Uautre ; c’est ce que vous ver-
rez. La démonstration est entiere et exacte-
ment accomplie, et vous pourra plaire d’autant
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qu’elle est la seule de cette espéce, aucune
autre n‘ayant encore paru a la maniére des
anciens de la comparaison de deux lignes de
différente nature. Ainsi je puis dire avec cer-
titude que la ligne parabolique est égale a la
spirale et je m’assure que cette preuve arréte-
ra toutes les contradictions Voila ce que vous
avez demandé de moi : je souhaite que cela vous
agrée, et que ce vous soit au moins une marque
du désir que jai de vous satisfaire et de vous
témoigner que je suis de tout mon cceur, etc.
De Paris, ce 10 décembre 1658.»°

Méthode des Anciens (aussi appelée métho-
de d’exhaustion), méthode des indivisibles :
la premiere est au XVII-eme siécle le mode-
le de la rigueur, la deuxieéme étant quant a elle
une méthode de découverte.

La spirale (S) est donnée. M est un point
quelconque de (S) et I est le point de ’axe des
abscisses qui vérifie OM = OI . Soit (P) une
parabole, o. ’angle formé par la demi-droite
[OM) et la tangente a la spirale en M, B 'angle
formé par 'axe des abscisses et la tangente
ala parabole en P. Lorsque la parabole (P) est
correctement choisie, les angles o et § sont égaux

et ’arc de spirale OM a la méme longueur

que l'arc de parabole ({)F . (Par exemple si
la spirale (S) a pour équation polaire p = k6,
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il faut prendre la parabole (P) qui a pour
équation cartésienne y = x?/2k ).

Exercice 6 : Théodore et Archimeéde :
deux spirales si proches. Montrer que
lorsque n tend vers l'infini, la spirale de

Théodore est asymptote a une spirale
d’Archimede.

4. Les spirales de « Albrecht Diirer »

Dans son livre intitulé « Underweysung
der messung / mit dem zirckel und richt-
scheyt / in Linien ebnen unnd gantzen corporen
/ durch Albrecht Diirer zu samen getzogen /

3 «Lettre de A. DETTONVILLE [c’est-a-dire de Blaise PAS-
CAL] a Monsieur A.D.D.S.» in Blaise PASCAL, CEuvres Com-
pletes, Bibliothéque de la Pléiade page 314. La démonstration
de PASCAL est jointe a la lettre.

4 Instruction pour la mesure / & la regle et au compas / des lignes,
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und zu nutz aller kuntstliebhabenden mit zu
gehorigen figuren in truck gebracht / im jar
M.D.XX.V.»#, Albrecht Diirer nous montre com-
ment construire quelques spirales :

plans et corps solides / réunies par Albrecht Direr / et imprimées
avec les figures correspondantes / a l'usage de tous les ama-
teurs d'art/ en I'an M.D.X.X.V. Une traduction de ce livre est parue
en 1995 aux Editions du Seuil sous le titre "Albrecht Direr:
Géométrie" Traduction de Jeanne Peiffer.
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o Une ligne en escargot utile dans la réalisation
d’une corne de bélier pour les chapiteaux

e Construction d’'une autre ligne en escargot
ou l'on ne peut s’empécher de penser a
Archimede

¢ Construction d’une spirale sans début ni fin.

Je renvoie le lecteur intéressé par les
deux premieres constructions a la traduction
du livre de Diirer que vient de publier Jean-
ne PEIFFER aux Editions du Seuil.

La construction d’'une spirale sans début
ni fin est une source riche en exercices (notam-
ment sur les suites adjacentes, les suites et
les séries géométriques).

Par exemple appelant A, la suite des
centres pour n entier naturel, a,, 'abscisse de
A,, dans un repéere d’origine Aj, montrer que
les suites ay, et ag,,,1 sont adjacentes lorsque

LES SPIRALES

Fig. 14

n tend vers moins l'infini. On peut alors cher-
cher le point Q limite de la suite des points
A, et calculer la longueur de la courbe de Q
jusqu’a un point A, quelconque.

Construction de la spirale
sans début ni fin
(voir Figure 14)

"On peut concevoir une ligne éternelle qui s 'enroule continGment autour d'un centre
et qui décrit aussi a l'autre extrémité des révolutions de plus en plus amples, sans
jamais s 'arréter. On ne peut réaliser cette ligne a la main, a cause de ses infinies
grandeur et petitesse. Car comme son début et sa fin n'existent pas, ils sont introu-
vables et concevables mentalement seulement. Mais je veux la représenter ci-des-
sous, tant qu'il est possible, avec un début et une fin. Je commence avec un point
a et je décris la ligne a l'aide d'arcs de cercle comme si elle s'enroulait autour d'un
centre, et a chaque révolution j'6te une moitié de I'ampleur de la ligne. Je procéde
de méme avec la ligne partant de a et allant vers | 'extérieur. A chaque révolution,
j'ajoute une moitié de I'ampleur. Ainsi cette ligne, plus elle s'enroule, plus elle se res-
serre, et plus elle se déroule, plus elle se desserre, sans jamais s 'arréter, ni en son
centre, ni en son contour, comme j 'en ai donné, afin de me faire comprendre, une

représentation ..." (Direr, opus cité)

85




LES SPIRALES

REPERES - IREM . N° 39 - avril 2000

5. La spirale admirable aussi appelée la spirale de Descartes, la spirale
de Bernoulli, 1a spirale de Gregory, la spirale équiangle, la spirale
proportionnelle, la spirale logarithmique, la spirale exponentielle.. °

5.1. La spirale de René DESCARTES.

Dans une lettre datant du 12 septembre
1638 et adressée au pere Mersenne en répon-
se a4 une question de celui-ci, Descartes écrit :

«....pour cete spirale, elle a plu-
n sieurs proprietez qui la rendent
assez reconnoissable. Car si A est
le centre de la terre & que ANBCD
soit la spirale, ayant tiré les
lignes droites AB, AC, AD, &
semblables, il y a mesme pro-
portion entre la courbe ANB &
la droite AB, qu’entre la courbe
ANBC & la droite AC ou ANBCD
g & AD, & ainsi des autres. Et si
on tire les tangentes DE, CF,
G BG etc., les angles ADE, ACF,
ABG etc. seront egaux»

Il est tres remarquable que Descartes
connaisse la proportionnalité de 'arc de la spi-
rale a son rayon. C’est d’autant plus remar-
quable que celui-ci était convaincu qu’il n’était
pas possible de rectifier une courbe quel-
conque.

En langage actuel, la propriété caracté-
ristique que donne Descartes de cette spira-

leest: — =a (*) o s désigne I'abscisse cur-
p

viligne du point générique M (s est la longueur
de I'arc ANBM), p le rayon vecteur (p= AM)
et a une constante. Avec les outils mathé-
matiques dont nous disposons, ’équation (*)
s’'integre facilement en :
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Fig. 15

Spirale logarithmique d’équation
P 0 =e ob
avec o.= 0,088, soit 'angle ¢ = 85°.

p = ke ® oi1 0 est I'angle polaire, k une constan-
teeta=1/vVa>—1.
On en déduit facilement que 'angle ¢

s
formé par le vecteur AM et la tangente véri-

fie : tangp = 1o va’—1 soit ¢ = Arecos(1/a)
o

et par suite, cet angle ne dépend pas de M.

5.2.Une propriété de la spirale loga-
rithmique énoncée par J. BERNOULLI.

« St sur le plan du cercle BCH se trouve une cour-
be BDEIPC que coupent, sous un méme angle

5 C’est le mathématicien Pierre VARIGNON (1654-1722) qui
dénomma cette spirale «spirale logarithmique», nom sous lequel
elle est connue a I'heure actuelle. J. BERNOULLI I'appela «la
spirale admirable» pour ses nombreuses propriétés (voir la
conclusion)



REPERES - IREM . N° 39 - avril 2000

LES SPIRALES

/

LETIERR )
NS ea=——
NG

I
\

oblique, les rayons CB, CL, etc. menés a par- mique nous permet de la construire géomé-
tir du centre C du cercle, cette courbe est dite triquement. (voir la figure ci-dessus). Les
spirale logarithmique puisque si on choisit des angles sont égaux :

arcs LM, MN etc. infiniment petits et égaux c'est

a dire arithmétiquement proportionnels aux

arcs BL, BM, BN, les rayons DC, EC, IC sont BCL =LCM =MCN = ...
géométriquement proportionnels par les tri-
angles semblables DCE, ECI etc. » Les cotés sont en progression géométrique :
1A+A o 3 % = @ = @ = ﬂ =
Cette propriété de la spirale logarith- CD CE _<CI _c¢cp
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5.3.La rectification de la spirale
logarithmique par Torricelli.

Soit a rectifier 'arc de spirale logarith-

mique Al de centre O et tel que OA > OI .
(voir la figure 16 pour les notations)

Sur cet arc, reportons les points, en nombre
pair, B, C, D,E... de telle sorte que :

AOB = BOC = COD = DOE = ... = HOI

et sur les segments [OA] et [OB] les points I’
et J tels que : OI'=0dJ = OI .
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Appelant R le point d’intersection des
droites (I'J) et (AB), la longueur du segment
[AR] est la somme des longueurs des seg-
ments [AB], [BC], [CD], ..., [HI] :

AR=AB+BC+CD+DE + ... + HI
En effet : reportons alternativement sur les
segments [OB] et [OA] les points C’, D', E,...
tels que :
0C=0C, OD’=0D, OE’=0OE, ..., OH’=OH
Par définition de la spirale logarithmique,
les triangles (AOB), (BOC), (COD),

(DOE), ..., (HOI) sont semblables. En parti-
culier, en écrivant les rapports de similitude

Fig. 16
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de (AOB) et (COD), on a:

OB OD OD°

Et, par suite, les droites (AB) et (D’C’) sont paral-
leles. De la méme maniere, on démontre que
les droites (BC’), (D’EY), ... ,(H'T’) sont paral-
leles ainsi que les droites (AB), (D’C), (F'E), ...

Appelant P le point d’intersection des

droites (I'H’) et (AB), on en déduit que :
I'P=TH +...+ED +CB

et AP=AB+DC +FEF + ...

Or, les triangles (C’OB) et (COB) sont égaux.

D’ou BC =BC".

De méme, on a: CD’=CD, DE’=DE, ... et:
I'P=IH+..+ED+CB

et AP=AB+DC +EF + ...

Enfin, le triangle (RPT’) est isocele car :

OAB = OBC = OBC’ = OH'T’ (%)
le triangle (OJT) est isocele (¥*)
donc OY’J = O?I’ et aussi: HTTI’ = JITA

(*) et (**) impliquent que les deux triangles
(H’JT’) et (AT'R) sont semblables et, par suite

I’égalité des angles : R’I\’P = PEI’ et des

longueurs I'P =PR .

Finalement :

AR=AP+AR=AB+BC+CD +...+HI

Si a présent on augmente indéfiniment le

nombre de points sur I'arc XI , la droite (AB)
devient la tangente a la spirale en A et la droi-
te (I'J) la perpendiculaire 4 (OA) en I'.

LES SPIRALES

Théoreme : la longueur de l'arc de spira-

le logarithmique Al est égale a la lon-
gueur du segment [AR] de la tangente a la
spirale en A ou R est le point d’intersection
de la tangente avec la perpendiculaire
(OA) en T tel que OT = OI.

5.4.Une spirale logarithmique
dans la nature : le nautile.

Petit nautile deviendra grand : Quand la
chambre qu’il occupe est trop petite, le nau-
tile en secréte une nouvelle qu’il sépare de la
précédente par une cloison. Sa coquille qui est
symétrique par rapport a son plan médian, des-
sine une spirale logarithmique parfaite.

Exercice 7 : Reproduisez la coquille de 1a page
suivante en l'agrandissant ou en la rédui-
sant (dans le rapport k) ; Moyennant une
rotation (d’angle ), cette reproduction se
superposera avec 'original. Trouvez une rela-
tion entre k et y.

5.5. Une spirale logarithmique en méca-
nique: une roue libre.

Une roue libre est un accouplement direc-
tionnel qui peut transmettre un moment par
friction dans une direction en autorisant une
marche a vide dans 'autre direction.

Le principe de la roue libre de la page sui-
vante est le suivant : lorsque l'axe central
(hachuré sur la figure) tourne dans le sens des
aiguilles d’'une montre, il entraine les trois galets
qui basculent. La courbure de ces galets est
en forme de spirale logarithmique : le rayon
augmente, I'angle de contact avec I'axe reste
identique.
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5.6. Un probléme :

Galopin, Trotine, Marco et Plubelle sont
quatre chevaux disposés, dans cet ordre, aux
quatre sommets d’un carré de 1 kilometre de
coté. Les chevaux courent tous les quatre a la
méme vitesse constante v = 54 km/h.

Galopin est attiré par Trotine, Trotine par
Marco, Marco par Plubelle et Plubelle par
Galopin. A chaque instant, chacun se dirige
vers son (ou sa) préféré(e). Le but du proble-
me est de trouver les trajectoires des quatre
chevaux et de calculer la distance parcourue
par un des chevaux a la fin de la course.
Celle-ci s’arrétant lorsque la distance séparant
deux chevaux est inférieure a deux metres.

Remarque préliminaire : Pour des raisons de
symétries, il suffit de trouver I'une des quatre
trajectoires. Les autres s’en déduisent par
des rotations de centre O, le centre du carré
initial, et d’angle n/4.

Choix d’un repére : le point O s’impose natu-
rellement comme origine. Comme axe des
abscisses, nous pouvons, par exemple, prendre
un axe perpendiculaire a un des cotés du
carré. Désignons, pour simplifier les nota-
tions, par G, T, M et P les quatre chevaux et
posons p(t) la distance OG et 6(t) 'angle orien-

té ( x ,O0G) alinstant t.
Quelle est en fonction de t et sous forme tri-
gonométrique, I’'affixe z du point G ? Montrer
que l'affixe zp de T est iz.

dz

Calculer la dérivée é(t) = T

Par définition, é(t) est l'affixe du vecteur

vitesse de G dans le repére R = (O, X , ; ).

LES SPIRALES

Expliquer pourquoi la phrase : « A chaque ins-
tant t, G se dirige vers T » peut se traduire
par : «il existe une fonction k(t), a valeurs réelles,

telle que : z(t) = k(t).[z,(t) —z(&)] (*1) .
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En identifiant les parties réelles et ima-
ginaires dans (*1), montrer que :

p(t) = —k(£).p(t) (*2) et pb = k(t).p(t) (*3).
En déduire : p(t) = —p(t). 6(t)  (*4)
ouencore p/p=—6 (4a).

Intégrer Péquation différentielle (*4a). Calculer

p(0) et 6(0). En déduire que I'équation de la
trajectoire du cheval Galopin est :

V2 T
p= E exp(z—e) (*5)

Représenter graphiquement cette trajectoire

pour O« [g, 2n] .

L’expression (*5) exprime le module p en
fonction de 'argument 6. Dans cette ques-
tion, nous cherchons a exprimer p et 6 en
fonction du temps t.

Calculer le module de é(t) et en déduire :
(P) 2+ (p(t) O(H) ) = v 2.

A Taide de (*4) et (*5), montrer que la fonc-
tion p est solution de '’équation différentiel-

le: e 90 =e ™4y (%6). Intégrer cette équa-
tion différentielle et en déduire :
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o(t) = g— In(1 — vt) et p(t) =g 1A -vt) (*7)
Exprimer en fonction de t, le module de :

ZT(t) - Z(t)

Que représente ce nombre ? En déduire a
quel instant cesse la course et la distance
parcourue par chaque cheval.

5.7.Bref retour a la spirale sans début
ni fin de Albrecht Diirer.

Fig. 17

Sur la figure 17, nous avons représenté
simultanément la spirale de Diirer et une cer-
taine spirale logarithmique : le lecteur se
fera un plaisir de trouver 'équation polaire
de cette spirale.

6. Autres spirales que 'on pourrait développer

Pour en savoir davantage sur les spirales
présentées dans ce paragraphe, le lecteur se
reportera a la bibliographie. Il pourra aussi
écrire a ’auteur pour obtenir le texte complet
de la conférence APMEP du 28 mars 1998.
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6.1. La spirale hyperbolique.

La spirale hyperbolique est étudiée au début
du XVIIIeme siecle par Pierre VARIGNON et
Jean BERNOULLI. Celui-ci donne cette cour-
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Fig. 18

be comme solution du probleme des forces
centrales lorsque cette derniere est inverse-
ment proportionnelle au cube de la distance.

On la rencontre également dans les situa-
tions suivantes :

6.1.1. La projection stéréographique d’une
hélice sur un plan perpendiculaire a
son axe est une spirale hyperbolique. En
particulier la photo d’un escalier hélicoidal
est bonne approximation d’'une spirale
hyperbolique.

6.1.2. L’image d’une spirale d’Archimede par
inversion est une spirale hyperbolique.

6.1.3. Sur un stade d’athlétisme, au départ d'une
course de 200 m ou de 400 m, les cou-
reurs sont disposés suivant une spira-
le hyperbolique.

6.2.La développante du cercle et la spi-
rale de Norwich

6.2.1. La développante du cercle.

Cette courbe s’obtient trés simplement de
la maniére suivante : prendre une bobine de

fil, attacher un crayon au bout du fil, fixer soli-
dement la bobine sur le plan de travail, dérou-
ler le fil en prenant soin de laisser tendu. Le
crayon marquera une superbe spirale que
Pon appelle habituellement « développante
du cercle ».

Léonard de VINCI préconisa de donner
cette forme aux dents des engrenages.

6.2.2. La développante de la développante
du cercle : la spirale de Norwich.

Enroulons & présent notre fil sur la déve-
loppante du cercle. En le déroulant (prendre
soin de laisser tendu), nous obtenons une
nouvelle spirale appelée «spirale de Nor-
wichy». Celle-ci doit son nom au mathémati-
cien anglais J.J. SYLVESTER qui I’a dénom-
mée ainsi suite & un meeting qui eu lieu en
1868 dans la ville de Norwich.

Une propriété remarquable de cette spirale :

En tout point de cette spirale, le rayon vec-

teur est égal au rayon de courbure. Sur le des-

sin ci-dessous, cette propriété se traduit par :
NO = NM.
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Fig. 19

6.3.La spirale de CORNU ou clothoide. routes par exemple — Elle permet
de négocier les virages a
En étudiant les problemes de la diffrac-  vitesse constante en tour-
tion de la lumiere, Alfred CORNU (1841- nant le volant a
1902), un physicien francais, fut amené a  vitesse cons-
introduire une courbe dont le rayon de cour-  tante.
bure en un point quelconque M est inverse-
ment proportionnel a l'abscisse curviligne

- m

OM de ce point. Cette courbe qui est une spi-
rale et qui porte désormais son nom a pour équa-
tions, en coordonnées paramétriques :

x(t) = ] cos(u?)du
0

y(t) = ] sin(u?du
0
Elle est utilisée actuellement Fig. 20
dans les travaux publics — dessin
des bretelles de raccordement d’auto-
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Conclusion

Pour finir, je ne peux résister au plaisir
de donner la conclusion du chapitre XLIX
que Jacques Bernoulli consacre a la spirale loga-
rithmique dans son ouvrage « Acta erudito-
rum ».

Apres avoir montré de nombreuses pro-
priétés de cette courbe — qu’il appelle «la spi-
rale admirable » —, J. Bernoulli conclut de la
maniere suivante :

Puisqu’en effet cette spirale engendre une
spirale toujours semblable a elle-méme, quel-
le que soit la facon dont elle s’enroule, se dérou-
le, rayonne ; elle pourrait aussi bien étre pour
tous un embléme semblable aux descendants des
parents ; La Fille Trées Semblable a la Mére. Ou
bien (s’il est permis d’appliquer cette chose aux
mysteres de Uéternelle Vérité de la Foi) elle est
comme une esquisse quelconque de l’éternelle
Génération du Fils, semblable a l'image du
Pere, et de ce fait comme la Lumiére issue de
la Lumieére et identique a elle. Ou bien si vous
préférez, parce que notre courbe admirable
dans sa révolution demeure toujours semblable
a elle-méme, de fagon trés constante et en rap-
port, elle pourrait étre le symbole du courage
et de la constance dans l'adversité ; et méme le
symbole de la résurrection de notre chair apres
de multiples altérations, la méme pourtant
apres la mort. D'ailleurs si l'usage s'était main-
tenu de nos jours d’imiter ARCHIMEDE,
Jordonnerai volontiers que fit gravée sur ma
tombe cette spirale avec l’épigraphe : « Eadem
numero mutata sesurgo » c'est-a-dire : « Elle res-
suscitera identique a elle-méme ».
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Annexes

Annexe 1 : corrigé de I’ Exercice 3

> Transformation: z->z(1+i/abs(z));

> restart:with(plots):

> Theo:=proc(x,y)

> evalhf(x-y/sqrt(x*2+y*2)),
evalhf(y+x/sqrt(x"2+y”2));

> end:

> x:=t->evalhf(1+2%t*(1-t)):

> y:=t->evalhf(t):

>n:=17:

> c[0]:=[seq([x(i/100),y(i/100)],i=0..100)]:

> for k from 1 to n do c[k]:=
[seq([Theo(op(c[k-1][i]))],i=1..101)]: od:

> display({plot(c[0],color=red),
seq(plot(clil,color=blue),i=1..n)},

> scaling=constrained);

Annexe 2 : Recherche d’une courbe
« réguliere » passant par tous les
points de la spirale de Théodore®

Les notations sont les mémes que dans 'Exer-
cice 1. Pour n, nombre entier naturel, on a :

p(n) = OA, = vn
pznsl _
0(n) = p§1 arctan(1/ \/p ) sin>2

e g1y =0

Le probleme consiste donc a prolonger a
Iintervalle [ 1, + [ les fonctions p et 6.

La fonction p se prolonge naturellement
en:xe[1l,+e[,px) = Vx . Quant a 6, remar-
quons que : 8(n+1) — 6(n) = arctan(1/ Vo).

Si on veut généraliser cette relation, il nous

faut résoudre I’équation fonctionnelle sui-
vante :

6 Je remercie mon collegue Philippe AUSCHER qui m'a
aidé a élaborer cette solution.
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(E):0x+1)-0x) = arctan(l/\%( )sixe [1,+o0l,
et 6(1)=0.

Soit f une solution quelconque de :
0x+1)-06(x)=0
vérifiant f(1) = 0 (f est une fonction 1-pério-
dique) et g une solution particuliere de (E), il
est aisé de vérifier que 6=f+ g est solution

de (E). (Remarquons d’ailleurs que toute solu-
tion de (E) est de cette forme)

Il suffit donc de trouver UNE solution
de I’équation (E).

Posons h(x) = arctan(1/ Vx ), et dérivons :

gx+1) - gx) =h'(x).
En remplacant x par x+p, nous obtenons :
g'(x+p+1) — g(x+p) = K’(x+p) .
En sommant de p=0 a p=n,

p=n
g(x+n+l) — g(x) = EO W(x+p) (¥)

Or h'(x)=-1/[2 Vx (x+1)] et par conséquent
la série de terme général h’(x+p) est conver-
gente (en effet, x fixé et p au voisinage de + ,

-1
k’(x+p) est équivalenta — )
2p3/z

Faisons tendre n vers + dans (*) et prenons

la solution g de (E) qui vérifie lim g'(x)=0,
pour en déduire que : xoe

+oo

g(x) = — 2 W(x+p)

p=0

11 suffit a présent de remarquer que :

X

gx) = g(x)—g(l) = J g (t)dt
1
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X X

gx) =— J p%h’(‘wp)dt DY [ h(t+p)dt
1

=0
P

(Le lecteur aura bien str pris soin de justifier

l'inversion des signes Y, et J )

pour conclure que la fonction
g %X > g(x) = —h(x) + le [h(p) — h(p+x)]

est une solution de ’équation (E).

LES SPIRALES

Conclusion : En coordonnées polaires une
équation de la courbe cherchée est :

6:p— f(p*) +g(p?

ou f est une fonction 1-périodique vérifiant
fl1)=0et

g(x) =-h(x) + El [h(p) — h(p+x)]

Remarque : La solution p — 0(p) = g(p?) est
croissante et dérivable. Est-ce la seule ?

Les figures suivantes sont obtenues en pre-
nant f(t) = 0 puis f(t) = sin(2nt) .

/ﬁ%§

K 0 iy

Annexe 3 : corrigé de ’Exercice 4

Posons f(x) = arctan(1/ Vx ) ; Il ’agit de cal-
k=n-1

culer 1§1 flk) avec une erreur inférieure a 2.

En remarquant que la fonction f est décrois-
sante sur l'intervalle [0, + [On a:

n ken-1 n-1
thx>dxs Z 1) < Jf(x)dx o))
1 0

Appelons F une primitive de f, 'inégalité (1)

k=n-1

séerit: Fn) - F(1) < 2 k) < Fn-1) - F(0) (2)

Le calcul de F ne pose pas de probleme :

F(x) = (x+1) arctan(1/vVx ) + vx

= (x+1).[%— arctan(vVx )] + VX .

En particulier F(0) = /2 et F(1) = 1+1/2 .

Par conséquent :
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LES
k=n-1
- Fn-1) 1
Fm) 1 1 1'% f(k)gF(nl)_l. de (1) 1
2n 4 2xm  2m k=1 2n 4 2n 4

Finalement, lorsque n > 17,le nombrede  Exemple : sin = 10°, le nombre de tours com-

tours complets est égal a la partie entiere  plets est 10 065.
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Tome IT 1971.

e ARCHIMEDE -(Euvres completes - traduction P. Ver Eecke - 2 vol., Paris,
1961.

o ALBRECHT DURER - Géométrie - Traduction Jeanne PEIFFER - Edi-
tions du Seuil 1995.

e Blaise PASCAL - Oeuvres Compleétes - Bibliotheque de la Pléade - Editions
Gallimard 1954.

e P.J.DAVIS - Spirals from Theodorus to chaos - Editions A K PETERS Wel-
lesley, Massachusetts 1993.

e Brochure IREM de Strasbourg - Activités géométriques pour le college et
le lycée présentées dans une perspective historique - 1996 -

e  Dr Gino LORIA - Spezielle algebraische und transscendente Ebene Kurven.
LEIPZIG 1902.

e René DESCARTES - (Euvres de René DESCARTES - Editions Vrin - Tome
2 - 1996.

e Jacob BERNOULLI - Opera - Acta eruditorum, 1692 - vol XLII et vol XLIX
- Traduit du latin par Marga BUFFARD/André STOLL
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LES SPIRALES

e Bernard BETTINELLI IREM de Besancon) : Intuition et démonstration chez
Archimede in «Reperes-IREM» N°2 janvier 1991.

e PLATON - Théétete - Edition «Les Belles Lettres» Tome VIII 1963.

¢ Revue du Palais de la découverte - numéro spécial 45 - Courbes mathéma-
tiques - 1995.

e André STOLL -Les Spirales — Conférence APMEP — Texte complet dispo-
nible & 'TREM de Strasbourg.

¢ Dictionnaire des symboles.- Jean CHEVALIER et Alain GHEERBRANT- Edi-
tions Robert Laffont/Jupiter- Collection Bouquins- 1993.

Détail de la pierre tombale de J. Bernoulli 2 Bale. Remarquez que,
contrairement au souhait de J. Bernoulli, le sculpteur a gravé une spi-
rale d'Archiméde et non une spirale admirable. (photo André Stoll)
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